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La structure de donnée arbre binaire est une structure permettant :
1. d’une part de stocker des données organisées sous la forme d’un arbre,

2. d’autre part d’organiser des données afin d’optimiser le temps d’acces.

Exemple 1.

1. Arbre généalogique ou phylogénétique

2. Arbre de décision : "Etude de la convergence d’une série”
3. Arbre d’expression : 2% (34+9)/(1 —3%5)+2%8
4

. Organisation des fichiers par un systeme d’exploitation

Cette structure est a la fois de type "somme” et de type "produit” et se définit de facon récursive.

Rappel sur les types ”somme étiquetés” :

La structure de définition d’un type somme étiqueté est :

OCaml
type nom_type =
| Toto (* si on souhaite que la valeur toto soit de ce type *)
| Noml of typel (* Noml est une fonction qui change le type d’un objet *)

| Nom2 of type2

On définit alors les variables de ce nouveau type de la fagon suivante :
0Caml

let var = Toto;;
let varl = Noml(valeur de typel);;
let var2 = Nom2(valeur de type2);;
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1 Définition 1

Dans cette premiere définition, les cellules contenant I'information sont soit vides, soit d'un type donné :
1. Initiatisation : un arbre vide

2. Définition récursive : arbre = (arbre, element, arbre)

0Caml
type ’a arbre =
|Vide (* Souvent noté "Nil" x*)
IN of (a arbre) * ’a * (’a arbre);; (x N signifie "Noeud" *)

Les termes ”arbre”, ”Vide” et "N” peuvent étre remplacés par n’importe quels autres mots comme ”arbbin”, ”Nil” et ” Noeud”.

Les arbres sont par convention représentés a 1’envers.

Pépé, 80

® @ Maman, 55 Tante, 45

© 00 O

Moi, 20 Frere, 15 Cousin, 17 Cousine, 17

0Caml
let arbrel = N(N(Vide ,1,Vide) , 5, N(N(Vide,4,Vide), 3 ,Vide));;

let N(g,r,d)=arbrel;; (* Pour récupérer les fils et la racine de 1l’arbrel *)

0Caml
let arbre2 = N(N(N(Vide, ("moi",20),Vide) , ("maman", 55) , N(Vide, ("frere",15),Vide)),
(upépéu ,80) ,
N(N(Vide, ("cousin",17),Vide), ("tante",45) , N(Vide, ("cousine",17),Vide )));;

let N(g,r,d)=arbre2;; (* Pour récupérer les fils et la racine de 1l’arbre2 *)

Pour ne pas se perdre dans la définition d’un arbre, on veillera a respecter la présentation ci-dessus.
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2 Définition 2

Il est aussi possible de définir une structure d’arbre ol les noeuds sont d’un type donné et les feuilles (noeuds situés aux
extrémités de l’arbre) d’un autre type :

0Caml
type (’n, ’f) arbre =
INil
|F of °f

IN of ((°n, ’f) arbre) * ’n * ((’n, ’f) arbre);;

Les termes “arbre”, "Nil”, ?N” et "F” peuvent étre remplacés par n’importe quels autres mots comme “arbbin”, ”Vide”,
”Noeud” et ”Feuille”.

On peut représenter 'expression (3 — 7)/2 + 3 % 5 par 'arbre binaire suivant :

S v

Cet arbre est de type :  (char, int) arbre

0Caml
let arbre3 = N(N(N(F(3),’-’,F(7)), */’, F(2)), ’+’, N(F(3),’*> ,F(5)));;
let N(g,r,d)=arbre3;; (* Pour récupérer les deux fils et la racine de 1’arbre3 x)

Remarque 1. Plus simplement, si toutes les branches se terminent systématiquement par des feuilles (comme dans un arbre
représentant une expression algébrique), on pourra se dispenser de NIL et définir le type arbre de la fagon suivante :

0Caml

type (’n, ’f) arbre =
|F of °f
IN of ((°n, ’f) arbre) * ’n * ((’n, ’f) arbre);;

Remarque 2. En Python, il est possible de définir un arbre grace a la structure de liste. En effet, les composantes des listes
pouvant étre de types distincts, ’arbre précédent peut étre codé sous forme de listes emboitées par :

arbre = [["vert"], 1 ,[["bleu"]l, 2 ,[["rouge"],3,["jaune"]1]]]
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Vocabulaire

. Chaque élément de ’arbre est appelé un sommet.

. Chaque sommet renvoyant sur d’autres données (intersection) est appelé un noeud.

On parle aussi parfois de noeuds internes.
Chaque noeud contient une information d’un type (déterminé lors de la définition de I’arbre) et deux liens (adresses)
vers les deux sous-arbres qu’il relie.

. Le sommet de I'arbre est un noeud particulier appelé la racine de 'arbre

. Les sommets terminaux (extrémités) de Uarbre sont appelés les feuilles de 'arbre.

On parle aussi parfois de noeuds externes.
Chaque feuille contient une information d’un type (déterminé lors de la définition de I’arbre) et qui peut différer du
type des noeuds.

. La taille d'un arbre est le nombre de ses noeuds.

. Un noeud donné possede deux noeuds fils : un fils gauche et un fils droit (qui éventuellement peuvent étre des feuilles).

Selon la définition, les feuilles quant & elles, renvoient soit sur des noeuds vides (avec la définition 1) soit sur rien (avec
la définition 2).

. A Dexception de la racine, tout noeud possede un unique pére : le noeud dont il est le fils.

. Les noeuds et feuilles situés sous un noeud donné sont appelés les descendants du noeud.

On peut définir cette notion de fagon récursive.
La relation " est un descendant de” définit un ordre partiel sur les noeuds et feuilles de ’arbre.
La racine de 'arbre est le plus petit élément pour cette relation d’ordre.

. Les noeuds situés au dessus d’un noeud ou d’une feuille donné sont appelés les ancétres du noeud.

On peut définir cette notion de fagon récursive.

Les liens entre un noeud et ses fils sont appelés les branches de I'arbre.

La hauteur d’'un noeud ou d’une feuille est le nombre de branches qui le ou la relie a la racine.

La hauteur d’un arbre est le maximum des hauteurs des feuilles.

La somme des hauteurs des différents noeuds et feuilles est appelée sa longueur de cheminement.

Si I'on enléve un noeud a un arbre binaire donné ainsi que toutes les branches qui en partent ou qui y menent, on
obtient :

— soit un nouvel arbre

— soit 2 ou 3 arbres que 'on appelle alors une forét.

On appelle I'arité d’'un noeud, le nombre de branche qui partent de ce noeud.
Dans le cas des arbres binaires, cette arité est égale a 2.
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4 Opérations sur la structure d’arbre

Opérations du type ”arbre” :

1. Trois constructeurs :

1. creer-arbre-vide de type unit -> arbre
qui crée un arbre vide
2.  feuille de type element -> arbre
qui construit un arbre limité a une feuille contenant element
3. mnoeud de type arbre -> element -> arbre -> arbre
qui construit un arbre de sommet element et dont les deux fils (droit et gauche) sont
les deux arbres en arguments

2. Un prédicat :

1. est-vide de type arbre -> bool
qui teste si un arbre est vide

3. Quatre fonctions de sélection :

1. fils_.gauche de type arbre -> arbre
qui renvoie I’arbre fils a gauche de la racine
2. fils_droit de type arbre -> arbre
qui renvoie ’arbre fils & droite de la racine
3. etiquette_interne de type arbre -> element
qui renvoie la donnée stockée a la racine de ’arbre lorsqu’il est non vide et non réduit a une feuille.
4. etiquette_externe de type arbre -> element
qui renvoie la donnée stockée a la racine de I'arbre lorsque celui-ci est réduit a une feuille.

5 Quelques algorithmes de base

La structure arbre étant définie de fagon récursive (comme d’ailleurs la structure de "liste” en OCaml), elle est parti-
culierement adaptée a la programmation récursive.

Dans tous les exercices suivants, nous considererons que la structure d’arbre a été définie de la fagon suivante :

0Caml
type (’a,’b) arbre =
| Nil
| F of ’b
| N of (’a,’b) arbre * ’a * (’a,’b) arbre;;
FExercice : 1
Nombre de feuilles et nombre de noeuds :
1. Calcul du nombre de feuilles d’un arbre :
0Caml
let rec nbrf = function
| Nil -> 0
| F(L) > 1

| N(g,_,d) -> nbrf g + nbrf d;;

2. Calcul de la taille d'un arbre (nombre total de noeuds et de feuilles) :

0Caml

let rec taille = function
| Nil -> 0
| F(L) > 1
|

N(g,_,d) -> 1 + taille g + taille d;;
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3. Relation entre le nombre de noeuds et le nombre de feuilles :
Pour un arbre ¢, on note :

— n(t) le nombre de noeuds de larbre ¢
— f(¢) le nombre de feuilles de I’arbre ¢

Montrer par induction fonctionnelle (sorte de récurrence sur les noeuds de I'arbre en prenant une feuille pour initiali-
sation) que dans le cas d’'un arbre binaire complet, on a la relation :

F(t) =n(t) +1

Ezercice : 2
Ajouter une feuille a un arbre

Déterminer un algorithme récursif permettant d’ajouter une feuille a un arbre.

Pour éviter un déséquilibre systématique, on pourra utiliser une variable aléatoire permettant de choisir l'arbre fils auquel
cette feuille est ajoutée. La commande Random.int 2 renvoie un entier choisi entre 0 et 1.

FEzxercice : 3
Hauteur d’un arbre

1. Tl s’agit de la profondeur maximale d’une feuille de I’arbre ou la profondeur d’une feuille est définie comme le nombre
de branches qui séparent la feuille de sa racine.

0Caml

let rec hauteur = function
| F(L) >0
| N(g,_,d) -> 1 + max (hauteur g) (hauteur d);;

2. En reprenant les notations précédentes, et en notant h(t) la hauteur d’un arbre ¢, prouver par induction fonctionnelle
que :
h(t)+1 < f(t) <2

3. Montrer, a l’aide des deux arbres suivants (que vous représenterez par un dessin) que les bornes peuvent étre atteintes.

Arbre complet : f(t) = 2"®) Arbre peigne droit : f(t) = h(t) + 1

Construction d’un arbre complet :

O0Caml

let rec arbre_complet = function
[1 -> F("feuille")
In -> let t = arbre_complet (n-1) in N(t,n, t);;

Dessiner I'arbre obtenu pour n = 4.
Vérifier que ¢(n) = O(2™).
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Construction d’un peigne droit :

0Caml
let rec peigne_droit = function
[1 -> F("feuille")
In -> let t = peigne_droit (n-1) in N(F("feuille"), n, t);;

Dessiner I'arbre obtenu pour n = 4.
Vérifier que ¢(n) = O(n).

Exercice : 4
EPITA 2019

Dans cet exercice, on laisse a 1’éleve le choix de la structure d’arbre utilisée.
1. Proposer un algorithme permettant de calculer le maximu des valeurs des branches d’un arbre.
e Une branche désigne ici le chemin allant de la racine a une feuille.
e La valeur d’une branche est la somme des valeurs des noeuds et feuille de la branche.

2. Proposer un algorithme vérifiant si un arbre est symétrique.
On pourra utiliser une fonction auxilliaire qui teste l’égalité de deux arbres.

FExercice : 5
Evaluation d’une expression algébrique

Proposer une procédure OCaml permettant d’évaluer une expression algébrique donnée sous la forme d’un arbre.

FExercice : 6
Modification de la structure d’une arbre

Proposer une fonction OCaml qui déplace a gauche les feuilles qui se trouvent a droite d’un arbre.

FExercice : 7
Parcours d’arbres binaires

Il est important de savoir parcourir tous les noeuds et feuilles d'un arbre afin par exemple, de :
— Modifier les contenus (étiquettes) de chaque noeud
— Rechercher un noeud de contenu (étiquette) particulier
— Compter les noeuds de contenu donné
— Etablir un ordre total entre les données stockées... etc...

Il existe deux facgons distinctes de parcourir un arbre : le parcours en profondeur et le parcours en largeur.

1. Parcours en profondeur :

On visite entierement le sous-arbre de gauche avant de visiter celui de droite. Cela donne ’algorithme suivant :

0Caml

let rec parcours_prof = function
| F(_) -> action & effectuer
| N(g, a , d) -> action & effectuer sur
parcours_prof g;
parcours_prof d;;

a

Représenter le parcours effectué par cet algorithme sur un arbre de votre choix.
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Parcours d’un arbre en profondeur

Si 'on considere les noeuds comme des iles et les branches comme des bandes de terres, on constate que le parcours
effectué par cet algorithme correspond au parcours effectué par un navigateur qui circulerait autour de ’arbre dans le
sens trigonométrique en partant de la racine.

Ezercice : 8
Déterminer une fonction OCaml qui renvoie la liste des valeurs obtenues en parcourant un arbre en profondeur.

2. Parcours en largeur :

On commence par la racine, puis on visite chacun de ses fils (qui sont en profondeur 1) en commengant par exemple la
gauche. On visite les noeuds et les feuilles situées en profondeur 2... etc...

La programmation de cette méthode utiliser une FILE F de stockage.
L’idée est alors la suivante :

Parcours d’un arbre en largeur : File

O0Caml

- On commence par lire la valeur du sommet S puis on stocke dans

la file ses deux arbres fils N(gl) puis N(d1), puis
- On retire de la file N(gl), on récupére la valeur de la racine, puis

on stocke dans la file les deux fils de gl : N(g2) puis N(d2), puis
- On retire de la file N(d1l), on récupére la valeur de la racine, puis

on stocke dans la file les deux fils de d1 : N(g3) puis N(d3) puis... etc...
- on poursuit ainsi 1l’algorithme jusqu’a ce que la file soit vide ...

6 TROIS exemples d’application des arbres

6.1 Complexité minimale d’un algorithme de tri par comparaison

On fixe un algorithme de tri par comparaison 2 a 2 des éléments donnés.

Les différentes étapes de la mise en oeuvre de cet algorithme peuvent se représenter par un arbre binaire ou chaque branche
partant d’un noeud correspond aux deux éventualités lors de la comparaison de 2 éléments. L’arbre droit correspondant a
la suite de ’algorithme dans 'un des cas et 'arbre gauche la suite dans 'autre cas. Chaque parcours allant de la racine a
une feuille de 'arbre (branche de l'arbre) représente les étapes nécessaires au tri d’un liste donnée. Sachant qu’il y a n! listes
possibles, alors notre arbre binaire contiendra n! branches (ou feuilles).

Or, pour que ce soit possible, la hauteur h de ’arbre doit vérifier la condition 2" > n! et donc h > 111;]75!.

Or, la hauteur h de I'arbre correspond & la liste qui nécessite le plus de comparaisons pour étre traitée. La complexité de

. . . ;. N !
notre algorithme (en terme de nombre de comparaisons) dans le pire des cas sera donc supérieure & lﬁlg'.
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Or, la formule de Stirling nous permet de vérifier que Inn! = O(nlnn).

Nous avons ainsi démontré que la complexité dans le pire des cas (en terme de nombre de comparaisons) d’un
algorithme de tri est au minimum un O(nlnn).

Question : Comment peut-on procéder pour rechercher la meilleur complexité moyenne possible ?

6.2 Référencement et compression de données

Lire les deux articles suivants de Hervé Lehning, professeur au lycée Janson de Sailly.
Ces articles présentent deux applications de la structure d’arbre :

1. Une application a la compression de données.

2. Une application pour effectuer une recherche efficace dans un index.
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Compression de fichiers

©UC SANTA CRy

Pour réduire la taille d’'un texte dans un fichier informa-
tique, rien de tel que de dessiner un arbre. On retrouve
ainsi plus vite les lettres qui reviennent le plus souvent,
et on économise de la place.

Des arbres a compresser

«Par ma foil il y a plus de quarante
ans que je dis de la prose sans que j'en
susserien. »Dans cette phrase extraite
du Bourgeois gentilhomme, monsieur
Jourdain utilise, sans le savoirnonplus,
10«e» 8«anetseulement3 «q»et
2 «j». Lordinateur ne le sait pas plus
lorsqu’il lit le fichier numérique per-
mettant d’afficher ce texte. Et pour-
tant, cette redondance peut s’avérer
utile. Comment?

Avant de se plonger dans l'analyse des
lettres, rappelons que, quelle que soit
leur nature (texte, image ou son), les
fichiers informatiques sont des suites
d’octets, C’est-a-diredes groupesde huit
bits(0ou1). Compresser unfichiersigni-
fie le transformeren un autrefichier de
plus petitetaille. Lacompression se fait
au moyen dalgorithmes. Elle est dite
«sans perte » s'il est toujours possible
dereconstituer 'original. Que l'on com-
presse une chansonou unfilm, letravail
del’algorithme est le méme :ils'agit de
réduire la taille des suites d’octets. Un
acte devenu banal dans l'usage grand
public de I'informatique.

Huit bits = 256 valeurs

Un groupe de huit bits peut prendre
28 =256 valeurs différentes (toutes
les combinaisons de 0 et de 1 com-
prises entre 00000000 a 11111111)
et permet donc de coder 256 carac-

82 1A RECHERCHE | MAI 2007 | Ne 408

Hervé Lehning,
professeur de
mathématiques spéciales
au lycée Janson-de-Sailly.
herve.lehning@ prepas.org

téres suivant, par exemple, le code
ASCII (American Standard Code for
Information Interchange). Celui-ci fai-
sait initialement appela sept bits ; il a
été étendu a huit bits pour inclure les
caractéresaccentués (quin’étaient pas
prévus a l'origine car le code avait été
concu pour I'anglais).

Comme nous I'avons évoqué, tous les
caracteres ne sont pas utilisés avec la
méme fréquence.D’oll I'idée de coder
les plus fréquents avec moins de bits

que les autres. Pour ses premiers
Macintosh, la société Appleaainsiima-
giné decrypterles quinze caractéresles
plus répétés - en francais, ce sont les
voyellese, a, i, etc.ainsique les signes
de ponctuation - sur quatre bits. Une
seizieme configuration des quatre bits
(par exemple 1111) est réservée pour
signifier : «il ne s’agit pas de 'un des
15 caracteres les plus courants.» Le
caractere en question est alors codé
avec huit autres bits - donc douze en

LXXXXXXXXXX XXXXXXXE a transmettre est compSequis et iure molore magnim nit,
quat, velit del ute tinim nostie ming ex el digna feum doleniamet aute dolore
consequam ent lobor sit in XXXXXXXXVen 200 S. © MARK WRAGG/IMAGESTATE/EYEDEA.FR

10
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tout. Douze bitsau lieu de huit pour les
caractéres les moinsfréquents, quatre
aulieude huit pourles plusfréquents:
sicesderniers comptent pour80%de
’ensemble des caracteres, alorsd’un
c6té on perd 10 % (la moitié de 20 %)
et de l'autre, on gagne 40% (la moi-
tié de 80%). Le gain moyen est fina-
lement de 30%.

Noeuds pére et fils

Peut-on améliorer ce résultat ? Oui, a
condition d’accepter que les métho-
des soient plus longues a appliquer.
L'unedessolutions les pluscélébres est
duealinformaticien américain David
Huffman. En1952,alors qu’il était étu-
diant au Massachusetts Institute of
Technology, il eut U'idée de faire varier
davantage la longueur des codes en
écrivant le caracteére le plus fréquent
avec un bit, le suivant avec deux et
ainsi de suite [1]. Il utilisa des codes
dontaucun n’est le préfixe d’'un autre,
comme 0, 101, 111, 100 et 1101, afin
de pouvoir les distinguer méme lors-
qu’ils sont écrits les unsa la suite des
autres. Par exemple, avec le codage
ci-dessus, la suite 11111010100 se
découpe en 111, 1101, 0, 100.
Comment créer de tels codes?
Imaginons un arbre dont les feuilles
seraient des lettres. Cet arbre est un
«arbre binaire ». ILs’agit d’une struc-
ture de donnéescomposée de nceuds :
chaque nceud a un peére (sauf le pre-
mier,que 'onappelle laracine) etdeux
fils (sauf lesderniers, que 'on appelle
lesfeuilles). Letoutse présente comme
un arbre généalogique [fig. 1]. En par-
tant de la racine, on atteint chaque
lettre en empruntant successivement
les branches dans une direction ou
dans une autre. On code le trajet par
une suite de bits en notant, a chaque
étape,0oul,selonque l'on emprunte
labranche de gauche oucelle de droite.
Enfin, on attribue a chaque lettre, le
code du trajet qui y méne.

Cette facon de procéder nous assure
qu’aucun code n’est le préfixe d’un
autre, car un chemin vers une feuille
ne peut passer par une autre feuille.
La longueur d’un code correspond a

w2

Compression de fichiers

Fig.1 L'algorithme de Huffman

Feuille

aldlelclb

Racine

LE TEXTE a transmettre est composé des lettresa, b, ¢, d et e.
Leurs fréquences d’apparition sont respectivement égales a
5%,50%,20%, 10% et 15%. L'arbre de Huffman se construit
en partant du bas et en remontant. ILs’utilise ensuite dans le
sens contraire. Les codes des lettres correspondent au trajet
pour les atteindre depuis la racine, soit 0 pour b, 11 pour ¢, 100
pour e, 1010 pour d et 1011 pour d. © INFOGRAPHIE BRUNO BOURGEOIS

la«hauteur » de lalettre dans I'arbre.
Les feuilles les plus hautes représen-
tent donc les caractéres les moins
fréquents.

Greffe de lettres

Concrétement, comment procéde-
t-on pour construire un tel arbre?
Tout d’abord, il faut classer les let-
tres suivant leur fréquence d’appari-
tion dans le texte. On retire de cette
liste les deux qui se révélent étre les
moins fréquentes, disons y et z. On
greffe ces deux lettres a une racine :
elles deviennent respectivement le
«fils gauche » et le «fils droit» de
ce nceud - la racine dans ce premier
cas —et’on obtient un petitarbrenoté
y|z. On additionne maintenant la fré-
quence de y et celle de z. La nouvelle
valeurestcelle de l'arbrey|z :elle peut
étre intégrée dans notre classement,
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[2] D. Huffman, Proceedings
of the L.R.E., 40,1098, 1952.

[2] A. Lempel et |. Ziv, [FFE
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des ondelettes»,
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p. 56.

POUR EN SAVOIR PLUS

1 Xavier Marsault,
Compression et cryptage
des données multimédia,
Hermes, 1995.

L'arbre prenant la place des deux let-
tres et laracine devenant un noeud. Il
ne reste plus qu’a répéter 'opération
autant de fois que nécessaire pour
obtenir un arbre unique. C’est 'arbre
de Huffman du texte.

Limites du codage par octets
Ce codage permet d’obtenirune com-
pression d’environ40% en moyenne :
personne n’a réussi a faire mieux.
Lorsque l'onévoque des compressions
de 80% pour du texte, c’est que l'on
a abandonné le codage par octets.
En effet, en s’affranchissant de cette
contrainte, on peut apporterdesamé-
liorations fondées, par exemple, sur la
création d’un dictionnaire des mots
rencontrés : avec un tel dictionnaire,
on peut remplacer un mot par son
«adresse » [2]. Cette maniére de procé-
der estsurtout efficace pour les textes
car, pour les autres types de fichiers,
on rencontre moins de longs mots
répétitifs. De plus, ces algorithmes
améliorés demandent destemps d’exé-
cutionimportants. Pour un codage et
un décodage rapide, l'algorithme de
Huffman garde 'avantage.

La démarche décrite ici est une stra-
tégie classique d’optimisation. l'idée
sous-jacente consiste a dire que l'on
peut arriver a une solution optimale
en effectuant un choix optimal a cha-
que étape. Un tel choix est qualifié
de «glouton » car il évoque un goin-
fre se jetant toujours sur le plus gros
morceau sans réfléchir a la suite.
En procédant ainsi a chaque étape,
l’algorithme peut conduire aunesolu-
tion optimale - c’est le cas avec la
méthode de Huffman -, mais ce n’est
pas toujours le cas.

Cet algorithme est trés différent de
ceuxcouramment utilisésaujourd’hui-
pour la compression d’images ou de
sons : ceux-ci, jouant sur les faibles-
ses des sens humains, sont destruc-
tifs. C’est le cas des ondelettes, uti-
lisées pour le standard |peg2000 [3].
Cependant, on utilise l’algorithme de
Huffmanaprés une premiére compres-
sion avec perte pourréduire encore la
taille du fichier. m
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Bases de données

Lorsque l'on cherche une information dans une grande
base de données, on recourt a un index. Comment conce-
voir celui-ci pour trouver le plus rapidement possible ce

que l'on cherche ?

Le classement :

EVGENII LANDIS co-inventeur
en 1962 de l'arbre de recherche
équilibré. o courTesy aF LeNA LANDIS

un arbre a la hauteur

Vous entrez dans une bibliothéque
pour chercher un livre conseillé par
un ami. Il vous a donné le titre et le
nomde l'auteur. Vous vous renseignez.
On vous envoie a deux fichiers: 'un
est classé par theme, I'autre par nom
d’auteur. Vous choisissez le second et,
trés vite, vous trouvez votre auteur.
Acoté, vous lisez La référence du livre

Hervé Lehning,
professeur

de mathématiques
spéciales au lycée
Janson-de-Sailly.
herve.lehning@ prepas.org

Fig.1 L’AVL, arbre de recherche équilibré

I’ARBRE est composé de branches et de nceuds portant une éti-
quette. Les éléments classés sontici des nombres. Si l'on cherche
’élément 40, on le compare a la racine (45) : il est inférieur. Si cet
élément existe, il appartient par convention a la branche (le « fils »)
gauche. On le compare ensuite a la racine dufils gauche (30). Ilest
supérieur donc appartient cette fois a son fils droit. On constate
qu’il s’agit de la racine du fils droit. Le processus s’arréte. Si on
veut maintenant ajouter I'élément 41, on opére de méme.
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quevous cherchez, un numérode clas-
sement dans les rayonnages. Sans le
savoir peut-étre, vous avez consulté
une base de données. Au numéro dit
dans les rayonnages, vous trouvez
votre livre.

Recherche séquentielle

Les bases de données sont nos
meilleurs outils pour trouver rapi-
dement une information ou un objet
parmi un grand nombre d’éléments.
De facon générale, on peut voir une
base de données comme un tableau
dont les lignes représentent les don-
nées (les livres de notre bibliothéque)
et les colonnes les renseignements
les concernant {(numéro de classe-
ment dans la base, nom de 'auteur,
théme, etc.). Ce type de formalisme
fonctionne aussi bien pour un diction-
naire que pour un fichier de clients
d’une entreprise.

Lorsque la base est grande - disons
qu’elle comporte un million defiches, il
est difficile d’y trouver ce que I'on cher-
che si les fiches ne sont pas classées.
La seule maniére de conduire [a recher-
che estalorsde parcourir les fiches une
par une, de la premiére a la derniére.

12

Avecde la chance, lafichequel'oncher-
che estla premiére. Mais elle peut tout
aussibien étre la derniére.Enmoyenne,
ilfaut consulter la moitié desfiches pour
trouverlabonne. Unetellerechercheest
dite séquentielle. Le temps nécessaire
pour [a mener a bien est proportionnel
au nombre d’éléments dans la base.
Aussi, méme avec l'aide d’un ordina-
teur, n’est-elle praticable que pour de
petites bases de données.

Poursimplifier la consultation, on peut
utiliser des index avec un classement
suivant un critére tel que le nom de
I’auteur. Imaginons que l'on cherche
le titre d’un livre dans un million de
fiches classées. On prend d’abord la
fiche du milieu. Larecherche s’arréte
si c’est la bonne. Sinon, on poursuit.
Si la fiche choisie comporte un nom
«antérieur » a celui du titre que nous
cherchons, alors notre fiche se trouve
entre les fiches 500001 et 1000000 ;
sinonelle sesitue entre les numéros 1
et 499 999. On poursuit ensuite de la
méme maniére : a chaque étape, la
longueur de l'intervalle de recherche
est divisée par deux. Dans le pire des
cas, laconsultationestterminéeapres
20 tentatives, puisque 22°= 1048576.
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De facon générale, dans un index
ordonné de N fiches, la recherche se
fait dans un temps proportionnel au
logarithme* de base 2 de N.

Algorithme récursif

Cetype de classement est bienadapté
aux bases de données qui n’évoluent
pas ou peu. Mais que faire quand la
composition de labibliotheque évolue
et que 'on veut ajouter, modifier ou
supprimer une fiche ? Prenons le cas
d’unajout(lesautrescassont sembla-
bles). Aucune difficulté pour la base
elle-méme :on place lanouvellefiche
a la suite des autres. Pour les index,
c’est plus difficile. Sivous voulez insé-
rer une nouvelle fiche, il faut la pla-
cer au bon endroit. Il est facile de le
trouver, ilsuffit de le chercher comme
précédemment. Mais, pour insérer la
fiche, il faut décaler une par une cel-
les qui la suivent et corriger leur réfé-
rence (on change le numéro de ligne
dans notre tableau). En moyenne, le
temps pourfaire uneinsertion (ouune
suppression) est donc proportionnela
[a taille de la base. Trop long dés que
'on a beaucoup de données.
Poursimplifier lagestion d’'une base de
données, onfait appel, pour 'index, a
une structure de la forme d’un arbre.
Celle-ci est composée de noeuds, cha-
cun portantune étiquette sur laquelle
figure le critere de recherche. A cha-
que nceud, l'arbre se divise en deux.
L'étiquette du «fils» gauche est anté-
rieureacelledunceud et celle du «fils »
droit est postérieure. Onappelle ce type
d’arbre un arbre de recherche « équili-
bré » ou «arbre AVL» en hommageaux
deux mathématiciens russes qui l'ont
inventé en1962, Georgii Adelson-Velskii
et Evgenii Landis .

La « hauteur » d’un tel arbre, c’est-a-
dire le nombre de branches de bas en
haut, est de Uordre de log, N s'il com-
porte N éléments. En effet, s’ilyal
élémenta labase, 2au premier niveau,
puis4, 8, etc., alors, pour une hauteur
X,lenombretotald’élémentsestégal
a2*1-1, donc de l'ordre de 2*.
Comment procede-t-on pour trouver
un nom ? On part de la base de l'ar-

bre: si le nom que U'on cherche est
«antérieur » au nom étiqueté sur le
nceud, alors il se trouve sur la bran-
che de gauche; sinon il se trouve sur
[a branche de droite. La recherche se
poursuit ainsi en parcourant les aré-
tes de l'arbre [fig. 1]. Le temps néces-
saireen moyenne est proportionnel a
la hauteur de l'arbre, donc de l'ordre
de log, N. Pas mieux qu’avec une liste
triée; enrevanche, ilest beaucoup plus
facile d’ajouter un élément.

Lorsque l'arbre posséde déja un pre-
mier nceud (une «racine»), c’est-a-
dire s'il n’est pas vide, on ajoute l'élé-
ment a la branche de gauche s’il est
«antérieur » a ce nceud, a la branche
de droite sinon. Untel algorithme est
dit récursif: on peut le réappliquer
autant de fois que nécessaire.

Principe de récurrence

Comment montrerque cetalgorithme
fonctionne toujours ? Grace au prin-
cipe derécurrence. L'algorithme s’ap-
plique sans probléme pour les arbres
de hauteur nulle, puisqu’ils sontvides.
Imaginons maintenant que l'on a
réussia montrer qu’il fonctionne pour
tous les arbres jusqu’a ceux d’une
hauteur éqgale a H. On considére un
arbre de hauteur # + 1. De sa racine
partent deux arbres. L'algorithme
fonctionne sur ces deux arbres car
leur hauteur est inférieure ou égale
aH.Onreprendalors larecette énon-
céeauparavant :sil’élémentaajouter
est antérieur a la racine, il convient
de I'ajouter a son fils gauche, sinon

Fig.2 Rééquilibrage par rotation -

L’ARBRE se déséqui-
libre lorsque l'on
ajoute les deux élé-
ments 41 et 42. Pour
le rééquilibrer, il suf-
fitd’opérerunerota-
tion sur son élément
médian. On obtient
ainsi un élément de
chaque coté. o inFocra-
PHIES BRUNO BOURGEOQIS
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POUR EN SAVOIR PLUS

G. M. Adelson-Velskii
et E. M. Landis, Doklady
Akademii Nauk SSSR,
146, 263, 1962.

R. Bayer
et E. McCreight,
Acta informatica, 1,
173, 1972.

G. Gardarin,

Bases de données,

Eyrolles, 2003.

* Le logarithme de
base 2 de N est le nom-
bre Xtel que 2X=N.
On le note log, N.

w2

a son fils droit. Nous savons le faire
dans les deux cas, donc l'algorithme
fonctionne pour lesarbres de hauteur
H + 1. Le principe de récurrence per-
met ainsi d’affirmer que 'algorithme
remplit bien son office.

Le temps d’exécution est identique a
celui d’'une recherche: il est propor-
tionnelalahauteurde l'arbre,doncde
Uordre de log, N. Reste un probleme :
le nouvel arbre n’est plus forcément
équilibré il peut avoir plus de nceuds
d’un c6té que de l'autre. Il faut donc
veiller a le rééquilibrer. On le fait par
«rotations» des parties déséquili-
brées, c’est-a-dire en intervertissant
les éléments de sorte aavoir unfils de
part et d’autre d’un nceud [fig. 2].

Du point de vue théorique, les arbres
AVL sont la solution idéale pour struc-
turerles index des bases de données.
Mais, dans [a pratique, les bases sont
stockées sur des disques magnéti-
ques, et donc le temps d’exécution
estfortementinfluencé par l'accésala
mémoire. C'est pourquoiles langages
de gestionde basesde données comme
SQL (Structured Query Language) ou
Oracle utilisent plutét desarbreslége-
rement différents, appelésarbresB, du
nom de leur inventeur, Rudolf Bayer.
Ceux-ci, fondés sur les mémes princi-
pes, contiennent plusieurs étiquet-
tes sur chaque nceud, ce qui permet
de réduire leur hauteur. La recherche
reste active sur ce point carlesarbres
utilisés doivent toujours étre adaptés
auxspécificités desnouveauxsupports
de stockage.
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