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1 Suites Numériques

Cf cours MPSI  (a revoir en autonomie)

1. Suites convergentes :

e Définition avec les € :

— Convergence d’une suite vers [ € K (unicité de la limite)

— Divergence vers +oc.

e Méthodes d’étude de la convergence :

N ! 7
'@'Etude de la convergence d’une suite

e Méthode 1 : Avec le théoreme de majoration (lorsqu’on connait a priori la limite [)
On majore |u, — 1| =+ <--- < a,, et on montre que a;, — 0.
Cette méthode est également adaptée pour les suites vectorielles.

e Méthode 2 : Avec le théoreme des gendarmes (lorsqu’on ne connait pas la limite)

On encadre (un)nen par deux suites (an)nen €t (Bn)nen-
Cet encadrement doit étre suffisament précis pour que ces deux suites convergent vers la méme
limite.

Cette méthode ne s’applique qu’aux suites réelles.

e Méthode 3 : Avec les suites extraites (uz,)nen €t (U2n+1)neN-

(’LLQn) — 1

(u )1 alors (up)nen tend vers [.
2n+1

Lorsque {

L ETCICE ]| —

1

(%) Appliquer les méthodes précédentes, pour étudier la convergence de (uy,)nen définie par u,, = S/l

Méthode 1 :

Méthode 2 :

Méthode 3 :
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N\ 0 7
'@'Etude de la convergence d’une suite (suite...)

e Méthode 4 : Avec le théoréme de la limite monotone  (si on ne demande pas la limite)

e Méthode 5 : En étudiant la convergence Z(unﬂ —uy,) (cf cours sur les séries vectorielles).

Erercice : 2 e

2n

(%) Montrer avec les méthodes 4 et 5 que la suite (uy,)nen< de terme général u,, = Z — converge.
k=n-+1
Méthode 4 :
Méthode 5 :

N 0 7
'@'Etude de la convergence d’une suite (suite et fin!)

e Méthode 6 : Cas ot u, = f(n) On calcule directement la limite (avec des équivalents).

1
Exemple : Déterminer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par w,, = nsin(l — cos —).
—_— n

e Méthodes d’étude de la non-convergence :

THEOREME : Caractérisation séquentielle de la limite

Pour I € K et (un)neny € (K)Y, on a :

up, -1 <= Ve :N— N strictement croissante, u,,) — [

N ! 7
'@'Preuve de la non-convergence d’une suite

Pour montrer que (u,),en diverge, on peut :
e Méthode 1 : montrer qu’il existe une suite extraite u,(,) qui diverge.
e Méthode 2 : montrer que g () et uy(,) tendent vers des limites distinctes.

e Méthode 3 : procéder par ’absurde

Exemple : Justifier la divergence de la suite (uy,)nen définie par u, = (—1)".

Exemple : Justifier la divergence de la suite (uy,)nen vérifiant la relation de récurrence wu, 1 = e¥n.
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e Propriétés usuelles :

Abbréviation : Dans ce qui suit, ”APCR” signifie ”a partir d’un certain rang”.

( . .
PROPOSITION : Passage a la limite

e u, =v, APCR = =1
on a: o u, <v, APCR = [I<!
o u, <v, APCR = [I<!

Uy, —> |

Lorsque { w1

\& Apres passage a la limite, la variable n n’intervient plus dans les relations obtenues.

/N Un passage a la limite n’est possible que lorsque les deux membres d’une relation convergent.
A ne pas confondre avec un calcul de limite ou le théoréme des gendarmes.

Exemple : Déterminer la limite de la suite convergente (uy )nen vérifiant Vn € N la relation uy,41 = sin(uy,).

p
PROPOSITION : Encadrements d’une suite

e Une suite convergente est bornée.
e Si (Up)peny — laveca<l<balors: a<wu,<b APCR.
e Si (Up)pey — ! >0alors: wu, >0 APCR.

§

Exemple : Soit (uy,)nen une suite & termes positifs.
Montrer que si Y u,, converge alors Y u2 converge aussi.

Exercice : 3
(©) Montrer que : ’M

Un

S1€0,1] = up—0. BEtsil>1?

Frercice : / e
(O) Montrer que :  u, -»1€[0, 1] = u,—0. Etsil>17?

2. Limites monotones : (A utiliser lorsqu’on ne demande pas de trouver la limite de la suite)
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THEOREME : Limites monotones

e Toute suite croissante ” APCR” admet pour limite [ € R ou [ = +oc.

e Toute suite décroissante ” APCR” admet pour limite [ € R ou [ = —o0.

Remarque : Ainsi, pour une suite croissante ”APCR” :
e Si la suite est majorée, elle converge

e Sinon, elle tend vers +oco

N ! 7/
'@'Methode pour prouver la convergence d’une suite

On peut montrer que :
e La suite est monotone

e Qu’elle ne tend pas vers l'infini  (souvent en montrant qu’elle est majorée / minorée)

Cette méthode est trés souvent utilisée pour prouver la convergence d’une suite récurrente.

Exemples : 2 exemples ont été vus précédemment.

N ! 7
'@'Méthode pour montrer qu’une suite croissante tend vers +oo
On procede souvent par I’absurde :
e On suppose que (U, )nen 7 +00

e Dans ce cas, (un)neny — | € K... et on continue les déductions jusqu’a obtenir une contradiction.

e LETCICE | D —
* ontrer que la suite (un)nen veériiant ug = 1 et u,4+1 = u, + u;, pour tout n € N, tend vers +oo.
Mont la suit Srifiant 1 et Uy 2 tout N, tend

3. Les suites implicites :

1l s’agit des suites (2, )nen ol le terme général x,, est la solution d’une équation de la forme f, (x) = 0.
La difficulté provient du fait qu’on ne sait pas calculer x,,.

(B)Rappel : théoreme de la bijection

‘ Lorsque f est {

strictement monotone

continte sur I alors f est une bijection de I dans f([).
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N ! 7
'@'Méthode d’étude d’une suite implicite (zn)nen
e Définition : On montre que f,,(z) = 0 admet une unique sol® sur I avec le théoreme de la bijection

e Sens de variation :

fn($n+1)

e Convergence : On montre en général la convergence grace au théoreme de la limite monotone.

2 g T
fn étant strict! monotone sur I, on peut comparer { "

en comparant
Tn41

e Valeur de la limite :

— On peut envisager de passer & la limite dans la relation f,(z,) =0

— On peut également conjecturer la limite et procéder par encadremenent.
On peut par exemple montrer que 0 < z,, < % en comparant f,,(0), fn(z,) et fn(%)

Exercice : 0
Etudier la convergence de la suite (z,)nen+ OU @, est 'unique solution sur |1, 4+o0o[ de 2™ =1+ z.

1. Définition :

2. Croissance :

3. Convergence vers 1 :

Par passage a la limite :

En montrant que 1 <z, <1+ % APCR :

Frercice : T v
ntrainez-vous en étudiant la convergence des suites implicites suivantes :

(x) E
1. (n)nens Ol @, est Punique solution de 2® + nx = 1.
2. (Zn)nen OU Ty, est 'unique solution positive de e* =n — x.
3. (®n)nen- ol x,, est I'unique point de [0, 7] tel que x cos™(z) soit maximal.
1 (2)

Tp)neN OU T, est I'unique solution de tan(z) = z sur |nm — Z, nw + J|
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%Calcul PYTHON du terme z, d’une suite implicite (Dichotomie)

Pour la suite (2, )nen 0ol 2, est la solution sur [a, b] de f,(x) = 0.

Par dichotomie : avec une erreur de e lorsque f, est strictement croissante

Python

A=a # Initialisation de la suite A(n)
B=">» # Initialisation de la suite B(n)
while B-A > e :

c = (atb)/2

if fn(c) > 0 : B =C

else : A=C
print ((A+B)/2)

%Calcul PYTHON du terme z, d’une suite implicite = (Newton)

Pour la suite (x5, )nen ol 2, est la solution sur [a, b] de f,(x) = 0.

Avec Palgorithme de Newton : pour f croissante et convexe sur [a, b

Python

def fprime(f,a)
return (£f(a+0.001) - £(a))/0.001

u=>b
v =u + f(u)/fprime(f,u)
while abs(v - u) > e

# Fonction évaluant la dérivée de f en a

# Initialisation de la suite u(n)
# Calcul du terme u(n+1)
# critére d’arrét arbitraire

u=v
v =v + f(v)/fprime(f,v)
print (v)

4. Comparaison asymptotique :

DEFINITION : Relations de comparaison

e u, = O(vy,) lorsque ==

n

est bornée
e u, = o(vy,) lorsque 7;—“ -0

e u, ~ v, lorsque :j—" —1

Y ! 7/
'@'Applications : Les équivalents permettent de déterminer

e Pour les suites (up)nen :

— La limite : u,, ~ ay — [
— La vitesse de convergence ou de divergence : u, — ~ a, — [

— Le signe du terme général APCR : u, ~ a, >0

o Pour les séries Y u, : La convergence d'une série numérique

/N Les équivalents ne permettent d’étudier que des propriétés de (u,) au voisinage de +oo.
IIs ne permettent donc pas d’étudier un sens de variation.
Essayez avec la suite (uy,) : u, =n+ (—=1)"
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'Hierarchie : du plus négligeable vers le plus prépondérant

Le symbole ”<” utilisé ci-dessous signifie : < est négligeable devant .

En prenant a €] — 1, 1[,b>1et o > 1:

1 1 1
K"K <K =< —<Ll<hngyVn<n<gn® <b <«n!
n! n® " n o 4/n  lon

En particulier, on retiendra que a™ < n% lorsque |a| < 1 (tres utile pour les séries!)

[ProposITION : Formule de Stirling

n
n! ~V2mn (ﬁ)
e

Preuve : Hors-programme!

Un peu plus loin, on démontrera qu’il existe un K > 0 tel que n! ~ K+/n (’;’)n

N

‘@'Méthode : Recherche d’un équivalent (cas général)

Lorsque u,, — 0, il faut connaitre parfaitement les équivalents suivants :
o In(1+u,) ~ uy

o (1+up)*—1~au,

o sin(uy) ~ up,

o tanu, ~ un, o cUn — 1 ~ uy

e shu, ~ u,

u2
o cos(up) — 1~ —=
e thu, ~u,

o ch(uy) — 1~

Remarques :

e On peut multiplier, diviser et élever des équivalents & une puissance « indépendante de n.
e Ne JAMAIS écrire u,, ~ 0.

Exemple : u,, = (2n? — 1) sin(1)

n

'\@,'Méthode de recherche d’un équivalent d’une somme u,, + vy,

e Lorsque v, = o(uy), on a uy, + v, ~ Uy,
e Sinon :

— on peut additionner les équivalents si ceux-ci ne s’annulent pas.

— s’ils s’annulent, on augmente la précision du calcul en utilisant les développements limités.

Exemple : u, = % — tan(%)
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0 7

Méthode de recherche de 1’équivalent d’un logarithme In(u,)

e Lorsque uy, ~a, > 1 # 1, alors In(u,) ~ In(a,)

e Lorsque u,, ~ a,, — 1, alors In(u,) =In(l + (u, — 1)) ~u, — 1

Exemple :  u, =In(2n?+1) eto, = ln(cos(%)))

fDanger : Ne pas prendre 'image d’un équivalent par une fonction f!

N upy ~ o # f(un) ~ f(an) (Sauf lorsque f(z) = z* avec « constante)

On ne prendra donc jamais ’exponentielle d'un équivalent : u,, ~ a;, 7 e¥n ~ e%n.

Exemple :  u, = (n3 + 1)n

5. Développement asymptotique (DA) :  Lorsqu’un équivalent ne suffit pas!

DEFINITION : Développement asymptotique de u, & p termes significatifs.
up =a1(n) + -+ +ap(n) +olap(n)) avec ap(n) < - - < ai(n)

Il y a unicité de cette décomposition.

N ! 7/
‘@'Méthode générale pour déterminer un développement asymptotique

On utilise les DL des fonctions usuelles en 0.
Pour cela, on fait apparaitre (par des mises en facteurs) des termes qui tendent vers 0.

1
Exemple : Déterminer un développement asymptotique en o(—;) de (1 + —)".
—_— n n

N,
‘@'Méthode de recherche d’un DA pour les suites implicites
On recherche I'un apres 'autre les différents termes du DA, en utilisant :
e Le développement asymptotique précédemment trouvé

e La relation f,,(z,) = 0 qui a permis de définir la suite
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Exercice : §
(%) Trouver un DA & deux termes de (z,) ol z,, est la solution de 2™ = 1 + z plus grande que 1.

On commencera par montrer que x, < 1+ % ou que (x,,) est décroissante APCR.

Preuve :  En procédant pas a pas et en étudiant asymptotiquement les 2 membres de 1’égalité, on finit

par obtenir :
In2 In2 1
= = g o)

Erercice ! O e
Déterminer un développement asymptotique a deux ou trois termes de :

1. (x,) ol x, est I'unique solution de 23 + nx = 1.
2. (z,,) ol z,, est 'unique solution positive de e* = n — z.

3. (xn) ol x, est 'unique solution de tan(z) = x sur Jnm — 3, nm + Z[.

6. Suites récurrentes : sur des exemples

L’étude des suites récurrentes repose principalement sur 5 idées principales :

N ! 7/ .
'@'E)ﬂstence
On vérifie que u,, existe pour tout n

Par récurrence avec par exemple P, : "u, existe et u, > 0"

Exemple : (u,) définie par ug = 1 et upy1 = Uy + —

Un

'\@,'Limites potentielles
En passant proprement & la limite dans w,11 = f(uy)

Supposons que (u,) converge vers | € R, alors par passage a la limite...
Exemple : (u,) définie par ug = 1 et w41 = sin(uy,).

N ! 7 .
'@'Dessm

Pour conjecturer le sens de variation, la localisation et la limite de la suite

/N On constate que le sens de variation de (uy,) n’est pas celui de f.

10
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ot

/J&Yo\“

N ! 7
'@'Localisation

En cherchant un intervalle I stable par f avec un w,, € I

On a alors u,, € I pour tout n > ng.

-

(f(D) C D).

Y ! 7
'@'Convergence

Avec le théoreme de la limite monotone ou 'Inégalité des Accroissements Finis.

La suite (uy,) est monotone lorsque f est croissante.

ug >0

Exemple : Avec le théoreme de la limite monotone { tnst = In(1 +un)

e Existence : "u,, existe et 0 < u,,”
e Limite potentielle : [ =0

e Dessin

e Intervalle stable : T = R™*
e Sens de variation

e Conclusion.

Voir lexercice 43 de la banque CCINP.

Exemple : Avec I'inégalité des accroissements finis
e Dessin

e Existence : "u,, existe et 0 < u,, <27

e Limites potentielles : [ = ...

11

UO:()
un+1:\/4*un ’

o TAF : |f(uy) — f())| < klun, — 1| avec k < 1.

e Conclusion.
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Exercice : 10
() Etudier la suite (u,) définie par ug € R et pour tout n € N :  wpiq = sin(uy).

%Calcul PYTHON du terme uy d’une suite récurrente

Pour la suite (uy,) to=a , le code suivant permet d’obtenir le terme uy :
Unt1 = f(un)
Python
u=a # Initialisalisation de la suite
for k in range(1,N+1) : u = f(uw) # Calcul du terme u(N)
print (u)
7. Théoreme de Césaro :
THEOREME : Théoréme de Césaro
= . . U+ Fu .
Lorsque (uy,) tend vers [ € R, la suite de terme général v,, = ST T " tend aussi vers L.

n

| Preuve :  Avec les € ou en utilisant un théoréme sur I’étude asymptotique des sommes partielles.

Exemple : Déterminer (sans utiliser Stirling) un équivalent de §, = > 7_, uy lorsque u,, — I # 0.

Exemple : Déterminer (sans utiliser Stirling) la limite de u,, = ¥/n!

Exemple : Déterminer un équivalent de u,, lorsque %,4+; —u, =1 € R.

Exercice : 1]
(V) Equivalent de w,, lorsque {

uo >0 en remarquant que u, — 0 et que LHE
Un+1 = ln(l + un) d d " 4 Un+1 Un 2

12
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%Calcul PYTHON d’une somme de Césaro

e Pour la suite (u,) { Z::l i Flun) le code suivant permet d’obtenir Sy = Uy + N +un
Python
u=a
S =a
for k in range(1,N+1) : # Calcul du numérateur
u = f(u)
S=8+u
print (S/N)
e Pour la suite (uy,) : up, = f(n), le code suivant permet d’obtenir Sy = 20 N - O
Python
S=0
for k in range(1,N+1) : S =S + f(k) # Calcul du numérateur
print (S/N)

8. Suites linéaires récurrences d’ordre 2 :

des suites arithmétiques : up41 = up + 17
Revoir ’étude : des suites géométriques : up41 = qun,
des suites arithmético-géométriques : upy1 = qu, + 1

LEMME : Soit a, b € K avec b # 0.

L’ensemble A = {(uy,) | Vn € N, upi2 = atpi1 + buy} est un K-ev de dimension 2.

Preuve : A connaitre!!
On montre que I'application suivante est un isomorphisme (AL).

p K? — A
Ug =«
(, B) = (up):q wa=p

Vn € N> Unp42 = AUn+1 + bun

ug
Soit (u,,) € CN définie par ¢ w4 avec (a, b) € C x C*.
Untz = QUn+1 + bup

lDEFINITION : On appelle équation caractéristique de (u,) 'équation : (C): r? = ar +b.

13
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THEOREME : Cas complexe : (u,) € CY
e Si A # 0 : on note r; et ro les deux racines complexes distinctes de (C).
Il existe alors deux constantes complexes A et B telles que :  u, = Ar? + Bry VneN
e Si A =0 : on note r la racine comlexes de (C).
Il existe alors deux constantes complexes A et B telles que :  u, = (An+ B)r" VneN
- J
(THEOREME : Cas réel : (u,) € RN R
Ici (a, b) € R x R*.
e Si A > 0: on note r; et ry les deux racines réelles distinctes de (C).
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que : u, = A} + Bry VneN
e Si A =0 : on note r la racine réelles de (C).
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que :  w, = (An+ B)r" VneN
e Si A <0 : soit z = pe? une des deux racines complexes de (C).
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que :  u, = p"(Acosnf + Bsinnf) Vn €N
& J
Preuve : Le cas A < 0 se traite en recherchant les solutions réelles de la forme u,, = A(pei®)™+ B(pe?)™.

Voir lexercice 55 de la banque CCINP.

14
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2 Séries Numériques

Cf cours MPSI (4 voir en autonomie)

1. Définition :

(DEFINITION : Série numérique h
Soit (uy)n>0 € KN,

S,
La < série de terme général u, >, notée ou , est une autre fagcon d’appeler la suite :

>t

n>0

n
(Sn) @ Sp = Zuk (suite des sommes partielles de (uy,) )
\ k=0 J
, 1

Exemples : Z n, Z q" et Z o

n>0 n>0 n>1

Remarque : On peut utiliser la notation E Uy méme si la série diverge.

n>0
2. Convergence d’une série numérique :
"convergeant”  (lorsque (S,) converge)
Nature : La nature d’une série est son caractere ou
”divergeant” (lorsque (Sy,) diverge)
Lorsque la série converge :
+oo
e La somme de E Up, est la limite finie de S,,. | On la note S = E Up
n>0 n=0
+oo
e Le reste partiel de E u, | est R, =5 —5,. On montre que R, = E U,
n>0 k=n+1

'\?,'Etude de la nature d’une Série (Méthode 1)

D’apres la définition, la premiere méthode permettant d’étudier la nature de Y u,, consiste & étudier

la suite (S, )nen des sommes partielles.

Cette méthode sera assez rarement utilisée par la suite...
Exemples : Etudes en s’intéressant & S,, (Méthode rarement utilisée!)

1.
° E — diverge vers +00
n
n>1

15
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D/ Minoration de \S,, par une intégrale

° g (=" converge vers — In 2
n
n>1

1 Yk
D1/ Calcul de S, a laide d’une intégrale : e / th=1 dt
0

D2/ Expression de S,, avec la formule de Taylor appliquée a In sur [1, 2].

e Etude du reste partiel de Z q" lorsque |g| < 1.
n>0

Y ! 7/
'@'Méthodes pour encadrer R,

Il est tres rare que l'on puisse calculer R,, car pour cela, il faudrait connaitre S.
On peut en revanche déterminer un encadrement de R, :

e soit en encadrant le terme général u,, de fagon grossieére (rapide mais parfois insuffisant)

e so0it en encadrant le terme général u,, de fagon précise, par exemple par des intégrales
e soit par |up+1| quand le Critere Spécial des Séries Alternées s’applique

-~
PROPOSITION : Calcul d’une somme par regroupement des termes

En attendant de revoir le théoreme de sommation par paquets, nous pouvons énoncer le théoréme suivant.
Lorsque que les séries ci-dessous convergent, nous avons 1’égalité :

—+oo —+oo —+oo
§ Up = § Ugn + § U2n+1
n=0 n=0 n=0

\On peut bien entendu généraliser ce résultat.

J
Preuve :  On décompose la somme partielle Son 1, puis on s’intéresse aux limites
= 1 3E% 1
Exemple : Prouver que T;) @y iE = 1 Z —

n=0

16
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fCe résultat est faux si I’hypothése de CVG n’est pas vérifiée.

= on = 2n n:O2n+1
(THEOREME : Q Séries télescopiques
n
e Simplification : S, = Z (U1 — Uk) = Upt1 — Ung
k=n0
e Nature: > (up+1—un) et (un) sont de méme nature.

.

Exemples :

‘Zﬁ oZln(l—i—%)

n>1 n>1

N ! 7
'@'Méthode pour étudier la convergence d’une suite (uy)

On peut étudier la convergence de Y (up11 — Up).

Cela est facile lorsqu’il est possible de trouver un équivalent simple de (uyn+1 — ).

n
Application : Utile pour étudier la CVG d’une suite récurrente ou de la forme u,, = (Z vn> — Wy,
k=0

Fxercice : 12
Q@ La constante d’Euler

n
Montrer que la suite (u,) de terme général u,, = E — — Inn converge.
k=1

Sa limite est noté v (la constante d’Euler) et on obtient le développement asymptotique H,, = Inn+~vy+o(1).

Frercice : 15

() En utilisant la méthode précédente, montrer qu’il existe C' € R tel que

N,
‘@'Méthode pour prouver que S, = a, + C + o(1)
Pour une série divergente Y u,, de somme partielle .S, :

e On commence par rechercher un équivalent de S,, : S, ~ a,

On pose v, = S,, — a;, et on souhaite alors prouver que (v,) converge.

e Pour cela, on montre la CVG de > (v,4+1 — vp) en recherchant un équivalent de vy, 41 — vy,

17
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Erercice : 1/ e

(V) Vers la formule de Stirling

n
Montrer qu’il existe une constante K > 0 telle que : n! ~ K+v/n (—)
e

n

Preuve :

On peut démontrer avec les intégrales de Wallis que cette constante K vaut /2.

e [2ETCICE © 15—

() Soit (uy) vérifiant u, =

2n
2n+1

On pensera a utiliser la fonction logarithme.

Un,_1 avec ug > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que u,, ~

A
T

Preuve :

On pose v, = \/ﬁun et on montre que ln(vn) converge en passant par une série télescopique.

Frercice : 10

(YY) Oral CCINP-MP 2019

Soit (a,) définie par ap = 1 et pour tout n € N, a, 41 =1 —e .
1.

Etudier la convergence de (ay,).

2. Nature de Y (—=1)"a, ?
3. Nature de Y- a2 ?

4.
)

Etudier la suite (u,) définie par u, = - -

. En déduire la convergence de 3 a,,.

Remarques : Sur 'importance des premiers termes d’une série

e La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes de la série.
On ne modifie donc pas la nature de Y u, en modifiant un nombre fini de valeurs de u,.

e La somme d’une série dépend en revanche des premiers termes de la série.

3. Limite du terme général d’une série numérique :

THEOREME : Condition Nécessaire de convergence d’une série

e Sila série > u, converge, alors on a nécessairement u, — 0.

e Siu, A 0, on dit que la série divergence grossiérement.

(mais non suffisante!)

Preuve : 1l suffit de remarquer que u,, =S, — Sp_1.

18
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N La convergence de (u,) vers 0 ne garantit pas la convergence de la série!
Exemples :

e > cosn diverge grossierement (cosn # 0). D/ cos(2n) = 2cos?n — 1.

o > % diverge et pourtant % — 0.

Frercice : 17 e

1
() Etudier la convergence de Z — ou dy, est le nombre de diviseurs positifs de n.
n>1 "

4. Opérations sur les sommes de séries CONVERGENTES :

Principe de démonstration :

Les propriétés suivantes sur les sommes se prouvent par passage a la limite a partir des relations sur les
sommes partielles.

THEOREME : Linéarité de la somme

+o0 —+oo —+oo
Lorsque 2 des séries suivantes convergent, on a : E (v, + Boy) = a. E Up + O. E Un -
n=0 n=0 n=0

| Preuve : Facile en passant par les sommes partielles.

X101 X1 &
C/expl : - = LA
Clewl: > (=) # 2..-27
n=1 n=1 n=1
+o0
Remarque : (uy,) — Z up, est une forme linéaire sur 'espace {(u,) € KN | 3 u, converge}.
n=0

Exemples :

e si > (un+vy,) et > v, convergent, alors > wu, converge.

e si > u, converge et Y v, diverge, alors Y u,, + v, diverge.

/\ Bien vérifier la convergence de 2 des 3 séries > Un, D et Y (up + vy) avant d’écrire :

—+o0 —+o0 +oo
§ (Un + Un) = § Uy + § Un
n=0 n=0 n=0

19
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e TRV, A N
PROPOSITION : Positivité et Croissance
Lorsque Y u, et Y v, sont deux séries convergentes :
+oo
eVneN, u, >0 = Zunzo
n=0
+oo —+oo
e VneN, u, <v, = ZunSZvn
q n=0 n=0 )
| Preuve : Par passages a la limite dans les relations obtenues pour les sommes partielles.
/\ Les théoremes analogues sur les intégrales nécessitent en plus la croissance des bornes.
—+oo
THEOREME : Si Z u, = 0 avec tous les u,, > 0, alors les u,, sont tous nuls.
n=0
Preuve :  (S,) est croissante, positive et tend vers 0, donc S,, = 0.
Or u, = Sy4+1 — S, donc u,, = 0.
/\ Le théoreme analogue sur les intégrales nécessite en plus la continuité de la fonction.
e . N ™
PROPOSITION : Séries complexes : (u,) € C
e Caractérisation de la convergence :
Zu converge < 2, Re(un) convergent
" > Im(un)
+00 +00
e Lorsque Zun est une série complexe convergente alors Zm converge : Z Uy = Z Uy,
g n=0 n=0 )

Preuve : Car en dimension finie, une série converge ssi ses séries coordonnées convergent.

Exemple : Comme Y e diverge alors au moins une des deux séries Y cos(n) et Y sin(n) diverge.

3 Convergence d’une série par comparaison a une série positive (SATP)

Idée : On étudie la nature d’une série numérique > u, en étudiant UNIQUEMENT le terme général u,,.

Q C’est la méthode qui sera en général utilisée pour étudier la nature d’une série.

Cf cours MPSI

1. Cas des séries & termes réels positifs :  (SATP)

Définition : Une série Z Uy, est a termes positifs lorsque u, > 0 APCR.

Lemmes :
e Une série a termes positifs converge ssi ses sommes partielles sont majorées.

e Une série a termes positifs divergente diverge vers +oo.

20
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2. Comparaison de séries & termes positifs :

( Z hY ’ . .
THEOREME : Théoréeme de comparaison

Lorsque 0 < u,, < v, APCR :

° Zvn converge = Zun converge ° Z Uy, diverge = Zvn diverge

(&

/\ Bien vérifier la positivité des termes généraur APCR.

Exemples :

1

1 1
° Z — converge car 0 < — < et nous savons que Z ﬁ converge.
n n(n —

Inn 1
< pour n assez grand et nous savons que Z — diverge.
n+1 n

S|

1
° Z nn—jLnl diverge car 0 <

N ! 7/
'@'Méthode pour comparer 2 suites (u,) et (v,) APCR

On recherche un équivalent de u,, — v, ou de =

) Siz—:—>l<1alorsun§vnAPCR
e Siu, —v, ~a, >0 alors u, > v, APCR

THEOREME : Utilisation des équivalents

positif
Lorsque u, ~ v, avec v, ou APCR, les séries E Uy €t E v, sont de méme nature.

négatif

/N Erreur fréquente : Bien vérifier le signe constant de l’équivalent v,,.

Exemples :

1 1 1 1
'Y converge car oz ~ 573 >0 et > -5 converge.

n2+n
1 ; 1 1 1 g
. Zn+\/ﬁ diverge car eyl > 0et ) - diverge.

N ! 7
'@'Méthode pour étudier la nature d’une série

On commence 1’étude d’une série par la recherche d’un équivalent.

Parce qu’un équivalent permet :

e de connaitre la limite de (u,) et donc de vérifier si la série ne diverge pas grossiérement
e de vérifier si la série est a terme général de signe constant (& partir d’un certain rang)

e de se ramener a une série dont I’étude est plus simple (si on a une SATP apcr)
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Voir lexercice 7 de la banque CCINP.

3. Convergence absolue : CVA

Méme si ce n’est pas la méthode la plus usuelle, lorsqu’une série n’est pas une SATP, on peut envisager de
prouver son Absolue Convergence.

DEFINITION : On dit que Zun Converge Absolument (CVA) lorsque Z |un,| converge.

> u, converge

Vocabulaire : Lorsque . , on dit qu’il y a semi-convergence.
> |up| diverge

_1)n
Exemple de série semi-convergente : Z u
n

e D1/ La CVG a été vue dans un exercice précédent et la divergence de >_ & est connue.

e D2/ La CVG se prouve également & l’aide du CSSA (rappelé plus loin).

(THEOREME : CVA = CVG )

Une série absolument convergente est également convergente.

Dans ce cas nous avons :
+0o0 +oo
|2 unl €3
n=0 n=0

Preuve :
e Dans le cas réel :

On remarque que 0 < uy, + |u,| < 2|u,| et on applique le théoreme de comparaison des SATP.

e Dans le cas complexe : on se ramene au cas réel en considérant les parties réelles et imaginaires.

Remarque : Cette implication est également vraie pour toute série vectorielle en dimension FINIE.

o ETCICE [ 18—
(*) Prouver la convergence des deux séries suivantes :

sinn In(1 4+ &L
.an ozin(—i—")

Voir l’exercice 7 de la banque CCINP.

(TuROREME : CVG vec les O et les o )
Soit Y uy avec u, = O(v,) ol (vy,) est une SATP.

Alors : Sv, CVG = > u, CVA.

A fortiori, on a le méme résultat lorsque w,, = o(vy,).
(.

Preuve : Facile par comparaison des SATP.

4. Produit de Cauchy

22
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(. , . N\
DEFINITION : Produit de cauchy :

On appelle ”Produit de Cauchy” des séries g up et g Vg, la série g Wy, OU :
p=>0 q=>0 n>0

n
Wn = E UkUn—k
k=0

4 3\
THEOREME FONDAMENTAL : Produit de Cauchy de 2 séries absolument convergentes

Si { %Z” sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy converge ABSOLUMENT et :
q

+oo “+o0 “+oo n
(Z“p)(Z%) = Wwp,  OU Wy = Zukvnfk
p=0 q=0 n=0 k=0
.

Preuve :  Dans le cas de 2 SATP, on procede par encadrement par 2 sommes rectangulaires.
Sinon, c’est un corollaire de la sommation par paquets des familles sommables.

Erercice : 19 e

n—1
1
(*) Montrer que la série Z Z Taln e converge pour o > 1.
n>2 k=1 (n—k)
Erercice : 20 e
1 =
(%) Soit |a| < 1. Montrons que a2 = Z(n + 1)a™.
n=0
Erercice : 2] e
% n
(*) Soit f est définie par f(z) = Z — pour tout z € C. Montrer que :  Vz, y € C, fle+y) = f@)f(y).
n!
n=0

5. Etude par comparaison a des intégrales :

Cas de Z f(n) ol f est une fonction { décroissante

continue par morceaux sur [ng — 1,+oo[

23
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(TukoOREME : Encadrement d’une somme partielle )

Soit f continue par morceaux et décroissante a partir de ng — 1.

k41 k
Pour tout k > ng, nous avouns : / ft)dt < f(k) < ft) de
k k—1

Soit n > ng.
En sommant 'inégalité précédente pour k allant de ng a n, on obtient :

n+1 n n
[ rme < Yaw o< [ o

L 0 k=no 0—1

N
‘@'Méthode de comparaison Série-Intégrale

La formule donnant encadrement de la somme partielle n’est plus officiellement au programme.
Vous devez donc étre capable de refaire le raisonnement qui permet de I'obtenir !

Sinon, il existe un moyen mnémotechnique pour vous rappeler de 'encadrement :

e Repérer les correspondances des bornes

e Se rappeler qu’il y a un décalage de 1 pour trouver les autres bornes.

Remarque : L’encadrement est bien entendu inversé si la fonction est croissante.

COROLLAIRE : Lorsque f est continue par morceaux et monotone

n
la série Z f(n) et la suite (/ f(t) dt),, sont de méme nature
a

1 |
Exemple : E s— et ( / 5 dt> sont de méme nature.
- nln“n Jo tin"t n

@ Plus tard...

e i s . continue par morceaux
Dans le cours sur l'intégration, nous montrerons que lorsque f est

monotone

+oo
Z f(n) et / f(t) dt sont de méme nature

'Applications de I’encadrement par des intégrales
Lorsque le calcul de l'intégrale est possible, cette méthode d’encadrement permet a la fois :
e de prouver la convergence ou la divergence d’une série
e de déterminer un équivalent de la somme partielle d'une série divergente

e de déterminer un équivalent du reste partielle d’une série convergente.

24
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N ! 7
'@'Méthode pour déterminer un équivalent de R,

Lorsque E f(n) converge avec f une fonction positive décroissante sur [a, +o0o].

N+1

[
N N
fods Y fi< [ s

e Pour n assez grand et N > n, on encadre : /
n+1 k=n-+1

e On calcule les deux intégrales et on fait N — +oo.
On obtient alors :

Oy ~ Yn
Bn ~ Tn

e On montre que { et on en déduit que R, ~ v,

Exemples : Applications diverses de I’encadrement par des intégrales

e Convergence d’une série de Bertrand :

1
Montrer que la série Z (17 converge si et seulement si o > 1.
n(Iln

e Etude d’'une somme partielle :

Déterminer un équivalent des sommes partielles des séries suivantes

Inn 1 1
0 2 27

e Etude d’un reste partiel :

1

Déterminer un équivalent du reste de la série convergente (vue précédemment!) E 2
n.ln“n

4 Séries de référence

Cf cours MPSI

§ 1. Les séries de Riemann :

25
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M3

7

vf
lt)

f

U

THEOREME : Séries de Riemann

1
Z — converge <= a>1
nOé

Preuve : Par comparaison avec des intégrales.

Exemples : Etudier la convergence des séries suivantes

. Z& . Z(tan% _ %) . Zne*n

n2—n+1

n+1 Inn 1
° - ° _
Zn2+1 .ZnQJrl Inn
2. Les séries géométriques :
e . " P h
THEOREME : Séries géométriques
Z q" converge <— |q|<1
n>0
+00 1
Dans ce cas, la somme vaut : Z q" = 1 et le reste partiel vaut R, = ... (a savoir calculer!)
—q
n=0

(&

Calcul du reste partiel

N,
'@'Méthode pour déterminer la somme d’une série
e on se ramene souvent a une série géométrique (quitte & passer par les complexe)

e on cherche & faire apparaitre un développement en série entiére connu.  (Chap. ultérieur)

Exemples : Calculer la somme des séries suivantes

* Zei ’ o Z(—l)"wZ’”’ (lorsque |z| < 1)

n>0 >0
n=z

.y CO;(LH)’ o > (=1)"z"  (lorsque |2| < 1)
"0 n>0
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'Les sommes de séries 4 connaitre

Vous devez connaitre par coeur certaines sommes de séries :

+oo 1
o ® = tout - 1,1
E x =% pour tout = €] — 1,1]
n=1
1t

T
° g — ="
n!

n=0
—+o0

D Z(—l)"“% =In(l +z) pour tout z €] —1,1].

n=1

pour tout = € R. (généralisable & C et a M, (K))

D’autres formules seront vues plus tard dans le chapitre sur les Séries Entieres.

Autres méthodes pour justifier la convergence d’une série

1. Regle de d’Alembert

Cette regle permet de prouver la CVA ou la non-CVA d’une série.

- N a
THEOREME : Regle de d’Alembert
(o2 28 %3 Un+1
Lorsque le terme général u,, de la série vérifie | | = 1:
n
sil<1 alors ) |up| converge
etsi [=1 alors on ne peut rien dire.

sil>1 alors Y wu, diverge grossierement
- J
Preuve :  On traduit le fait qu’a partir d’un certain rang, |”Z“ | est suffisamment proche de .

Cette technique (assez grossiére car on trouve trés souvent | = 1) est en particulier utile lorsque u,, se présente sous la

Un+1
Un

forme d’un produit, car dans ce cas, le rapport se simplifie bien. On Uutilisera trés souvent plus tard dans l'étude

du rayon de convergence d’une série entiére.

Erercice : 20 e

1

)

() Etudier la convergence de Z

27
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Voir également l’exercice 6 de la banque CCINP.

Exercice : 23
() Critere de Cauchy (Sur le méme princie que le critere de D’Alembert)

1. Soit (uy) une série positive telle que 3/ |uy,| — 1.

sil<1 alors Y |up| converge
Montrer que : et sil =1, alors on ne peut rien dire.
sil>1 alors ) |uy| diverge

2

Inn
2. En déduire la convergence de E (%)n et de E ﬁ
n nn)"

2. Cas des Séries Alternées O

Cf cours MPSI

La méthode d’étude des séries alternées présentée ici est TRES souvent utilisée pour étudier les séries a
terme général de signe non constant (lorsqu’il n’y a pas CVA). Si elle ne s’applique pas, on pourra envisager
un développement asymptotique du terme général u.,.

DEFINITION : Suites et Séries alternées

e Une suite (u,) € RY est dite alternée lorsque u, = (—1)"a, ou u, = (—1)"*a, avec a, > 0..

e Une série Y u, est dite alternée lorsque la suite (uy,) est alternée

Remarque : Une série alternée est donc de la forme Z(—l)"a” ou Z(—l)”“an avec a, > 0.

. (_1)n
E les : L E
xemples €S series = n ln(n)

-1 n—1
et Z In(1 + L) sont des séries alternées.
n
>1
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3

==
fff/‘ \
ZO ]"

J

/THEOREME FONDAMENTAL : CSSA

Soit E u, une série alternée a partir de ng.

n

(Junl) : o - oy L ,
Lorsque : , on dit que u, vérifie le Critére Spécial des Séries Alternées (CSSA).
qa { (tn]) = 0 que ) /2 ( )

E Uun cCconverge

La somme S est encadrée par Sy, et So,11

Dans ce cas :
|Rn| < |tny1]

Le reste R,, vérifie a partir de ng { 19, st Gl Segne @ @
mn n+1

\Remarquons que Uy, 11 est le premier terme du reste R,,.
AN\

Dessin

Preuve :  Pour u, = (—1)"a,.
On montre que les deux suites So,, et Sa,41 sont adjacentes, puis :

e la convergence de la série Y (—1)"ay,.
® Uppt1 < Rop <06t 0< Ropg1 < Ugpgo.

Exemples :
(=" (=" o

Prouver la convergence de E NG et E ey —— et donner une majoration du reste.
n n3 — bn —

COROLLAIRE : Signe d’une somme alternée
+00

n=no

Lorsque Z uy, vérifie le CSSA pour n > ng, le signe de sa somme Z Uy, est celui de wuy, .

n>mng

€

Considérer Ry dans le théoréeme précédent.

Preuve :
e F/LCTCICE © 2] wmmm—

400 ] I 8m
(xx) Montrer que ;(—1)7’@ < 0, puis que ;::0(_1)n(2n)! <0
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3
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7O

3. Exploitation d’un DA :

AY ! 7
'@'Méthode d’étude de la nature

d’une série avec un DA

On recherche un DA a deux termes du terme général u,, lorsque!

e le terme général n’est pas de signe constant

e le CSSA ne s’applique pas.

_1)n
Exemple 1 : Nature de g %
—_— n

(série alternée mais (|uy|) ne décroit pas)

+ (_ )n—l'
; : =y _ =D 1
D/ On fait un DA : R B S + O(n2)...

—1 n—1
Exemple 2 : Nature de g In(1+ %)
—_— n

(série alternée mais PB pour la décroissance de (|uy]|))

D/ On fait un DA & deux termes :

In(1 +

O Exzemple intéressant car In(1 + =

n—1 n—1
}/)ﬁ )~ (7}/)5 et pourtant les deux séries sont de nature différente.

Voir également ’exercice 46 de la banque CCINP.

4. Musculation 1 : Transformation d’Abel

(HP mais parfois utilisée en exercice)

On peut envisager d’appliquer la transformation d’Abel lorsque :

e la série n’est pas a terme général de signe constant

e la série ne vérifie pas le CSSA

e un développement asymptotique se présente mal
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'\@,'Méthode : Transformation d’Abel

Pour une série de la forme Y upvy,.

On développe sa somme partielle S,, en remplagant vy, par T — Ti—1 ol T est la somme partielle Y vy,.

Cette transformation s’applique auz séries lorsque T, est bornée et a,, décroit vers 0.

sinn
Exercice : Donner la nature de Z
n
Preuve :
n
e Soit T}, = Z sin k.
k=0
n . n n
sin k T — Ty 1 1 T,
e On transforme = =..= Tyl - ——— ) —To+ —.
2Tl 2T (5% +1 ot
k=1 k=1 k=1
e On montre alors que (7},) est bornée en remarquant que sin(k) = Im(e’*) et on conclut!
e La somme de cette série vaut ”T’l, mais ce résultat est difficile & prouver!

Frxercice : 20
(*) Soit z, le terme général d’une série complexe convergente.
;. Zn
Prouver que la série g — converge.
n

Q La transformation d’Abel n’est pas au programme de MP, mais reste trés souvent utilisée en concours. Bien en-

tendu, il ne s’agit pas de prendre soi-méme l'initiative d’utiliser cette méthode, mais d’en maitriser les différentes
étapes pour profiter avantageusement des indications données.

5. Musculation 2 : Regroupement deux par deux (HP mais parfois utilisée en exercice)

Cette méthode permet I’étude de la nature d’une série alternée lorsque le CSSA ne s’applique pas.

N ! 7
'@'Méthode de regroupement 2 par 2

L’idée est de regrouper les termes consécutifs de .S,, deux par deux.
e On commence par étudier Ss,41 en posant vy = Ugg + Ugkt1-
n

Son+1 = (ug +u1) + -+ + (ugn + v2nt1) = Zvn
k=0

Les termes de la suite (u,,) étant alternés, les termes v,, sont parfois de signe constant.
On peut alors déterminer la nature de Y v, avec les méthodes usuelles pour les SATP.

e Dans le cas out (S2,41) converge (vers [), on étudie alors la suite (Sap,) :

S2n = SZn—l + Uy — l

o Les suites (Sap41) et (S2,) convergeant vers la méme limite, on en déduit que Y u,, converge.

_1)n
Exemple : Appliquer cette méthode pour étudier la convergence de la série E u
—_— n
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Exercice : 20
(V) Etudier la convergence de la série Z In (1+

n>2

oy

n

6 Quelques compléments importants

1. La constante d’Euler : HP mais TRES TRES usuel!

n

PROPOSITION : La suite (u,) de terme général u,, = — — Inn est convergente.

k
k=1

Preuve :  On applique la méthode vue dans un exercice précédent en étudiant la nature de Y (tn41—uy). |

( a
DEFINITION : Constante d’Euler

n
La limite de (u,) de terme général u,, = Z T Inn est appelée la constante d’EULER et est notée ~.
k=1

On a alors :
n

=lnn+~v+o(1)

k=1

(. J

Nous verrons plus tard une méthode permettant d’obtenir un terme supplémentaire dans ce DA.

too n—1
-1
Exemple d’application du DA précédent : Calcul de g (#
n
n=1

Preuve :

e On sait que cette série converge par le CSSA.

e On trouve sa limite en étudiant la limite de So,.
n 2n

et en faisant apparaitre ]; T et ];

1
-

les termes > 0

P 1 lcule Sy, t
our cela, on calcule 52, en regroupan { les termes < 0

n
1
e On applique alors le DA de Z % et on trouve comme prévu : In 2.
k=1
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2. Produit infini :

n
11 s’agit d’étudier la convergence d’une suite (P,) ot P, = H ag.
k=0

N ! 7/
'@'Méthode pour étudier la convergence de P,

e si P, est télescopique, on simplifie et on termine 1’étude

e sinon, on se rameéne & 1’étude d’une série en prenant le logarithme de P, : S, = In(P,).

/N Avant la transformation, il faut vérifier la stricte positivité de tous les facteurs.

E 1 1-pfﬁ(1+ﬂ)
xemple 1 : = 3 .

k=1

Pas de difficulté...

Exemple 2 : P,(z) = H(l + afz) avec || < 1
k=1

Pas de difficulté mais il faut mettre a part les facteurs < 0

3. Les séries de Bertrand : (HP mais tres usuel)
T 1
On étudie ici la convergence de Z ——5— avec q, B eR.
n*In” n

Preuve :

e Facile lorsque a@ > 1 ou a < 1 par comparaison a des séries de Riemann.

e Pour o = 1 on procede par comparaison a une intégrale en traitant & part le cas ou 8 = 1.
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Il est bon de connaitre par coeur les résultats précédents, mais il est surtout important d’étre capable de les redémontrer.

Voir l’exercice 5 de la banque CCINP.

4. Approximation d’une somme : (Rapidité de la convergence ou de la divergence)

A] Recherche d’une approximation de la somme

Pour une série convergente, il s’agit ici de déterminer une valeur de ng a partir de laquelle S,, est une valeur
approchée de S a e pres.

Pour cela, on recherche une majoration du reste partiel en valeur absolue : |[S — S, | = |R,| < ....

e Cas des séries alternées vérifiant le CSSA

-\@’-Méthode

| On utilise la majoration connue |Ry,| < |t,41].

—1)"
Exemple : Appliquer la méthode & la série E ( \/_) .
—_— n

e Cas ou il est possible d’encadrer uj par des intégrales

4

Ny
'@'Méthode
N

On utilise ’encadrement usuel de Z uy, puis on fait N — +oo.
k=n+1

1
Exemple : Appliquer la méthode a la série Z — lorsque a > 1.
—_— n

e Cas général
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'\@"Méthode
N N
On majore |R,| = | Z ug| < Z |ug| puis |ux| < ay puis on fait N — +o0.
k=n-+1 k=n+1
Exemple : Appliquer la méthode a la série Z 2;
—_— n? +2n

B] Recherche d’un équivalent du reste partiel R, d’une série convergente

Pour une série CVG Y uy, on souhaite connaitre la vitesse de convergence de (S,,) vers la somme S.
En d’autres termes, il s’agit de déterminer un équivalent de R, = S, — S.

e Lorsqu’on peut appliquer le théoreme d’encadrement par des intégrales.
P le : L 1
ar exemple : Z oo BAvec o >

e Sinon : nous verrons dans un chapitre ultérieur qu’il est possible, pour les SATP, d’obtenir un équivalent du
reste partiel en sommant les équivalents de wu,,.

Erercice : 27 e
(xx) Développement asymptotique du reste d’une série de Riemann

+oo
1
Soit @ > 1 et Ry () = Z T
k=n

1 1
1. Montrer que : R, («a) ~ —
1 1 1 o 1 a(a+ ]_)
2. Montrer que : TR = (@ =T + Ta 9 el +1I; avec 0<ZI;< Rtz
s 1 1 1 1
3. En déduire que : R, (a) = a—l'FJrQn—@JrO(n_a)'

C] Recherche d’un équivalent de la somme partielle S,, d’une série divergente

Pour une série divergente vers 400, nous souhaitons connaitre la vitesse de divergence.
En d’autres termes, il s’agit de déterminer un équivalent de S,,.

On peut appliquer les deux mémes méthodes que celles présentées ci-dessus pour la recherche de ’équivalent
d’un reste partiel R,,.
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