Suites

, . de fonctions numeériques
Séries

Prytanee

NATIONAL MILITAIRE

Pascal DELAHAYE - d’apres le cours de David Delaunay
15 octobre 2024
Les fonctions intervenant dans ce chapitre sont des vecteurs de 'espace vectoriel F(I C R, K). A ce titre, les notions de
suites et séries de fonctions sont des cas particuliers des suites et séries vectorielles vues dans le chapitre sur les normes.

Plus tard, nous généraliserons les notions de suite et série de fonctions aux ”fonctions vectorielles” (fonctions d’un
espace vectoriel normé dans un autre).

L’idée principale :

e Les limites de suites de fonctions et les sommes de séries de fonctions permettent de définir un trés grand nombre
de nouvelles fonctions (impossible d’exprimer & l'aide des fonctions usuelles) offrant des perspectives nouvelles
dans la résolution d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles.

e L’étude des propriétés de ces nouvelles fonctions passe en général par I’étude de la convergence uniforme.

Questions de cours a maitriser pour les colles :

Savoir étudier la CVS, CVU et non-CVU d’une suite de fonctions

Savoir étudier la CVS, CVU, non-CVU, CVN et non-CVN d’une série de fonctions
e Savoir prouver les méthodes justifiant la non-CVU et la non-CVN

e Savoir prouver que CVN = CVU = CVS

e Connaitre parfaitement les théoremes de transfert par CVU.

Etude complete de la fonction Zéta.
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1 Suites de fonctions

DEFINITION : Suite de fonctions

Il s’agit d’une suite (uy,)nen ot pour tout n € N:  w, € F(I C R, K).

Exemples :

e La suite (u,) de fonctions définies sur [0, 1] par u,(t) = t™.

e La suite (u,) de fonctions définies sur [0, 1] par u,(t) = ncos(t) sin(nt).

la convergence simple : CVS

Pour les suites de fonctions, on définit 2 modes de convergence : . .
la convergence uniforme : CVU

1. La convergence simple :  (CVS)

La convergence simple n’est associée & aucune norme particuliere sur F(I, K) .

(DEFINITION : Convergence simple (CVS)
Soit (un)nen € (F(I, K))N.

e On dit que la suite (uy)nen converge simplement (CVS) sur I lorsque :
YVt eI, wun(t) converge

1l s’agit d’une convergence ”point par point”.
e Dans ce cas : la limite finie de la suite (u,(t))neny dépend de ¢ et est notée wu(t).

On dit que la fonction v € F(I, K) ainsi obtenue est la limite simple de la suite (un)nen.

Ce résultat se note alors :
cvs
(un) 7) U

Exemples : Convergence simple des suites (u,) suivantes :

n

o uy,(t) =t" sur [0, 1] o u,(t) = sur R o u,(t) = n?t"(1 —t) sur [0, 1]
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Erercice : 1 e

un(t) = (1 — %)” pour t € [0, n|

(V) Etudier la convergence simple de la suite (up)nen+ définie par { un(t) = 0 pour £ > n

[ THEOREME : Unicité de la limite simple
La limite d’une suite de fonction (uy)nen convergeant simplement sur I est UNIQUE.
Elle est appelée la limite simple de (u,)nen-

Abréviation : ”a partir d’un certain rang” sera noté ”APCR”.

(PROPOSITION : Propriétés conservées par CVS )
Soit (up,) C%“g u.

e Positivité : Si u, > 0 sur I (APCR) alors u > 0 sur [.

e Croissance : Si les u, sont croissantes sur I (APCR) alors u l’est aussi.

e Parité : Si les u,, sont paires (resp. impaires) sur I (APCR) alors u l’est aussi.

e Convexité : Si les u,, sont convexes sur I (APCR) alors u l'est aussi.
N J

Preuve :  Ces propriétés d’obtiennent par simple passage a la limite.

ATTENTION : D’autres propriétés ne sont pas automatiquement conservées...

e Il n’y a pas toujours conservation de la continuité.

(Un)nen avec uy(t) = t™ sur [0, 1].

e Il n’y a pas toujours conservation de la bornitude.

et sur [0, n] "
(Un)neN avec uy,(t) = { 0 sur Jn, +oo| sur RT.

e L’intégrale de la limite n’est pas toujours la limite des intégrales.

(u'rb)nEN avec un(t) = n2tn(1 - t) sur [07 1]
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2. La convergence uniforme : (CVU)

(a) Définition et caractérisation :

(DEFINITION : Convergence uniforme (CVU) )
e On dit qu'une suite de fonctions (u,)nen € (F(I, K))Y converge uniformément vers u lorsque :
Ve>0,INeN, Vn>N ona Vxel, |uy(z)—u(z) <e
e La limite u est temporairement appelée la limite uniforme de (u,) et on note :
(un) C%)U "
\ J

Remarques :

e La CVU differe de la CVS du fait de la place de "Va € I” dans la définition.
C’est une notion de convergence « GLOBALE >.

cvu

. cvuU . N ~
e Dire que (up)nen — u revient a dire que (u, — u)peny — O.
I I

THEOREME : Egalité entre limite simple et limite uniforme

CVU CcVsS
(un)nGN 7} u = (un)nGN 7) u

Lorsqu’une suite converge unif?, elle converge simpl? et sa limite uniforme est sa limite simple.

Preuve :  Qui peut le plus peut le moins...

THEOREME FONDAMENTAL : Caractérisation de la CVU

On a I’équivalence :
un, — u est bornée APCR
lun — ullos,r =0

CcCVU
(un)nEN 7 u {

Preuve :

Remarque : La CVU correspond donc & la convergence de (u,,) pour la norme uniforme sur B(Z, K).
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So

'\@,'Méthodes pour montrer la CVU

e On s’intéresse alors & ||un — ul/co,1

— Méthode 2 : Par majoration

On en déduit que ||up — u||co,r < aip
On vérifie alors que a;,, — 0.

Exemples : CVU par CALCUL de la norme infinie

1. Etudier la CVU de (un)nen définie par u,(t) = t™ sur [0, 1], [0, 1] et sur [0, a] pour a €]0, 1].

e On commence par déterminer v la limite simple de (u,)

— Méthode 1 : Par calcul (si c’est possible et rapide!)

On calcule ||u, — ul|oo,r & I’aide du tableau de variations de u,, — u.

On fixe ¢t € I puis on majore |u,(t) — u(t)| < -+ < a, (indépendante de t).

2. Etudier la CVU de (uy,)nen définie par uy,(t) = n?t"(1 —t) sur [0, 1], [0, 1[ et sur [0, a] pour a €]0, 1].

o uy,(t) =1t"

o u,(t) = n?t"(1 —t)

Exemple : CVU par MAJORATION de la norme infinie

Montrer la convergence uniforme sur R de la suite (u,,),en+ définie par w,(t)

_t+n
(1 +12)

e CVS

e CVU

Erercice : 2 e

(©Q) Soit (f,) la suite de fonctions de F([0, 1], R) définie par { fo=0

fn-l—l(m) = f7L($) + % (.17 -

i. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction z — /.

ii. Pour gagner du temps, on admet ici que pour tout n > 1, nous avons :

osfn(x)—\/a?s\/i(l—ﬁ)n

5

2

2

n
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Montrer que (f,) converge uniformément vers x — /z sur [0, 1].

[ THEOREME : NON-CVU

Si J(xn) € IN telle que uy, () — u(zn) /4 0, alors (u,) ne converge pas uniformément vers u sur I.

Preuve :  Par contraposée.

N ! 7/
'@'Méthode pour montrer la NON-CVU

Pour montrer qu’une suite (u,) ne converge pas uniformément vers sa limite simple u sur I, on peut :
e Soit directement prouver que |[u, — u|loo,r 7 0 en calculant ou en minorant ||u, — u|co,r
e Soit rechercher (z,,) € IV telle que up(z,) — u(z,) # 0

Q On choisit (xy,) qui tend vers le point ot la CVU semble poser probléme.

Exemples : NON-CVU & l'aide d’une suite (z,,)

1. Montrer que (up)nen définie par u,(t) = t" ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1]

2. Montrer que (uy,)nen définie par u,(t) = n?t"(1 —t) ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1]

o u,(t) =t" o u,(t) =n*t"(1—1t)

Erercice : 8
(V) Exo 11 de la banque CCINP.

Etudier le mode de convergence de la suite (u, )nen définie par u,(z) = sin(ne) :
1+ n2a?
e sur [1, +oo] o sur RT*
sur [1, +oof sur RT*
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Bxercice : /
(V) Etude de la convergence uniforme de (uy)nen définie par : u,(t) = nt(1 —¢)" sur I = [0, 1].

Etape 1 : CVS vers 0 :

Etape 2 : On montre qu’il n’y a pas convergence uniforme sur I

e En calculant ||u, — u]|s,7 €t en montrant que la limite n’est pas nulle.

e En vérifiant que u, (L) —u(%) 4 0.

n n

Etape 3 : On montre qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0.

(b) CAS usuels de CVU

THEOREME : Pour les fonctions continues par morceaux sur [a, b]

Toute fonction f € Cp,([a, b], K) est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

Preuve :  Vue en MPSI lors de la construction de I'intégrale de Riemann d’une f° C,, sur un segment.

THEOREME : Théoréme d’approximation de Weierstrass Q

Toute fonction f € C([a, b], K) est limite uniforme d’une suite de fonctions polyndmiales.

Preuve : Non exigible
On prouve (par exemple) qu'une fonction f continue sur [0, 1] est limite uniforme de la suite des po-
lynémes de Bernstein associée. La démonstration fait 'objet de nombreux problemes.
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Voir l’exercice 48 de la banque CCINP.

Erercice : 5 v
(V) Soit f € C(R, R).

Montrer que f est limite simple d’une suite de fonctions polynémiales.

Preuve :  Pour tout n € N*.
D’aprés Weierstrass sur [—n, n] il existe un polynéme P, tel que ||P, — flloo,[—n.n < L.

On vérifie alors que (F,,) C%S f.

3. Bilan : Pour les suites de fonctions définies sur un intervalle I, on distingue deux modes de convergence :

la convergence simple (CVS)
la convergence uniforme (CVU)

Bilan & connaitre PARFAITEMENT :

e Pour montrer la convergence simple (CVS) sur I :

On étudie la convergence simple d’une suite de fonctions (u,)nen en s’intéressant, pour tout t € T
a la convergence de la suite numérique (u,(t))nen.
La limite u(t) obtenue permet de définir une fonction u appelée la limite simple de (uy, )nen-

Lorsqu’une suite de fonctions (u,)nen converge simplement vers u, on peut alors étudier :

e Pour montrer la convergence uniforme (CVU) sur I :

— Soit en calculant ||u, — u||eo,1, puis en montrant que ||uy — /oo, r — 0.

— Soit en majorant |un(t) — u(t)| sur I par une suite (o) (indépendante de t) qui tend vers 0.

e Pour montrer la NON convergence uniforme (NON-CVU) sur I :

— Soit en recherchant une suite (z,,)nen € IN telle que uy, (z,,) — u(zy,) £ 0.
— Soit en vérifiant que ||u, — ul/s # 0 par calcul ou minoration.

— Soit en montrant que u ne vérifie pas 'une des propriétés impliquées par la CVU. (cf plus loin)

2 Séries de fonctions

Dans cette partie, (un)nen est une suite de fonctions de I C R dans K.

e Les deux notions de CVS et de CVU se transferent naturellement aux séries de fonctions.
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e Cependant, la non-connaissance de la somme S permet difficilement de prouver que ||.S,, — S|/co,r — 0.
On distingue donc un troisiéme type de convergence (globale) appelée < convergence normale > (CVN), assez
simple & prouver, et qui implique la CVU.

e L’impossibilité d’exprimer la somme S de la série a l'aide des fonctions usuelles rend difficile son étude. Heu-
reusement, la CVU de la série (lorsqu’elle sera avérée) nous permettra d’étudier la régularité de S, ses limites
aux bornes de I et d’en calculer des intégrales. Ces théoremes seront vus dans les parties suivantes de ce chapitre.

1. Présentation :

DEFINITION : Série de fonctions

La série de fonctions Z uy, est la suite de fonctions (S,) avec S, = Z Uk

n>ngo k=no

Notation : Cette série est notée Z U, ou parfois Zun et S, est appelée la somme partielle de la série.
n>ngp

Exemple : Etude de la série Z Up OU U, () = ™.
n>0

Contrairement a la limite d’une suite de fonctions, un dessin ne permet pas de visualiser la somme d’une
série de fonctions.

2. La convergence simple :  (CVS)

Pour une série de fonctions E Up,

(DEFINITION : Convergence simple (CVS) sur [ A
Lorsque (S,,) converge simplement sur I, on dit que la série CVS (ou ”converge”) sur I.
Notation : > u, CVSsur I. (on ne précise pas vers quoi!)
Somme de la série :
—+o0
e La limite S de (S,,) est appelée la somme de la série et est notée S = Z Up,.
n=0
e [l s’agit de la fonction S définie par :
+o0
Vtel, S(t)=) un(t)
- n=0 )

En général, contrairement au cas des suites de fonctions, nous ne pouvons obtenir une expression de S(t)
a laide des fonctions usuelles.
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'\@,'Méthode pour prouver la CVS sur / d’une série de fonction > u,
e Onfixete I

e On montre que la série ) u,(t) converge

PRrRoPOSITION : Condition Nécessaire de convergence

u, CVSsur I = u, C‘—I/>S 0.

Preuve : Immédiat!

1
I

Exemple : Etudier la convergence simple sur R de la série > u,, avec u,(t)

—
DEFINITION : Reste de rang n

On a alors :
—+o0

Rn: Z Un

k=n+1

cvs

e Lorsqu’une série CVS,on a alors: S=S5,+ R, avec R, ? 0.

e Lorsque Z uy, converge simplement vers S, on définit le reste de rang n par : R, =5 —S,.

Remarque
—+oo
Il arrivera désormais de définir une fonction par ’expression f = E Uy

n=0
Son ensemble de définition est alors :

Dy={teR| Zun(t) converge}

+001

Exemple : Etudier ’ensemble de définition de la fonction f définie par f(z) = —.
—_— n
n=1

intégrer

Comme pour les suites de fonctions, nous devrons faire appel a la CVU pour { ¢tudier la régqularité

3. La convergence uniforme : (CVU)

“+o00

de Zun

n=0

DEFINITION : Convergence uniforme

On dit que Z uy, converge uniformément (CVU) sur I lorsque (S,,) converge uniformément sur 1.

10
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(- :
THEOREME : Converge uniforme :

> u, converge (simplement) sur I

> uy, converge uniformément sur I < Ry est borné APCR

R, C—‘;>U 0 clestadire |[Rylloos — 0
- J

| Preuve : Immédiat d’apres la caractérisation de la CVU d’une suite de fonctions. |

AN Contraitrement auz cas des suites de fonctions ou étude de la CVU ne pose pas de réelle difficulté,
étudier la CVU d’une série de fonctions est compliquée du fait que R, n’est en général pas connu.

'\@"Méthode : Pour prouver la CVU d’une série de fonctions sur [
— M1 : © Soit en prouvant la convergence normale  (le plus souvent utilisé : cf plus loin)

— M2 : © Soit par majoration uniforme du reste dans le cas des séries vérifiant CSSA
[ Bnlloo,r < [ltns1lloo,r < an—0

— (M3) : Beaucoup plus rarement, en calculant || R, ||oc,r €t en montrant que || Ry, |lco,r — 0

— (M4) : Cas particulier des Séries Entiéres (vu en fin d’année)

Q Contrairement auz suites de fonctions, on constate qu’il est possible de prouver la CVU d’une série sans
avoir besoin ni de calculer sa somme.

Frercice : 6 e
(¥) Exemple rare ou il est possible de calculer la somme S

Soit la suite de fonctions (uy)nen ot u, () = e ™.

1. Montrer que > u,, ne converge pas uniformément sur R**.
2. Montrer que Y u,, converge uniformément sur [a, +oo[ lorsque a > 0.

On calcule R,,.

Exercice : 7
(¥*) Exemple oti la série vérifie le CSSA

(=D"

n+t

1. Montrer que la série g Up OU U, (L) = converge uniformément sur R**.

11



<]
MP2-2024/2025 Suites et Séries de Fonctions numériques tﬁ(&\

(~1)"n

2. Montrer que la série Z Up, OU Up (t) = . converge uniformément sur R**.
n

Voir Uexercice 8 de la banque CCINP qui étudie le cas d’une série de fonctions vérifiant le CSSA.

PROPOSITION : Condition Nécessaire de CVU

Z fnCVUsur I = (f,) converge uniformément vers 0 sur I.

Pour tout z € I, on a :

[fn(@)] = [Sn(z) = Sn1(2)] < |Sn(2) = S|+ |5 = Sn-a (@)

N ! 7
'@'Méthode pour prouver la NON-CVU d’une série > u,
On peut montrer la NON-CVU de (uy,)nen vers 0 en proposant une suite (2, )nen € 1™ telle que :

Un(Tn) # 0

On choisira la suite (xy,) telle que x,, — I la borne qui semble poser probléme.

EJ?@TCiC@ 28—
(*) Montrer que E Uy, O Uy (t) = ™™ ne converge pas uniformément sur RT*.

Frercice : 9 e

—1)"
(©) Montrer que g Up, OU Up(t) = i n ) ; converge uniformément sur [1, +oo[ mais pas sur RT*.
n

Voir lexercice 17 de la banque CCINP.

4. La convergence normale :  (CVN)

12
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QO L’étude de la convergence normale a pour UNIQUE BUT de prouver la CVU d’une série de fonctions
sans avoir besoin de s’intéresser & || Ry /oo, s ©

DEFINITION : Convergence normale (CVN)

On dit que Z Uy, converge normalement (CVN) sur I lorsque les {° u,, sont bornées APCR et que :

Z”Un ||oo,1 converge

Avantage : Q L’étude de la CVN d’effectue sans avoir besoin de connaitre la somme de la série Q

@ Remarques

e la CVN de Y u, sur I correspond & la CVA de la série vectorielle Y u,, pour ||.|lcc 1.
e la CVN de > u,, sur I implique la CVA de > u,(x) pour tout = € I

—7L!L‘2

e
14+ n2

Exemple : Montrer que la série > f, ou fn(z) = converge normalement sur R.

N ! 7
'@'Méthode pour prouver la CVN de ) u, sur [

Il s’agit de montrer que Z”Un”ooj converge.

e M1 : Par majoration :

Soit t € I, majorons |uy(t)| < --+ < ay, avec Z ay, qui converge.  (Méthode grossiere!)

e M2 : Par le calcul : Etudions les variations de u,,.

On en déduit ||un||eo,r et on vérifie la convergence de ZHunHOOI (Méthode précise!)

Remarque : La méthode 2 permet également de vérifier qu’il n’y a pas CVN sur 1.

THEOREME FONDAMENTAL : CVN = CVU

Z u, converge normalement (CVN) sur I = Z uy, converge uniformément (CVU) sur I.

Onadonc: CVN = CVU = CVS.

“+o0
Preuve :  On a bien la convergence uniforme (CVU), car pour tout ¢t :  |Ry(t)| < Z [lten|looc — O.
k=n-+1

Remarque : Contrairement aux suites de {°, il n’est pas nécessaire d’étudier la CVS pour établir la CVU
d’une série de °.

Contre-exemple : La CVU n’implique pas la CVN!

Etudier la CVN sur R et la CVU sur R** de la série Y f,, ou f(x) = (

13
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CVN sur Rt* CVU sur Rt*

Ezercice : 10 e
(V) Etudier la convergence normale (CVN) des séries de fonctions suivantes :

. sin(nt)
1. Zun ou ’U,n(t>:nQ—H sur I = R.
2Zu oﬁu(ﬁ)—l—; sur [ = R
. mn n - n n+t - .

Question : Comment prouver qu’'une série ne converge pas normalement ?
On répond a cette question en recherchant une CN de CVN.

PROPOSITION :

Zun CVNsurI = VY(z,) eIV, Z [un(zn)] CVG

|Preuve 200 <up(xn)| < ||unlloo,r-

N ! 7
'@'Méthodes pour prouver une NON-CVN sur [

Pour montrer que Y u,, ne converge pas normalement sur I, on peut :
e M1 : Montrer, en calculant ou en minorant ||uy,||eo, 1, que Y ||t ||co,r diverge.

e M2 : Rechercher une suite (z,,) € I telle que Y |u,(x,)| diverge.

Erercice : 1]
(¥) Exercice 53 de la banque CCINP.

Soit 0 <a<beR.

Etudier la convergence normale de la série E

T gt S [a, b], sur [a, +oo[ et sur [0, +o0].
niz

14
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CVN sur [a, b CVN sur [a, +o0] CVN sur [0, 4o0]

Apreés avoir présenté les divers modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions, nous allons maintenan
voir comment la CVU permet de prouver certaines propriétés de la somme S d’une série de fonctions > fr.

Les applications de la CVU

Les théoremes de transfert par CVU, présentés dans la partie suivante, vont nous permettre :

+oo
e D’étudier la régularité et les limites aux bornes de la somme S = Z Wpe
n=0
+oo
e D’intégrer sur un segment la somme S = Z Wgpo
n=0

e De proposer de nouvelles méthodes pour prouver la NON-CVU d’une suite de fonctions (uy,).

3 Transfert de bornitude, continuité et limite par CVU

Dans toute cette partie, on considére une suite (uy,)nen € (F(I, K)Y telle que :
cvs cvs
(un>n€N ? u ou Zun ? S
Ici, la CVU sur I va nous permettre :

— de transférer la bornitude des u,, sur I a w ou a S
— de transférer la continuité des u,, sur I a v ou a S

— de déterminer les limites de v ou de S en un point de I & partir de celles des 1u,,.

1. Bornitude :

-

THEOREME : Transfert de bornitude par CVU | Pour les suites

cvVU . , p
(Un)nen 7) u avec les fonctions u,, bornées sur I = w est bornée sur [

Preuve : Par convergence uniforme, il existe un ng pour lequel |un,,(z) — u(x)| < 1 pour tout x € I.

Exemple : Etudier la bornitude de la limite simple de (u,,) définie par { un(t) = 0 sur | — % 1
Que dire de la CVU de la suite (uy)?

15
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Y ! 7
'@'A quoi sert ce théoréme ?
La limite u de (u,,) étant connue en général, il n’est pas nécessaire d’utiliser ce théoréme pour prouver
sa bornitude. Mais alors, & quoi sert-il ?
e Il va nous servir & démontrer le théoreme ci-dessous sur les séries de fonctions.

e Il permet de prouver la NON-CVU d’une suite de fonctions.
En effet, il nous dit que si la limite simple d’une suite de f° bornées sur I n’est pas bornée alors
il n’y a pas CVU sur [I.

Q Exemple : Existe-t-il une suite de fonctions polynomiales qui CVU vers x — % sur |0, 1]7

Exercice : 12
(x) Exercice 13 de la banque CCINP.

si|z] < i

- n

_ 3
Soit (f,) la suite de fonctions définie par In(@) = 1 v 1
- osifz] >4

fn(m) = =

1. Prouver que (f,) converge simplement sur R vers une fonction f & déterminer.

2. Cette convergence est-elle uniforme sur R ?

CVS?

Ccvu?

-

THEOREME : Transfert de bornitude par CVU Pour les séries

cVU . , ,
g U, 7) S avec les fonctions u,, bornées sur I = S est bornée sur [

Preuve : Les fonctions f,, étant bornées, les fonctions S,, le sont aussi.
On peut alors appliquer le théoréme précédent a la suite (S,,).

Remarque : S n’étant en général pas connue, ce théoréme en revanche sera utile pour prouver sa bornitude.

2. Transfert de continuité par CVU :

16
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( \
LEMME : Transfert de continuité par CVU Pour les suites

Lorsque (uy,) C¥U uetael:

e SI les fonctions u,, sont continues en a alors u est définie et continue en a.

e SI les fonctions wu,, sont continues sur I alors u est définie et continue sur I.

Preuve :  On décompose |u(t) — u(a)| < |u(t) — un(t)] + |un(t) — un(a)| + |un(a) — u(a)|.

Exemple : Etudier la continuité de la limite simple de la suite (u,) définie sur [0, 1] par wu,(t) = ™.
Que dire de la CVU de la suite (uy)?

N ! 7
‘@'A quoi sert ce théoréme ?
La limite u de (u,) étant en général connue, il n’est pas nécessaire d’utiliser ce théoréme pour prouver
sa continuité. Mais alors, a quoi sert-il ?
e Il va nous servir a démontrer le théoreme ci-dessous sur les séries de fonctions.

e [l permet de prouver la NON-CVU d’une suite de fonctions.
En effet, il nous dit que si la limite simple d’une suite de f° continues sur I n’est pas continue
alors il n’y a pas CVU sur I.

Voir aussi lexercice 9 de la banque CCINP.

-

THEOREME : Transfert de continuité par CVU | Pour les séries |

Si les fonctions u, sont continues sur [ lor 1 me S — —i:.o v est définie =
! > up, CVU sur 1 alors A so B . " continue
n=

.

Preuve :  Si les fonctions u,, sont continues, alors les S, le sont aussi.
On peut alors appliquer le théoréme de transfert de continuité & la suite (.Sy,).

Erercice : 15

+oo (71)”15”
it la foncti défini t) = —_—
(%) Soit la fonction f définie par f(t) Z 1

n=0

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est continue sur [0, 1].

17
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N ! 7
'@'A quoi sert ce théoréme ?

La somme d’une série de fonctions ) wu, étant en général inconnue :
e Ce théoréme est indispensable pour étudier sa continuité

e Contrairement aux suites de fonctions, on ne peut pas prouver la NON-CVU de Y u,, en étudiant
la non-continuité de la somme.

'\@,'ATTENTION : Etude de la continuité d’une somme finie/infinie de fonctions

N
e Somme finie : f = Z fn  (avec les théorémes généraux)
n=0
La continuité des fonctions f,, sur I suffit a prouver la continuité de la somme f sur I.
—+oo
e Somme infinie : f = Z fn  (avec la CVU)

n=0

A la continuité des fonctions f, sur I, il faut ajouter la CVU de Z S osur I.

3. Continuité par CVU sur « tout segment > :

Idée : En cas de "borne a probleme” pour prouver la CVU, il est possible de prouver la continuité en se
plagant sur des ”segments” qui ne contiennent pas cette borne.

DEFINITION : CVU sur tout ”segment”

On dit que (u,) CVU sur tout segment de I vers u lorsque wu, [CX{)J] u pour tout [a, b] C I
a,

Intérét : La CVU sur tout segment de I suffit & prouver la continuité sur I.

fErreur Fréquente!!

/\ Ne jamais dire : < la CVU sur tout segment de I implique la CVU sur [ > !!

Contre-exemple usuel : (uy,) out u,(t) = ¢" sur [0, 1]

18
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THEOREME : La CVU sur tout segment implique la continuité de la limite sur I

Une suite . . . .
{ Une série de f° continues qui CVU sur tout segment de I converge vers une fonction continue sur I.

| Preuve : Car la continuité en tout point de I entraine la continuité sur I.

Remarque : Limitation a tout intervalle dont la réunion couvre [
Dans les cas suivants, on pourra remplacer < sur tout segment [a, b] > par :
e Pour I =R :
— Tout segment de la forme [—a, a] avec a > 0 lorsque £oo sont des <« bornes & probléme >
e Pour ] = R** :

— Tout intervalle de la forme |0, a] avec a > 0 lorsque 400 est la < borne & probléeme >

— Tout intervalle de la forme [a, +o0o] avec a > 0 lorsque 0 est la < borne & probléeme >

Erercice : 1/ e

400 )
—1)gn
(¥) Montrer que la fonction f définie par f(t) = Z (2% est continue sur | — 1, 0].
n=0
Exercice : 15 N
oo tn
() Définition et continuité de f définie par f(t) = n;o i

4. Limite aux bornes par CVU :

La situation :

o (up)nen est une suite de fonctions qui CVS vers u sur I.
® > u, est une série qui CVS vers S sur [

e a est une extrémité (éventuellement infinie) de I.

L’objectif : Déterminer la limite de u ou de S en a.

19
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LEMME : Pour les suites (u,,)

Un U (In) converge vers [ € K
=
Un (t) — In ) t—a l
t—a

Autre nom du théoréme

On peut voir ce théoreme comme un théoreme d’échange de limites : ”la limite en a de la limite d’une
suite de fonctions (u,)nen est égale a la limite de la suite des limites en a des u,,”.

lim ( lim u,(t)) = lim (limu,(t))

t—a *n—+oo n—+oo ‘t—a

On appelle donc parfois ce théoreme | le théoreme de la double limite |

Preuve :  Cette démonstration est désormais hors-programme.
Je la présente tout de méme pour satisfaire la curiosité de les plus curieux d’entre-vous...

e Travail sur la suite (I,) :

— On commence par vérifier que (I,,) est bornée :
Prenons ¢ = 1.
En appliquant la CVU, on a facilement pour n > N et Vt € I |u,(t) —un(t)] < 2.
On fait alors tendre t — a pour obtenir |l, — Ix| < 2 et donc la bornitude de (I,,).
— On applique alors Bolzano-Weierstrass pour en extraire une suite extraite l,(n) — loo-

e On montre alors que wu(t) P loo :
—a

— Soit € > 0. On souhaite majorer |u(t) — lo| par € au voisinage de a.
On décompose : |u(t) - loo| < |u(t) = Ugp(n) (t)| + |u<,o(n) (t) - lt,a(n)| + |l<,o(n) - loo|
— Par CVU : pour n > N et pour tout ¢ : [u(t) — u,(t)| < e et donc |u(t) — uym)(t)| < €.
D’autre part, il existe un voisinage de a sur lequel, on a |ug(,)(t) — lom| < €.
Enfin, pour n > N’ on a |l lo] <e.
On peut alors conclure...

p(n) —

e Enfin, on a l,, — Iy car (I,,) est une suite bornée avec I, pour unique valeur d’adhérence.
En effet, la valeur d’adhérence [, est unique car c’est LA limite de u(z) en a.

N ! 7
'@'A quoi sert ce théoréme ?

La limite u de (u,) étant connue en général, il n’est pas nécessaire d’utiliser ce théoréme pour
déterminer ses limites aux bornes. Mais alors, a quoi sert-il 7

e Principalement : A démontrer le théoréme permettant d’étudier les limites aux bornes de la somme
d’une série de fonctions.

e Mais aussi : A prouver la NON-CVU d’une suite de fonctions.

cvs
Up — U
— Si I avec (I,) qui diverge, alors il n’y a pas CVU au V(a) et donc sur I.
Un(z) — Iy
Tr—a
. CY%s
— Si " avec u(z) — | € K, alors il n’y a pas CVU au V(a) et donc sur I.

7 u
) =2 e

Exemple : Montrer qu’il n’existe pas de suite de f° polynomiales qui CVU vers f/f(x) = % sur 10, 1].
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p
THEOREME : Pour les séries ) u,

S Uy LA > 1, converge vers une limite [ € K
I “+o0
=
S() — l
Un(t) — Ly ) Z !
L t—a n=0 )

| Preuve :  On applique le théoreme précédent aux sommes partielles.

Autre nom du théoréme

On peut voir ce théoreme comme un | théoréme d’échange lim «+» > |

+oo +oo
lim Y un(t) =) (lim un(t))
n=0 n=0

N ! 7/
'@'Méthodes de recherche des limites de S aux bornes de [

—+oo
Pour déterminer les limites de S(x) = Z un(x) aux bornes de son ensemble de définition.
n=0

On peut envisager :

e M1 : Le théoreme de limite aux bornes par CVU

e M2 : Un encadrement de S(x)
— soit par des intégrales lorsque t — wu¢(x) est C,, et décroissante pour ¢ > ng
— soit par Sy et S1 ou S7 et Ss... lorsque la série vérifie le CSSA

— soit en encadrant les termes ., (t)

e M3 : D’autres méthodes rencontrées en exercice et évoquées dans 'un des documents de synthese
distribués en fin de chapitre.

Erercice : 10 e

“+o0
1
Q) Dét i la limit de la foncti défini = —.
(V) Déterminer la limite en +oo de la fonction f définie par f(x) ;anra:Q
Preuve :
Exercice : 17
too (_1)n

1. En utilisant le théoréeme de limite aux bornes par CVU.
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Preuve :

2. En utilisant un encadrement simple obtenu par CSSA.

Preuve :

4

N
'@'Méthode pour prouver la non-CVU de Y u, sur [

Up () —— 1y,
Si > u, CVS sur [a, b] avec z—b= , ¢’est qu’il n’y a pas CVU au voisinage de b.
> 1, diverge

Erercice : 18 e

(V) Prouver que Zun ou uy(t) =

(—1)mzm

ne converge pas uniformément sur | — 1, 1].
n

Preuve :

Erercice : 19 e

—~

—1)"
(V) Prouver que Z Up, OU Up(t) = t+)1 ne converge pas uniformément sur |0, 1].
n

Preuve :

N2
‘@'Méthodes de recherche d’un équivalent de S aux bornes de [

+oo
Pour déterminer un équivalent de f(z) = Z fn(x) en xg
n=0

On peut envisager :

e M1 : Encadrement par 2 intégrales.

positive

décroissante " Viteo):

Uniquement lorsque ¢ — fi(x) est {

e M2 : Lorsqu’on a une idée de la forme de 1’équivalent & déterminer : f(x) ~ Au(z).

f(z)

On peut montrer que ne

tend vers une limite finie en xg.

~

Comme % est la somme de la série ) %, on peut envisager le théoreme < limite par CVU >.

© On peut en particulier envisager cette méthode si on pense que f(x) est équivalente ¢ ug(x), ce
qui se produit lorsque la décroissance de (u,(x)), est rapide.

e M3 : Avec une relation fonctionnelle.  (vu en exo)
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Ezercice : 20
(V) Par encadrement avec des intégrales

+oo
Déterminer un équivalent de S(z) = Z — au voisinage de 1t.
n=1
Preuve :
Erercice : 21 e
= 1 T
Q) Montrer que la fonction f définie par f(x) = ——— est équivalente & — en +o0.
(©) q f pf()n;”2+$2 q 5

1. Par encadrement avec des intégrales

Preuve :

2. Par conjecture de I’équivalent

Preuve :  Ca ne marche pas car il n’y a pas CVU de > T Sur [a, +o0l.

Erercice : 22
Q) Par conjecture de 1’équivalent
( j

—+o0 p
—1)"
Déterminer un développement asymptotique en +o0o & 2 termes de f définie par f(t) = Z (=1

On pourra étudier g(t) = t(f(t) — 1) en +oo.

Preuve :

Exercice : 23
(¥) Par conjecture de I’équivalent

Déterminer un développement asymptotique en 400 a 2 termes de la fonction zeta.

Preuve :

Brercice : 2/ e
(V) Avec une relation fonctionnelle

+oo
-1
Déterminer un équivalent de f en 0 et en +o0 de la fonction f définie par f(t) = Z (=1

n=0
On admet pour gagner un peu de temps que f :
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— est décroissante et continue sur R1*.
— vérifie pour tout # > 0 : f(x + 1)+ f(z) = L.

x

Preuve :

4 Intégration et CVU

Idée : La convergence uniforme va nous permettre

e De passer a la limite & 'intérieur d’une intégrale de la forme fab un(t) dt.

e De justifier un échange des symboles > et [.

Ici, (un)nen est une suite de fonctions définie et continue sur I = [a, b

(THEOREME Passage a la limite sous l’intégrale par CVU )
cvuU

(un) [(fb] @ b b

Lorsque ' alors / u(t) dt converge et / up(t) dt —
les u,, sont CONTINUES sur [a, b] ‘ ‘

b
/ u(t) dt.
\Z2 J

| Preuve : Immédiat par majoration.

Autre nom du théoréme

On peut également voir ce théoreme comme un | théoreme d’échange limite <> intégrale

lim bun(t) dt = /b ( lim wup(t)) dt

n—-+oo @ n—-+oo

intégration sur un segment [a, b
Remarque : Vérifions I'importance des 3 hypotheses : continuité des f, sur [a, b]
CVU

e Intégration sur un segment [a, b] : Le théoréme ne s’applique donc pas lorsque les intégrales sont généralisées.

1
Exemple : (u,) définie par u,(t) = —e~% sur [0, +ool.
n

b
o Continuité des u,, : Cette continuité est nécessaire pour garantir I'existence de / u(t) dt (par transfert C%)
a
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e CVU des u,, : Le théoréme ne s’applique donc pas 8’il n’y a pas CVU de (uy,).

un(z) =n —n’z pour x € [0, 1]

Exemple : (u,) définie sur [0, 1] par { un(z) = 0 pour z €] L, 1]

Erercice : 20 v

1
t
(V) Sans calculer I'intégrale, déterminer la limite de la suite de terme général I, = / ﬁ dt.
0 n

Voir lexercice 10 de la banque CCINP.

N ! 7
'@'Méthode de passage a la limite dans l’intégrale par convergence dominée

Nous utiliserons plus tard le théoréme de convergence dominée qui repose sur des hypotheses moins restrictives :
e lintégration se fait sur un intervalle quelconque I  (plus nécessairement un segment)
e la CVS suffit  (plus besoin de la CVU)

e les fonctions u, doivent étre C,,  (plus nécessairement continues)

THEOREME : Intégration Terme & Terme (ITT) par CVU

> un [Cax; S b +0o +oo b
Lorsque ' alors / Z un(t) dt = Z/ un(t) dt.
2 n=0 n=0"%

les u,, sont CONTINUES sur [a, 0]

Preuve :  On applique le théoreme précédent a la suite (S,).

3 +o00 +oo 1
Exemple : Montrer que / Z 2" dx = —
0

n2n’
n=0 n=0

Erercice : 20 e

1 +oo 1 1

(V) Calculer /0 ; (E — n—th) dt.

Preuve :
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Voir lexercice 14 de la banque CCINP.

N\ ! 7/
'@'Méthode d’ITT par intégrabilité

On utilisera plus tard le théoréme d’ITT par intégrabilité qui repose sur des hypotheses moins restrictives :
e L’intégration se fait sur un intervalle quelconque I  (plus nécessairement un segment)
e Les fonctions u,, sont seulement ”intégrables” sur I  (plus nécessairement continues)

o la série ) [, |un| converge  (nouvelle hypothese!)

5 Dérivation et dérivées successives par CVU

cl la limite simple u
BUT : Présenter comment la CVU permet de transférer le caractere ¢ CP  des u, a = .
co° la somme S = Z Up,
n=0
ATTENTION : /\ Ce nlest pas la CVU de (up) ou de Yy up qui sera nécessaire.
1. Transfert C! par CVU :
(LEMME : CVU de la suite des primitives h
Soit I un intervalle de R et (¢,,) — ¢ une suite de fonctions de F(I, K).
On définit pour a € I :
x T
D, (z) = / on(t)dt et P(z) = / o(t) dt
a a
wn : I = K continues sur I
Lorsque alors (@) Yo sur tout segment de I.
cVU
(pn) — ¢ sur tout segment de [
(& J
Preuve : On considere [, ] C I avec a € [a, ] .
On majore |/ on(t) dt 7/ ©(t) dt| pour tout = € [, 5] par a,, — 0.

/N Ce nlest pas le théoréme de passage a la limite sous lintégrale précédente car ce lemme nous donne la CVU
d’une suite de fonctions et pas seulement la CVG d’une suite numérique.

( )

THiorimE ; Transfert ¢! par CVU

Soit (un)nen une suite de fonctions.

u,, sont de classe C! sur I w est de classe CL
Lorsque (up) CVS vers u sur [ alors { () vy
(ul,) CVU sur tout segment de I "o
(& J

Preuve :

e On se ramene au lemme en posant ¢, = ul, et ¢, continue sur I, la limite de (ul,).
x

On pose également ®,,(x) = / on(t) dt et O(x) = / (t) dt.

a

e D’apres le lemme, &, “Ye e ! sur tout SEGMENT de 1.
e Or, ¥, (x) = up(x) — up(a) = u(z) — u(a) = ().

o Ainsi, u est C! et en dérivant on obtient ¢ = u’.

ATTENTION : /N Ce n'est pas la CVU de (uy) mais celle de (u),) qui est nécessaire.
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Autre nom du théoréme

On peut voir ce théoréme comme un théoreme d’échange < limite +» dérivée > :

g / q ’
( lim un) = lim wu,
n—-+oo n—-+oo

1l n’existe pas de théoréme prouvant seulement la dérivabilité de u.

| PROPOSITION : Les mémes hypotheses donnent aussi la CVU de (uy,)nen vers u sur tout segment de I.

Preuve : Pour [a, f] C T et x € |a, ], 0ona:
[un(z) —u(z)] = |Pp(x) + un(a) — ®(x) — u(a)| < [®n(z) — ()| + |un(a) — u(a)| et donc :
lun(2) — u(@)| < [|@n — Pl + [un(a) — ula)|

e Importance de la CVU de (u))

n

/N Contrairement aux théorémes précédents, la CVU de (uy,) ne suffit pas pour le transfert de dérivabilité.

Exemple : Pour s’en convaincre, on peut étudier la suite (u,,) définie par u,(z) = y/22 + 1 sur R.

n

4 N\
TrBoREME : Transfert C' par CVU

Soit Y uy une série de fonctions qui CVS vers S sur I.

1
Les u,, sont C! sur I S est de classe C

Lorsque alors gl — +§ o
> ), CVU sur tout segment de T .
n=

On a de plus Y uy, %' S sur TOUT SEGMENT de 1.
-

| Preuve :  Corollaire quasi-immédiat du théoreme précédent.

Autre nom du théoréme

On peut voir ¢ca comme un théoreme d’échange > <> dérivée :

+oo , +oo
(D wn) =2 un
n=0 n=0
Voir l’exercice 16 de la banque CCINP.
Exercice : 27
SI=
() Déterminer le tableau de variations de S définie par S(t) = Z ~——— sur R,

n
n=0 +

27



<]
MP2-2024/2025 Suites et Séries de Fonctions numériques @\

Preuve :

Etudier les limites aux bornes.

Preuve :  Limite en 07 et +o0 :
e En 0" et +00 : La série vérifiant la CSSA, on encadre S;(z) < S(z) < Sp(x) :

11 1
L <8< =
ria I GRS

e En +00 : Avec la CVU au voisinage de +oc.

2. Application : Formule de I’exponentielle réelle

+o00 2"

On définit la fonction e par e(x) = Z —
n!

n=0

%;Etude de la fonction e

Définition : La fonction e est définie sur R car la série CVS sur R.  (avec la régle de d’Alembert)

x’ﬂ

Dérivation : On note un(z) = —.
n!

In_l

o Les u, sont C! et u, (z) = CEI
e Il est facile de montrer que Y u/ CVU (avec la convergence normale) sur tout segment [—a, aj.

e On applique alors le théoréme qui montre que :

too pn—1
e est Cl sur R et pour tout x e R:  €'(z) = ———— —e(2)-

— (n—1)!

Conclusion : e est la solution de y' = y qui vérifie y(0) = 1, c’est donc 'exponentielle réelle.

X g =1
THEOREME : Pour tout z € R,ona: e¥ = E — et en particulier e= E —
n! ‘ n!

n=0 n—=

En MPSI vous aviez déja démontré ce résultat grace a l'inégalité de Taylor-Lagrange.

Remarque : L’exponentielle complexe a été définie de la méme facon dans le cours sur les séries vectorielles.

3. Transfert CP par CVU :
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s B\
TroREME - Transfort C7 par CVU
Soit (un)nen est une suite de fonctions qui CVS vers w sur [ et p € N*.
1 t CP I
€5 tn SO ¢ surl (1) u est de classe CP sur [
les suites (uy), (ul), ... (up, ') CVSsurI = vk € [1,7] (u(k)) VS (M) qur T °
la suite (u%p )) CVU sur tout segment de I Bl tin
/N La CVU sur tout segment est uniquement nécessaire pour la suite (u%p)),
U J

| Preuve : Par récurrence. |

Remarque : On obtient également la CVU des suites (ugf )) sur tout segment de I pour tout k € [0,p — 1].

Autre nom du théoréme

On peut voir ce théoreme comme un théoreme d’échange limite <+ dérivée pieme :

( lim un)(p) = lim (P
n—-+oo n—-+oo

COROLLAIRE : Cas C*°

Pour montrer que w est C*° sur I, on montre que (u%p )) CVU sur tout segment de I pour tout p.

D/ Immédiat

Application : Ces deux théoremes sont inutiles pour les suites de fonctions car en général, la limite simple u est
connue explicitement. Ils sont en revanche indispensables pour prouver les 2 théoréemes suivants sur les sommes

de séries.
SRR N
THEOREME : Transfert C? par CVU
Soit Y uy, une série de fonctions que CV'S vers S sur I et p € N*.

les u,, sont CP sur I S est de classe CP sur [

!/ (p—1) +oo
Zu&,)Zun, ey up  CVSsurI = vk € [1,p], S® = Zu%k) .
> uy’ CVU sur tout segment de I o
a sur tout segment est uniquement nécessaire pour la série Y Uy .

(D La CVU sur tout t est uni t nécessai la série Y ul )

Remarque : On obtient également la CVU des séries Zuﬁ’“ ) sur tout segment de I pour tout k € [0,p — 1].

Autre nom du théoréme

On peut voir ¢a comme un théoreme d’échange > <> dérivée pieme :
+o00 ®) +o00
() =S
n=0 n=0

+oo
_1)n
Exemple : Etudier la convexité de de S définie par S(t) = E ( —i-)t
—_— n
n=0

sur RT*,

Preuve :
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COROLLAIRE : Cas C®°

Pour montrer que S est C* sur I, on montrera que » uSZ’ ) OVU sur tout segment de I pour tout p € N.

D/ Immédiat

Erercice : 28 e

00 T
cos(Z
(*) Montrer que la fonction f définie par f(z) = Z (2”) est C* sur R.
n
n=1
Preuve :
+00 1
4. Application & I’étude de la fonction Zéta :  Soit ((s) = —.
n
n=1

e Régularité :

+oo
_Inn)?
PROPOSITION : ( est donc C*° sur |1, 4o00| et pour tout p, nous avons : <2 (s) = Z ﬂ

n=

ns

—

Preuve :

— ( est clairement définie sur |1, +o0o].

1

ns

— On pose up(s) =
Uy, est C*° sur |1, +oo[ et pour tout p € N* on a : uﬁf)(s) = (_Zﬂ
(p) (Inn)? (Inn)?
— Sur tout segment [a, b] C]1, 4o0o[, on a |uy ' (s)| < ==~ avec ) =2~ converge.

Les séries ) ul? )(s) convergent donc uniformément sur tout segment de |1, +o0.

e Monotonie :

PROPOSITION : La fonction ¢ est strictement décroissante sur |1, +oo.

+oo
’ —Inn
Preuve :  Le théoréme de dérivation donne : ¢ (s) = E <0.

S

n=1

o Convexité :

PROPOSITION : La fonction ¢ est strictement convexe sur |1, +ool.

“+o0
Preuve :  Le théoreme de dérivation multiple donne : ¢ (s) = Z

n=1

In?n

S

>0

On peut déterminer les limites auz bornes a l'aide d’un encadrement de ((x) par 2 intégrales.
Cependant, on présente d’autres méthodes ci-dessous.
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7O\ ]"

e Etude asymptotique en +oo :

Limite :

PROPOSITION :  ((s) —— 1
s——+00

Preuve :  Le théoreme de la double limite (3 u, CVU sur [2, +oo]) donne :

+oo
) T 12 0=
n=1
Développement asymptotique :
1 1
PROPOSITION :  ((s) =1+ e 4 0(¥).
|
Preuve : Ona(d(s)—1=— —.
2° n=3 n?
On montre alors que le reste est un 0(2%) soit par majoration par une intégrale soit en étudiant 2°({(s)—1).

Pouvez-vous proposer une généralisation du développement asymptotique précédent ?

e Etude asymptotique en 17 :

Limite :

PROPOSITION :  ((s8) —— +00
s—1+

Preuve :  Compte-tenu de la limite attendue, le théoréme de limite par CVU ne s’applique pas.
Remarquons que par monotonie, la fonction ¢ admet bien une limite en 17.

n
1
On minore ((s) par Z o (pour tout n) puis passage a la limite s — 17.
k=1

Equivalent :

en 1.

PROPOSITION :  ((s) ~ ]
5—

Preuve :  Méthode usuelle par encadrement par deux intégrales.

e Graphe :

v

0] | §

Fonction ( restreinte a la variable réelle
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Complément : I’hypothése de Riemann

La fonction ( est liée aux nombres premiers par la relation suivante démontrée par Euler :

Vs > 1, g(s):]'[#L

peEP p°

Cette relation a permis & Riemann de donner une expression de la fonction de répartition des nombres
premiers. Cette expression dépend des zéros de la fonction ( étendue au plan complexe, qu’il faut donc
tenter de déterminer.

e Il a été prouvé que les valeurs —2k avec k € N* sont des zéros de ( étendue au plan complexe.

e L’hypothese de Riemann prétend que les autres zéros sont tous sur la droite x = %

Cette hypothese est encore a 1’état de conjecture et un prix de 1 million de dollars attend le
premier mathématicien qui permettra de la prouver ou de la contredire... A vous de jouer!!

Voir la vidéo de la chaine Youtube ”Science étonnante” : 7L’ ’hypothése de Riemann”
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