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Dans ce chapitre, nous allons voir que 1’étude des polynémes annulateurs d’une matrice ou d’'un endomorphisme nous
donne en particulier des informations sur :

e Leur spectre  (Les valeurs propres d’un endomorphisme sont parmi les racines des polynomes annulateurs)
e Leur diagonalisabilité  (un endomorphisme est diagonalisable ssi il annule un polynéme simplement scindé)

e Leur trigonalisabilité (un endomorphisme est trigonalisable ssi il annule un polynéme scindé)

Questions de cours a maitriser pour les colles :
e Les racines du polynéme minimal sont exactement les valeurs propres de u
e Lemme de décomposition des noyaux

e Deux endomorphismes diagonalisables commutent si et seulement si ils admettent une base commune de
vecteurs propres

e CNS de diagonalisabilité a ’aide d’un polynéme annulateur
e CNS de trigonalisabilité a ’aide d’un polynéme annulateur

e Définition, propriétés et dimension des sev caractéristiques d’un endomorphisme trigonalisable
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1 Polynéme en un endomorphisme/matrice

Dans cette partie :

FE est un K-ev de dimension quelconque

u, v e L(E)
A, B e M, (K)
P, Q, R e K[X]
( N
DEFINITION : Lorsque P = Z ar X" et u € L(F), on note :
k=0
N
o Plu) = Z agu® € L(E) /N La constante ag du polynome devient agidg
k=0
N
e P(A) = Z apA¥ € M, (K) /N La constante ag du polynoéme devient agl,,
k=0
(.

fNotation : Image de z par P(u)

| VAN L’image de « € E par I’endomorphisme P(u) est notée P(u)(z) ou [P(u)](x).
1l ne faut donc surtout pas écrire Pa{T]) qui a un tout autre sens.

( a N
THEOREME FONDAMENTAL :

P = P P

En particulier :

P(A)

L e (PxQ)(u) =P(u) x Qu) e (PxQ)A) =P(A)oQ(4)

oy K[X] — L(E) et pa @ K[X] — I, (K) sont des morphismes d’algebre.
H

o (AP + Q) () = AP(u) + pQ(u) o (\P+pQ)(4) = AP(4) + jQ(A)

Preuve :  Non démontré car ennuyeux...

Conséquence : On peut remplacer X par A ou u dans toute relation polynémiale. /N 3 la constante

Exemples :

P
P
P(u)=(u+aidg) o (u+bidg)
P(A) = (A+al,)(A+0bI,)

~

COROLLAIRE : Commutativité de deux polynémes en { Z

En général, les endomorphismes et les matrices ne commutent pas.

,ona:

Cependant, lorsque P, @ € K[X] et { A € M, (K)

.

ue L(E) P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u)

~
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Remarque : le symbdle < o > est en général ommis : P(u) o Q(u) sera plus rapidement noté P(u)Q(u).

(DéFINITION : Polynéme d’endomorphisme/matriciel
On dit que :

o v est un polynéme en l'endomorphisme u € L(E) lorsqu’il existe P € K[X] tel que v = P(u).
e B est un polynéme en la matrice A € M, (K) lorsqu’il existe P € K[X] tel que B = P(A).

(.

(@) Notations :  K[u] = {P(u) | P€K[X]} et K[A]={P(A)|PeK[X]}

K[u] et K[A] sont deux sous-algebres COMMUTATIVES de £(E) et de M, (K).

Ce sont, respectivement, les plus petites sous-algébres de L(E) et M, (K) contenant u et A.

Im P(u)

e ) sont stables par v.

PROPOSITION : Lorsque uov =vowu: Pour tout P € R[X], {

En particulier Im P(u) et ker P(u) sont stables par w.

Prewve : v et P(u) commutent et on peut donc appliquer un théoréme connu.

Exemple : © Lorsque u o v = v o u, les sous-espace propres de u sont stables par v.

PROPOSITION : Lien entre polynéme d’endomorphisme et polynéme matriciel

e est une base de E
Lorsque ¢ u € L(E) ,ona: Mate(u)=A = Mat.P(u)=P(A).
A e M, (K)

Preuve : Car Papplication Mat, est linéaire.

2 Polynomes annulateurs

1. Définition - Exemples :

DEFINITION : Polynéme annulateur

On dit que P € K[X] est un polynéme annulateur de { Z lorsque { ]Izgqj& :%i
2. Exemples de polynémes annulateurs non nuls :
e Homothéties. o A€ My(K)
e Projecteurs et des symétries o A =Diag(A1, ..., An)
° Endomorph?sme nu.l o A M, (K) avec AP = I,
e Endomorphismes nilpotents. )
o uc L(E) avec u® = 2u — 3idg o A=Diag(As, ..., 4)
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Nous verrons que le polynome caractéristique de { Z est annulateur de { Z , cad { Xu(w)

e Unicité : NON car si P est annulateur, alors PQ ’est aussi.
e Ixistence :

NON en dimension infinie la dérivation dans K[X].

OUI en dimension finie.

3. L’ensemble des polynomes annulateurs

Nous venons de voir qu’en dimension finie, cet ensemble n’est pas réduit a {0}.
Que peut-on dire de plus?

THEOREME FONDAMENTAL : Idéal des polyndémes annulateurs

L’ensemble des polynomes anulateurs est SV e K[X].
un idéal

En particulier : P(u) =0 = VQ € K[X], QP(u)=0 (Idem pour les matrices).

Preuve : Pas de difficulté.

Remarque : Ce n’est pas un sous-anneau car il ne contient par I’élément neutre 1 pour la multiplication.

(TukorEME : Définition du polynéme minimal
Soit u € L(FE) non nul, admettant un polynéme annulateur non nul.

Il existe un unique polynome II, tel que :
e I, est unitaire et annulateur de u

e II, divise tout polynéme annulateur de u.

Ce polynome est appelé le polynome minimal de w. (il n’est pas constant!)
_

~

Preuve : L’ensemble I des polynémes annulateur de u est un idéal de 'anneau principal K[X].
Il existe donc un unique @ tel que I = Q.K[X] avec @ unitaire.

Remarque :

e Le polynome minimal est également parfois noté p,
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e On définit de facon analogue le polynéme minimal d’une matrice.

e (C’est le plus petit polynéome annulateur unitaire en terme de degré.

PROPOSITION : Toute matrice et tout endomorphisme en dimension finie admet un polynéme minimal.

Preuve :  Lorsque dim E = n, on a dim £L(E) = n? et donc la famille (idg, u, u?, ..., u”z) est liée.

[ PrOPOSITION :
e Lorsque A = Mat,(u), on a I, =II4.

e Lorsque A et B sont semblables, on a I14 = IIg

| Preuve : wu et A ont le méme ensemble de polynémes annulateurs.

'\@,'Méthode : Pour déterminer le polynéme minimal de u € L(E)

e Pour commencer, nous avons besoin d'un polynéme annulateur P non nul :
— Qui nous donne une idée du degré de II,, : degIl, < deg P

— Qui nous permet de limiter le champ d’étude : II,, est parmi les diviseurs de P
e On teste alors les diviseurs en commencant par ceux de plus bas degré.

Nous verrons plus loin qu’il est possible de déterminer directement le polynome minimal d’un endomor-
phisme diagonalisable.

d’une symétrie

, .. non triviales.
d’une projection

Exemple : Déterminer le polynéme minimal {

4. Polynomes annulateurs et valeurs propres : Soit P € K[X]

u € L(E)

AeMm,( (A)

LEMME : A valeur propre de {

P(u)
K) = P()) est valeur propre de { P . ’

Preuve :  Facile en prenant un vecteur propre de u associé a . |

Remarque : La démonstration précédente prouve également que Ey(u) C Egy)(Q(u)).

COROLLAIRE :

Les valeurs propres de { u

A sont PARMI les racines de tout polynéme annulateur de { u

i

Preuve :  Conséquence immédiate du lemme précédent en remarquant que Sp(0) = {0}.

/N Toutes les racines d'un polynome annulateur ne sont pas nécessairement des valeurs propres !

Exemples :
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o Les valeurs propres d’une projection sont parmi les racines de X2 — X.
o Les valeurs propres d’une symétrie sont parmi les racines de X2 — 1.

e ( est la seule valeur propre d’un endomorphisme nilpotent.

g
THEOREME : Valeurs propres et racines du polynéme minimal

Pour u € L(E) et A € M, (K)

U
de A de A °

(. J

d . R ..
Les valeurs propres { ¢ sont exactement les racines du polynome minimal { o

Preuve :
e Nous avons vu que les valeurs propres sont parmi les racines de II, car II, est annulateur.

e Supposons que II,, admette une racine A € C qui n’est pas valeur propre.
On a alors IT,, = (X — A)Q(X) et donc (u — Aidg) o Q(u) = 0.

u — Aidg étant inversible, on a Q(u) = 0 ce qui contredit la définition de IL,.

COROLLAIRE : Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Lorsque u € L(E) est diagonalisable, avec Sp(u) = {A1, ..., Ay}, ona:

I(X) = (X = M)(X = A2) ... (X = )\)

.

Preuve :  Ce polynéme est bien annulateur de u et c’est celui de plus petit degré dont les racines sont
les valeurs propres de u.

Exercice : |
(V) Soit P € M, (K) la matrice d’un projecteur.

Déterminer les valeurs propres potentielles de ¢ : 9, (K) — M, (K)
M — MP+PM

Preuve :  On recherche un polynéme annulateur de degré 3 en calculant ¢*(M).

Erercice : 2 e

(V) Que pouvez-vous dire de A € M3(R) vérifiant A3 = 137

e Spectre?

Preuve : X3 —1= (X —1)(X — j)(X — j?) est annulateur de A et donc Sp(A) C {1, 4, j%}.
Mais comme A € M3(R), alors Sp(A) C {1}.
Or A est de taille impaire donc A admet une vp et donc Sp(A4) = {1}.

e Inversibilité?

Preuve : On a A® = I3 donc A.A% = I3 et donc A est inversible d’inverse A2.

e Trace et déterminant ?
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Preuve :  Nous savons que :
Tr(A) est la somme des valeurs propres complexes comptées avec leur ordre de multiplicité.

det(A) est le produit des valeurs propres complexes comptées avec leur ordre de multiplicité.

— Cas ou 1 est la seule valeur propre complexe :  Tr(A) = 3 et det(A) =1

— Sinon, j ou j2 est valeurs propre complexe.
Mais comme A € M3(R), alors elles sont toutes les 2 valeurs propres.
Ainsi A admet 3 valeurs propres complexes distinctes et est donc diagonalisable dans 95(C).
De plus Tr(A) =1+ j+j2=0et det(4) = 1.5.52 =3 =1

Remarque : La connaissance d’un polynéme annulateur peut donc apporter de nombreuses informations.

5. Théoreme de Cayley-Hamilton : Pour u € L(E) et A € M, (K)

THEOREME FONDAMENTAL : Cayley-Hamilton

de u

Le polynoéme caractéristique { de A

eu
de A est annulateur{

Preuve :

e Cas d’une matrice diagonalisable : Pas de difficulté.

e Cas général : NON exigible!!
On prouve facilement ce théoreme dans 9, (C) par densité de D,,(C) et continuité de M +— P(M).

Une démonstration complete est proposée dans la feuille de TD.

Exemple : Ce théoréme confirme que P = X? — Tr(A)X + det A est un polynéme annulateur de A € M5 (K).

COROLLAIRE : Degré du polynéme minimal

e Pour A € M, (K) différente de AI,,, nous avons : 2 <deglly <n.
e Pour u € L(F) différent de \idg avec dim F = n, nous avons : 2 < degIl, < n.

Preuve : Il4 divise x4 qui est de degré n.

Remarque : Si nous savons que Card(Sp(A4)) = p alors nous avons plus précisément : p < deglly < n.

Erercice : 8
(V) Montrer, lorsque dim E < 400, que I'inverse de u € GL(E) est un polynéme en w.

Ezercice : /
(V) Montrer qu’en dimension finie, tout u € L(F) admet une droite ou un plan vectoriel stable.
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Preuve :  Avec un polynéme annulateur...
Soit x, le polynéme caractéristique de u.

e On peut décomposer x, = P1 Py ... Py, avec Py, irréductibles de R[X].
e Puisque y,(u) =0, alors Pj(u) o Pa(u)o--- 0 Py(u) =0 et donc 'un des Py (u) n’est pas injectif.
— Si P, =X — X\: Xest vp et si a est un vecteur propre associé, alors Vect(a) est stable par w.

— Sinon, P, = X? + pX + q avec A < 0.
Comme il existe a # 0 tel que Px(u)(a) = 0, on obtient u?(a) + pu(a) + ga = 0.
On montre alors que Vect(a, u(a)) est stable par w.

ue L(E)

A€ M(K) divise le polynome caractéristique.

COROLLAIRE : Le polynéme minimal de {

Preuve : Le polynéme minimal divise tout polynéme annulateur de w.

Cela restreint le champ d’investigation pour déterminer le polynéme minimal.

" = - Y
COROLLAIRE : Forme du polynéme minimal lorsque Y, est scindé

T
Lorsque x4 (X) = H(X —A)™ (X = A\)™r alors I1,, est de la forme :
k=1

O, = [J(X = a)™ (X = A)™  avec Vke[Lr], 1<ax <my
k=1

6. Applications du polynéme minimal ou d’un polynéme annulateur

(a) Etude de inversibilité d’une matrice :

'\@,'Méthode : Etude d’inversibilité

— Lorsque ) =0 , la matrice A est inversible et on obtient facilement A~1.
P(0)#0
A% +24 A% +24
Exemple : A3 4+242 -2, =0 = A.% = I,, et donc A est inversible avec A~ = %

— Lorsque A est inversible, un polynéme annulateur permet d’obtenir A~!.

Exemple : Supposons que A est inversible avec A3 + 242 — A4 = 0.
En multipliant par A=! on obtient A% + 24 — I,, = 0 puis A(A + 2I,,) = I,,.
On adonc A~! = A+ 21,

(b) Calcul des puissances de A :

'\@,'Méthode de calcul de A*

e On effectue la division euclidienne de X* par IT4 :
X* =T4Qi + R et on obtient AF = Ri(A)

e On détermine alors Ry grace aux racines de I14.
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On peut appliquer cette méthode avec un polynéme annulateur quelconque, mais le résultat obtenu est
I plus compliqué.

Les résultats précédents sont bien entendu également valables pour les endomorphismes.

. . 1 1
Exemple : Déterminer les puissances de A = (_2 4).

(c) Recherche d’une base de K[A] :

Soit A € 9, (K).

THEOREME : Structure de K[A]

K[A] = Vect(I,, A, ..., A%

Si deglIly = d, alors : {diszd

Preuve : Facile avec la division euclidienne.

On en déduit que si A € M, (K), alors dimK[A] < n.

(d) Divers : La donnée d’un polynéme annulateur permet également :
e D’avoir des informations sur les valeurs propres potentielles

e De conclure & la diagonalisabilité / trigonalisabilité — (Voir la partie suivante...)

Voir lexercice 91 de la banque CCINP.

3 Application des polynémes annulateurs a la réduction

La dimension de E est de nouveau FINIE et on prendra u € L(E).

e Nous verrons que si un polynoéme annulateur vérifie certaines propriétés (scindé ou scindé simple) alors on peut
en déduire que u est trigonalisable ou diagonalisable.

e Ces théoremes ne peuvent étre démontrés qu’apres avoir vérifié le lemme de décomposition des noyaux.

e Nous terminerons par la décomposition de Dunford, qui permet de justifier ’existence d’une base dans laquelle
un endomorphisme trigonalisable admet une matrice particulierement simple.

1. Décomposition des noyaux :

(THEOREME Décomposition des Noyaux :
Lorsque P, P, e K[X] avec Py APy, =1¢et u € L(E).

P=P P, = kerP(u)=kerP(u)® ker Py(u)

Lorsque P est annulateur de u, cela donne : E = ker Py (u) @ ker Pa(u).
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Bien entendu, nous avons le méme résultat pour les matrices.

Preuve :  La théoreme de Bezout appliqué a P; et P, permet de
e Montrer que la somme est directe
e Montrer que ker P(u) C ker P;(u) @ ker Py(u)

( 2z hY ’ ’ . . ’ ° .
THEOREME : Généralisation de la décomposition des noyaux

Lorsque Pi, P, ..., P, € K[X] sont premiers entre eux 2 & 2, on a :

P=PP,...P, = kerP(u)=kerPi(u)®: - ®kerP,(u)

| Lorsque P est annulateur de u, cela donne : E =ker P (u) @ - - - @ ker P, (u).

| Preuve : Par récurrence.

@ A noter!

e Ce résultat est tres intéressant car, appliqué a un polynome annulateur, il nous donne une
décomposition de E en sev stables et supplémentaires.

e Ce résultat est utilisé en fin de chapitre pour établir la décomposition de Dunford.

(, . . N ~
COROLLAIRE : Application & un polynéme annulateur

T
Lorsque P est un polynoéme annulateur de u et scindé de la forme P = H(X — X)), on a:
k=1

E = @ker(u — A\ idg)**

G =l J

Exemple : On retrouve le fait que les sev caractéristiques des projecteurs et des symétries sont supplémentaires.

Erercice : )
(V) Un résultat utile pour prouver ’unicité de la décomposition de Dunford

P=PP

Soit u € L(FE) et P € K[X] annulateur de u tel que { PAP =1

Le théoréme de décomposition des noyaux nous dit alors que : E = ker(P;(u)) ® ker(Pa(u)).
Montrer que les deux projecteurs associées a cette décomposition sont des polynémes en u.

Preuve :
e Nous avons P1@Q1 + P,Q2 = 1 d’apres bezout, et évaluant en u : idg = Py (u)Q1(u) + Pa(u)Q2(uw).
e Pour tout z € E, nous avons donc x = Py (u)Q1(u)(z) + Pa(u)Q2(u)(z) avec :

{ Pi(u)Q1(u)(z) € ker(Pa(u))
Py (u)Q2(u)(x) € ker(Py(u))

. SN . . p=P 1
e Les projecteurs associées a la décomposition sont { p 1 ()Qn (u

¢ = Po(u)Qs EU , des polynomes en wu.

~— —

Voir les exercices 62 et 93 de la banque CCINP.

10
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2. Caractérisation de la diagonalisabilité :

(o7~ AT, 2 3 o 2 . )
THEOREME : Caractérisation de la diagonalisabilité (pour un endomorphisme)
(7) u diagonalisable <= (i¢) w annule un polynéme scindé a racines simples.
<= (#4i) II, est scindé & racines simples
Dans ce cas, nous avons alors : I, = H (X —\).
AESp(u)
\Un polynome scindé a racines simples est dit ”simplement scindé” )

Bien entendu, nous avons le méme résultat pour les matrices.

Preuve :
e (i) = (i1) : Facile matriciellement en prenant P = H (X = N).
A€Sp(u)
e (ii) = (4i4) : Immédiat car I, divise tout polynéme annulateur.

e (iii) = (i) : On applique le lemme de décomposition des noyaux.

N ! 7
'@'Méthode : Diagonalisabilité et polynéme annulateur
e Pour montrer que A (ou u) est diagonalisable :
— on peut regarder si on dispose d'un polyndéme annulateur simplement scindé.

— on peut rechercher un polynéme annulateur

e Sachant que u € L(F) est diagonalisable :

On peut en déduire que II, = (X — X\ )(X — Ap) ot Sp(u){A1,..., Ap}.

Exemples : Les endomorphismes suivants sont diagonalisables

e Les symétries et les projecteurs, dont la transposition matricielle.
o u € L(F) vérifiant uP = idg lorsque E est un C-ev.
o u € L(E) vérifiant u® + 2u — 3idg = 0.

Erercice : 6 e

(V) Montrer que ¢ : M, (K) —  M,(K)  est diagonalisable lorsque P? = P.
M — MP+PM

| Preuve :  Nous avons constaté précédemment que @3 = 32 — 2.

Erercice : T v

(V) Soit u € L(E) tel que {

u? est diagonalisable

0 & Sp(u)

Montrer que u est diagonalisable.

et F est un C-ev.

Preuve :

11
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Frercice : 8
(¥) Soit A € M, (K) telle que A% + I,, = 0.

1. A est-elle diagonalisable 7

Preuve :
e SiK=R:P = X2+1 est annulateur donc IT4 divise X241 qui est irréductible et donc IT4 = X2+1.

e SiK=C:P= (X —1i)(X +1) est un polynéme annulateur simplement scindé.

2. Donner la trace et le déterminant de A.

Preuve :  On raisonne dans M, (C) afin de tenir compte des valeurs propres complexes.
e A est diagonalisable d’apres la caractérisation précédente et Sp(A) C {—i,4}.

e A admet au moins une valeur propre complexe i ou —i car A est trigonalisable dans 9t,,(C).
On peut également discuter selon la forme du polynéme annulateur.

e Comme les valeurs propres de A sont conjuguées deux a deux de méme ordre de multiplicité, alors :
Sp(A) = {—i,i} chacune d’ordre %.

e Nous avons donc Tr(A) = Z et det(A) = H A comptées avec leur ordre de multiplicité.
AESp(A) A€SP(A)
e D’ol la trace et le déterminant.

Brercice ! 9
(%) Soit v un endomorphisme diagonalisable d’'un R-ev E de dimension n tel que (idg, u, ..., u™" 1) est
libre. Montrer que u possede n valeurs propres distinctes.

l LEMME : Si F est stable par u alors le polynéme minimal de up divise le polynéme minimal de u. |

| Preuve : Le polyndéme minimal de u est annulateur de ur. |

(THEOREME : Transfert de diagonalisabilité aux endomorphismes induits

Lorsque F' est stable par u

u diagonalisable = wup diagonalisable.

Preuve : 11, divise II,, qui est scindé simple.
On peut également travailler avec un polynome annulateur simplement scindé !

Erercice : 10 e

(%) Soit A; € M (K) et Ay € M, (K) et A — (f(‘)l ﬁz) €M1y (K).

1. Montrer que si A est diagonalisable alors A; et A, le sont.
Comment utiliser la contraposée de ce résultat ?

12
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A condition de pouvoir justifier ce résultat, il pourra étre utilisé dans les raisonnements.

2. On suppose ici que Az = 0.
Montrer alors la réciproque de la proposition précédente.

3. Que dire de I14,, I14, et II4 lorsque A3 =07

Voir l’exercice 88 de la banque CCINP.

Erercice : 1]
(©Q) Endomorphismes co-diagonalisables

commutent

sont diagonalisables ’ alors il existe une base commune de vecteurs propres.

Montrer que si u et v {

On dit que u et v sont co-diagonalisables.

Preuve :

e u est diagonalisable et pour tout A € Sp(u), E)(u) est stable par v.

e E)(u) admet donc une base de vecteurs propres de v (qui sont également vecteurs propres de )

Donner la traduction matricielle de ce résultat.

LErercice : 12 e
(V) Les sev stables d’un endomorphisme diagonalisable

Les sev stables par u € L(FE) diagonalisable sont ceux qui admettent une base de vecteurs propres.

Preuve :

= Si F est stable par u, alors up est diagonalisable.
Or, les vecteurs propres de up sont également des vecteurs propres de u.

< Immeédiat.

3. Trigonalisabilité :

(a) Caractérisation de la trigonalisabilité :

THEOREME FONDAMENTAL : Caractérisation polynémiale de la trigonalisabilité

(7) u trigonalisable <= (i) u annule un polynéme scindé de K[X] (par exemple x.,)
<= (#4i) le polynome minimal II,, est scindé dans K[X]

13
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Preuve :  Seule I'implication (iii) = (i) pose probleme.
m

On applique la décomposition des noyaux a I, = H(X — M)
k=1
e L’endomorphisme induit par v sur Ny, s’écrit up = A idNAk +ni avec ny nilpotent car n‘,:" =0.
e On sait qu’il existe une base de N, dans laquelle la matrice de nj, est triangulaire supérieure.

e En concaténant ces bases, on obtient une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire.

(COROLLAIRE : Version matricielle )

e Caractérisation :

(1) A trigonalisable <= (i¢) A annule un polynéme scindé de K[X] (par exemple x4)
<= (%) le polynéme minimal IT4 est scindé dans K[X]

e Et : Toute matrice trigonalisable A € 91, (K) est semblable & une matrice triangulaire de la forme :

By (0) Ao X x
. avec pour tout k € [1,p], Br=| ¢ . x
(0) B, 0 0 X

- J

Preuve :  En concaténant des bases de trigonalisation des uj qui sont bien trigonalisables car ils annulent
le méme polyndme scindé que u (canoniquement associé a A).

La réduction d’une matrice trigonalisable peut encore étre améliorée grace a la réduction de Jordan (HP!).

Y ! 4
'@'Méthode : Pour trigonaliser une matrice A

A partir d’'un polynéme annulateur scindé (par exemple y4), on détermine la forme de la matrice
semblable triangulaire T'. On recherche alors une base de K™ dans laquelle T est la matrice de u.

4 1 1
Exemple : Trigonaliser la matrice A= |2 4 1 | sachant que ya(X) = (X —6)(X — 3)2.
01 4

Réponse : D’apres le théoreme précédent, A est semblable a une matrice de la forme T =

S OO
S Ww o
w o o

La décomposition de Jordan (HP) assure que l’on peut choisir v = 1.
On vérifie que c’est le cas et on détermine au passage la valeur de « en introduisant u ’endomorphisme
canoniquement associé a A.

N
‘@'Méthode : Pour prouver la trigonalisabilité

| On peut rechercher un polynoéme annulateur scindé (éventuellement x,, ou x4).

Erercice : 18 e
(V) Trigonalisabilité des matrices symétriques réelles.

La preuve de leur diagonalisabilité sera vue en fin d’année.  (théoréme spectral)
En attendant, nous pouvons toujours commencer par prouver qu’elles sont trigonalisables.

Soit S € S, (R).

1. Prouver que la matrice I + S? est inversible.

14
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S

2. En introduisant un polynoéme annulateur de S, prouver que S est trigonalisable.

(b) Les sous-espaces caractéristiques :

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux endomorphismes u € L(E) trigonalisables.

r

Xu est alors scindé et de la forme :  yx, = H(X — M)

k=1
(; 4 s . N\
DEFINITION : Sous-espaces caractéristiques de u.
D’apres Cayley-Hamilton, le lemme de décomposition des noyaux nous donne alors :
-
E= @ ker(u — A\ idg)™*
k=1
\Les sev Ny, = ker(u — Apidg)™  sont appelés les sev caractéristiques de u. )
1 0 00
- 0 2 10 N7 = ker(u — idg)
E le : L - ¢ A= LA
xemple es sous-espaces caractéristiques de 00 2 0 sont { No = ker(u — 2idp) 3
0 0 0 2
Remarque : L’intérét des sous-espaces caractéristiques réside essentiellement dans le fait que :
e ils sont stables
e ils sont supplémentaires dans F
e les endomorphismes induit par u sur chacun d’eux se décompose de fagon intéressante.
(PROPOSITION : Propriétés des sous-espaces caractéristiques )
e Les sous-espaces caractéristiques N, = ker(u — A idg)™* sont STABLES par w.
On pourra noter ug les endomorphismes induits par u sur les sev Ny, .
m
e Ils sont SUPPLEMENTAIRES : E = EB Na,.
k=1
La connaissance des uy suffit donc a caractériser u.
La matrice de u obtenue dans une base adaptée a cette supplémentarité est donc diagonale par blocs.
(. J

Preuve :

e La stabilité est immédiate par commutativité de deux polynoémes d’endomorphismes.

e La supplémentarité est immédiate avec le lemme de décomposition des noyaux.

15
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D%,

p
PROPOSITION : Propriété de uj induit par u sur Ny,

e Sp(ux) = { A}

L .| dp = Apidy
e Plus précisément, nous avons ui = di + ng ol { Ak

ny est nilpotent

Preuve :

e Le polynéme (X — A,)™* annule uy, donc uy, est trigonalisable et admet Ay, pour seule valeur propre.

e Il suffit de remarquer que ny = up — )\idN)\k € L(N,,) est nilpotent car nzu’“ =0.

C’est en concaténant des bases de trigonalisation des nj, que nous obtenons une base de trigonalisation de u.

(- s . . ~ o e
PROPOSITION : Sev caractéristiques et polynéme minimal

T
Lorsque II,, = H(X — A\x)%*, nous avons également :
k=1

N)\k = ker(u — )\k id.E)C”C

kOn préférera cependant la définition Ny, = ker(u — A idg)™* obtenue a aide de xu.

Preuve :
On remarque que les ker(u — A\, idg)®* sont supplémentaires et ker(u — A idg)* C Ny, .

Remarque : Les projecteurs spectraux  (Voir l'épreuve d’écrit CCINP-2023-Math2-MP)

e Les projecteurs pj, sur Ny, parallelement a @, 2k N, sont appelés les projecteurs spectrauz.
e On démontre que ce sont des polynémes en u. (Ecrit CCINP-MP 2023)

Preuve : Avec le théoréme de Bezout appliqué aux polyndémes (X — Ag)™* et Qx = W

Erercice : 1/ e
(%) Soit u € L(F) diagonalisable.
Montrer que les sev propres et les sev caractéristiques de u sont confondus.

Preuve :

PROPOSITION : Dimension d’un sev caractéristique

La dimension du sev caractéristique associé a X\ € Sp(u) est égale a 'ordre de multiplicité de A.

En d’autres termes : dim Ny, = my,.

;
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P
Preuve : Notons y, = H()\ — k)™, N = ker(u — A idg) ™, di, = dim Ny, et up, = up, .
k=1
P
e La décomposition des noyaux nous donne F = @ Ni.
k=1
P
En se placant dans une base adaptée, on obtient alors la décomposition y, = H Xy
k=1
e Recherchons alors xy, -
Comme (X — A;)"* annule uy, alors uj, est trigonalisable et Sp(ug) = {Ar}.
On en déduit que Yy, (X) = (X — \g)%.
P P
e Nous obtenons ainsi deux expressions pour Y, qui nous donnent : H (A=) % = H (A= Ap) ™.
k=1 k=1
Par unicité de la décomposition en polynoémes irréductibles on en déduit que dy = my,, .

-1 0 0 2
) 10 2 -1 8 dim(N_;) =1
Exemple : Lorsque A = 0 0 o o] nousavons { dim(Ny) = .
0 0 0 2

| Preuve : Vérifier ces résultats en déterminant Ny et No.

Brercice : 15 e
(V) Soit u € L(E) avec E un C-ev de dimension finie.
Montrer que les sev propres et les sev caractéristiques de u sont confondus ssi u est diagonalisable.

Preuve :

(c) Bilan :

'Bilan : Lorsque Y, est scindé

P
En notant y, = H(/\ — )"
k=1

u est trigonalisable.

M de u.

E est somme directe des sous-espaces caractéristiques Ny, = ker(u — A idg)

On peut également obtenir les sev caractéristiques a ’aide du polynéme minimal IL,,.

e Les sous-espaces caractéristiques Ny sont stables et de dimension : dim Ny, = my,

La matrice de v dans une base obtenue en réunissant des bases des N, est diagonale par blocs.

u induit sur chacun des N, la somme d’une homothétie dj et d’'un endomorphisme nilpotent ny.

En concaténant des bases de trigonalisation des ng, on obtient une base de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale par blocs triangulaires.

4. Musculation : Décomposition de Dunford (HP)

17
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(COROLLAIRE : Décomposition de Dunford
Tout endomorphisme v € L(E) trigonalisable s’écrit sous la forme v =d +n ou :

e d est diagonalisable,
e 1 nilpotent,

e don=nod.

\Ce résultat est également valable pour les matrices A trigonalisables.

Preuve :

e Matriciellement : La décomposition de E selon les sev caractéristiques nous donne une base e dans
laquelle Mat, u permet de conclure.

e Avec les endomorphismes induits : Par intuition, on définit d et n en posant dy, = d et nn, = ng
et on vérifie que ces deux endomorphismes conviennent.

4

Ny

'@'Méthode : Pour obtenir la décomposition de Dunford de u
e On recherche les sev caractéristiques Ny, de u.

e On pose alors di = A\ idNAk et np = up — dy.

e En se placant dans une base adaptée a la décomposition selon les sev caractéristiques, on obtient
les matrices de d et n.

(LEMME : Un résultat utile pour prouver ’unicité de la décomposition

Les endomorphismes d et n obtenus précédemment dans la démonstration de Dunford sont des polynémes
en u.

kCela prouve au passage que d et n commutent bien.

Preuve :  Pour tout k € [1,¢], notons py, le projecteur sur Ny, parallelement & @ Ny, .
ik
Ces projecteurs sont appelés « projecteurs spectraux >.
On vérifie alors facilement que d et A\;p1 + --- + Aipy coincident sur les N,. Comme les projecteurs py
sont des polynomes en u alors d et donc n = u — d sont des polynémes en w.

PROPOSITION : La décomposition de Dunford est unique.

Preuve : Unicité de la décomposition :
Soit d’ et n’ un autre couple donnant la décomposition de Dunford.
On a alors en particulier d+n=d +n' et doncd —d =n —n'.

e Montrons que d — d’ est diagonalisable :
Comme d’ commute avec n’ il commute avec u = d’ +n' et donc avec d qui est un polyndéme en wu.
Comme d et d' sont diagonalisables, alors ils sont co-diagonalisables (cf exercice).
d — d’ est donc diagonalisable.

e Montrons que d — d’ est nilpotent :
Comme d et d’ commutent, alors n = u — d et n’ = u — d’ commutent également.
En notant p et ¢ leur indice de nilpotence on a alors (n — n’)PT4+1 = 0.
n —n’ est donc nilpotent et comme n —n’ = d — d’ alors d — d’ est nilpotent.

e Conclusion : )
d — d' étant finalement diagonalisable et nilpotent on a d —d’ =0 et donc d=d' et n =n'.

18



o
(Z’

MP2-2024 /2025 Réduction Algébrique I

(PROPOSITION : Applications usuelles de la décomposition de Dunford : u=d+n

e Le calcul de puissance d’un endomorphisme

e Le calcul de I'exponentielle d'un endomorphisme

\Voir Uépreuve d’écrit CCINP-2021-Math2-MP

Preuve :
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