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Pour rechercher un équivalent d’une somme partielle .S,, ou d’un reste partiel R, nous commencerons par rappeler la
technique d’encadrement par des intégrales. Une autre possibilité serait de sommer la relation d’équivalence u,, ~ v,
(f(z) ~ g(x))... Mais a-t-on le droit de la faire?...

Plus généralement, on pose dans ce chapitre, la question suivante :

Peut-on, pour étudier le comportement asymptotique d’'une somme ou d’un reste partiel :
e sommer des relations de la forme u,, = o(vy,), u, = O(vy,) ou uy, ~ vy, ?
e intégrer des relations de la forme f(z) = o(g(x)), f(x) = o(g(z)) ou f(z) ~ g(x)?

La réponse est "Oui!!”...
Mais uniquement lorsque certaines hypotheses (que nous allons voir) sont vérifiées!

Dans tout ce chapitre, les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et sont & valeurs dans K = R ou C.
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MP2-2024/2025 Comportement asymptotique des sommes et restes partiels

1 Somme et Reste partiels d’une série de Riemann

11 faut savoir retrouver rapidement les deuz résultats suivants qui seront utilisés pour l'étude asymptotique des sommes
et restes partiels quelconques

[ProPOSITION : Equivalent de R, lorsque a >1 (CVG)

+oo
1 1 1
Hn = Z ke T a—1no 1

k=n+1
AN
Preuve :  On encadre Z o bar deux intégrales et on fait N — +o0.
k=n-+1
=11
En particulier : Z =z~
k=n+1

(ProposITION : Equivalent de S, lorsque o < 1 (DIV)

n
1 11
Sn=) ta~ T arac
k=1

\Au facteur multiplicatif pres, l'équivalent de S, et de R, sont identiques.

| Preuve :  On distingue les cas ou o > 0 et a < 0 et on procede a des encadrements par des intégrales.

n
1
En particulier : — ~2v/n.

PROPOSITION : Equivalent de S,, lorsque oo =1 (DIV)

n
k=1

=Inn+ v+ o(1)

x| =

|P7"euve : Connu!

2 Somme et Reste partiels d’une série numérique

des 70” convergente pour R,
Idée : On peut sommer { des ”O” lorsque la série est de SIGNE CONSTANT apcr et est{ ou
des 7~ divergente pour S,

1. Cas de la convergence : Dans ce cas, on s’intéresse & R,
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(THEOREME : Etude asymptotique de R, pour une série.

Soit > vy, une série réelle de SIGNE CONSTANT (apcr) e CONVERGENTE.

—+o0 —+o0 —+o0 —+o0
o Siu, =o(vy) alors > u, converge et Z up = o Z vE) Ou encore Z o(v) = o Z V).
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n-+1
+oo +o0 +o0 +o0
e Siu, =O0(vy,) alors > u, converge et Z ug = O( Z VE) OU encore Z O(vg) = O( Z
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
—+oo —+oo
e Siwu, ~ v, alors Y u, converge et Z Ug ~ Z Vg
\_ k=n+1 k=n+1 )

En d’autres termes :

convergente

L .
orsque ) un st { de signe constant apcr

Preuve :
— Si u, = o(vy,) : facile en majorant |uy| < evy & partir d'un N.

— Si u, = O(vy,) : facile en majorant |ug| < Muy.

— Uy ~ vy, : facile en écrivant u, = v, + o(vy,).

+oo
1
Exemple : Que dire de R,, = g uy, lorsque u, = o(—;) ou lorsque u, = O(e™")?
n
k=n-+1

Erercice : 1 e

+oo 1
(*) Donner un équivalent de kZH Pl
=n

(ProPOSITION : Cas ol (un) est a décroissance rapide (up+1 = o(uy))

On suppose ici que uy,+1 = o(uy,) de signe constant.
Dans ce cas, nous avons u,, ~ U, — U,+1 de signe constant APCR et donc :

Rn ~ Up+1
| J
FEzercice : 2 —
—+oo
(x) Donner un équivalent de g uy ou (uy,) est définie par u,, = %
k=n-+1
2. Cas de la divergence : | Dans ce cas, on s’intéresse a .Sy,

, on peut sommer les différentes relations de comparaison pour R,.
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(THEOREME :

Etude de S, pour une série.

Soit > vy, une série réelle de SIGNE CONSTANT (apcr) et DIVERGENTE.

n n n n
e Siu,=o0(vy,) alors: Z up = O(Z vE)  ou encore Z o(v) = O(Z V)
kiO k‘=nO kio k=%
e Siu,=0(v,) alors: Zuk =0 Z vE) ou encore O(vg) = O(Z V)
k=0 k=0 k=0 k=0
o Siu,~uv, alors : Zuk ~ ka
L k=0 k=0 )

Preuve :
— Si up = o(vy) : en majorant |ug| < evy & partir d’un certain rang.

— Si u, = O(vy,) : méme chose en rempagant € par M.

— Uy ~ vy, : facile en écrivant u, = v, + o(vy,).

En d’autres termes :

divergente

de signe constant apre ’ on peut sommer les différentes relations de comparaison pour S,.

Lorsque > v, est {

Exercice : 8
() Déterminer un équivalent des sommes partielles suivantes :

n

k+1
eS5, =5 2T
sz\/EH

k=1

n 1
S Sy

k=1

I
Application a I’étude de la complexité d’un algorithme.

Déterminer la complexité d’un algorithme récursif dont la complexité vérifie la relation de récurrence :

e ¢c(n)=c(n—1)+0(n) e ¢(n)=c(n—1)+O(nlnn)

3. Application : Démonstration du Théoréeme de Césaro

PROPOSITION : Lorsque (u,) > LeK,ona: wv,=

Prewve :  (un) — L € K s’écrit également u,, = L + o(1).

v, = —(L.n4o(n)) = L+o(1) — L.

1
> 1 étant divergente & termes positifs, on obtient par sommation : —
n

FExercice : 4 —
(*) Soit (uy) la suite définie par ug €]0, 7| et pour tout n > 1, up41 = sinu,.
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1. Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

2. Rechercher un équivalent de v,, = - 1%2 et en déduire un équivalent de u,,.
n+1 n

Preuve :

o (uy) est a valeurs dans |0, .
(uy,) est décroissante, elle converge donc vers [ tel sinl = [ c’est & dire 0.

. 'luél
e Equivalent de u, : Remarquons que v, = —— — = = -+ ~ 352 = L
W41 Un Unp, 3
n—1
On en déduit un équivalent de E v puis on finit par obtenir u,, ~ \/% .
k=0

4. Musculation : Développement asymptotique de H, a 3 termes
e Etape 1 : Comme on sait que H, =Inn + v + o(1), on pose €, = H, —Inn — v = o(1).

e Etape 2 : L’idée est d’exprimer ¢, comme la somme partielle d’une série convergente en décomposant lnn.

On obtient facilement : .

=3 (3 +(1 - 1)~ (1)

k=2

e Etape 3 : Comme ¢, — 0, on remarque que &, est le reste d'une série convergente :

X1 1
k=n+1

e Etape 4 : On applique alors le théoreme de sommation des équivalents

1 1 1
OI‘, - +1H(1 — —) ~ 72_k'2

1
2 " <0 avec Z ) qui converge.

On peut donc utiliser le théoreme et on trouve ¢, ~ % et enfin :

1 1
H,=lnn+~v+—+o(—)
2n n

e Etape 5 : Vous pouvez reprendre le raisonnement précédent pour prouver que :

1 1
anlnn+fy+2— +O(ﬁ>

n 12n2

3 Somme et Reste partiels d’une intégrale généralisée

Nous avons des théoremes analogues a ceux de la partie précédente pour les intégrales improques.

Pour fixer les idées, on s’intéressera dans cette partie aux fonctions f :
e continues par morceaux sur [a, b|
e de signe constant au voisinage de b~

e intégrables ou non intégrables sur [a, b[.

b
1. Cas de la convergence sur [a, b[ : |Dans ce cas, on s’intéresse a R(z) = / f(t) dt au voisinage de b~
x
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(THEOREME : Cas < intégrable > au voisinage de b~. )
. f . de signe constant
Soit { g deux fonctions C,, avec g intégrable sur [a, b[.

b b
e Sif(t)=o(g(t)) auV(b~) alors f intégrable et : / ft)dt = 0(/ g(t) dt).

b b
e Sif(t)=0(g(t)) auV(b~) alors f intégrable et : / ft)dt = O(/ g(t) dt).

b b
o Sif(t)~g(t)auV(b) alors  f intégrable et : / f(t) dt ~ / g(t) dt.

- J

En d’autres termes : lorsque g est C,, de signe constant et intégrable sur au voisinage de b—, on peut intégrer
de x a b les différentes relations de comparaison obtenues au voisinage de b~ .

| Preuve :  On procede de la méme facon que pour les séries convergentes.

Exemples : Equivalents de

+o0 “+o0 x .
d tht cost
d f(ﬂ?) = / PERE] en +o0o L g(x) = / t_2 dt en +oo L h(l) = . W dt en OF

o
Application a la primitivation d’un développement limité
xr
e Lorsque f est continue en 0, on a f(t) = f(0) + o(1) et donc / f@)dt = f(0)x + o(x) au V(0).
0
e Plus généralement, dans la formule de primitivation d’'un DL, on a :

D/ On a / o((x — a)") dz = o((z — a)"*!) au voisinage de a.

p
2. Cas de la divergence sur [a, b[ : |Dans ce cas, on s’intéresse a S(z) = / f(t) dt au voisinage de b~ |.
a

2 = oz o2 — )
THEOREME : Cas < non intégrable > au voisinage de b~.

de signe constant

Soit f et g deux fonctions C), avec g { i frtiEelbils

sur [a, b[.
o Si f(t) =o(g(t)) au V(b~) alors : /x f(t) dt = 0(/3: g(t) dt).

o Si f(t) =0O(g(t)) au V(b)) alors : /ﬁf f@t) dt = O(/x g(t) dt).

o Si f(t) ~ g(t) au V(b™) alors : /ﬁf ft) dt ~ /x g(t) dt.

- J

En d’autres termes : lorsque g est Cy, de signe constant et non intégrable sur au voisinage de b~ , on peut intégrer
de a o x les différentes relations de comparaison obtenues au voisinage de b~ .

Preuve :  On procede de la méme facon que pour les séries divergentes.
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Exemples : Equivalents de

1 ¢ x t t x
0/ € dten 0t 0/ @dtenJroo o f(t) dt en 400
. 1 0
x

lorsque f(t) —— 1 #0.

Tr——+00

Erercice : 5 e

¥ Int
(V) Trouver les équivalents en 00 et en 1+ de / tjl——l dt.
1

Erercice : 6 e

of'(@) B
) o e gL ok

(V) Soit f strictement positive de classe C! sur RT et vérifiant

+oo
Peut-on affirmer 'existence de / f@) de?
1

Preuve :

e On remarque que J;’((f)) ~ % et par intégration, on en déduit que In(f(z)) ~ In(z®) au V(+00).

Attention a ne pas chercher a en déduire un équivalent de f(x)!!

e On introduit un A > 1 et on remarque qu’au voisinage de +00, nous avons % < 112((]; Sf)) <A

On obtient un encadrement de f(z) que l’on utilise en choisissant judicieusement la valeur de A.

e On trouve alors qu’il y a convergence lorsque o > —1 et divergence si a < —1.

4 Autre méthode de recherche d’un équivalent

Pour certaines intégrales dépendant de x, les théoremes précédents ne permettent pas de déterminer un équivalents :

e Soit parce qu’il nous est impossible de calculer I'intégrale de I’équivalent obtenu.

e Soit parce que cette intégrale n’est pas de la forme S(z) ou R(x).
Une IPP permet alors souvent de faire apparaitre I’équivalent cherché.
'\@,'Méthode de détermination d’un équivalent par IPP

Une IPP bien choisie permet souvent d’obtenir ’équivalent cherché.
Plusieurs IPP successives permettent alors de trouver un développement asymptotique de la fonction.
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Erercice : 7T v

(©0)
dt T

xT
1. Prouver que pour n € N* et  au voisinage de +o00, on a / —— dt ~ ——.
o In"t In" x

Preuve : Une IPP donne [; o9k dt = 2= — 25 +n [, ot dt.

In" ¢ In"™ z

On montre alors quau V(+00), on a [, =34 dt = o( [, 35 dt).

In

T
t
2. En déduire un développement asymptotique de f(x) = / e a n termes au V(+00).
2

Preuve : Facile en conjecturant ce que donne n IPP successives.

Erercice : 8

oo —tx

e

(V) Déterminer les premiers termes du développement asymptotique au V(+o0) de f(x) = / T 1 dt.
0
/N 1l ne s’agit pas d’une somme ou d’un reste partiel.
Preuve :
“+ 00
Les khiibes prouveront, a l’aide du théoreme de convergence dominée, que / 0
0

dt
1+¢

T——+00

Erercice : 0 v

(OQ) Prouver qu’au voisinage de 400, nous avons :

7 et /o 121 (n—1)! 1
—dt=e€* | -+ -4+ = 4. 4 7
/1 ; e (:c+a:2+a:5+ + + o ))

xm :c_"

et prouver ainsi qu’il est négligeable devant la somme qui le précede.

Preuve : 1l faut commencer par effectuer plusieurs IPP successives afin de conjecturer la forme du reste




