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Une famille (z;);er (indexée sur I) de réels ou de complexes étant donnée, on se demande si cela a un sens d’additionner
tous les éléments de la famille...

L’ensemble d’indexation I n’étant pas toujours ordonné, la somme des éléments de la famille n’aura de sens que si le
résultat de la somme est indépendant de l'ordre dans lequel les éléments sont additionnés. On dira alors que la famille
est sommable.

La définition de ”famille sommable” ayant été vue en MPSI, le but de ce chapitre sera alors de rappeler comment on
vérifie la sommabilité d’une famille et comment on peut alors calculer sa somme.

Nous verrons qu’il existe de nombreuses analogies avec les intégrales impropres, la notion de ”famille sommables” étant
analogue a celle de ”fonction intégrable”.

1 Introduction aux familles sommables

Soit (z;)icr est une famille de réels ou de complexes.

e Lorsque I est FINI ou que la famille (x;);e; est a support FINI, la somme des éléments de la famille est
indépendante de ’ordre dans lequel on effectue les opérations. Cette somme peut alors étre notée sans ambigiiité :

S

i€l

e Mais peut-on donner un sens a E x; lorsque la famille (z;);c; admet un nombre infinie de valeurs ?
il
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%Un exemple qui pose probleme

n+1
Calculons la somme des éléments de la famille (=1) de deux fagons distinctes.
w neN*
D I'ord turel de N* =1 1+1 1+1 In2
) n; rdre natur : —1_ -4 _ 4= _ — In2.
ans 'ordre naturel de 5t3- 173
e Dans un ordre différent :
1 1 1 1 1 1 1 1
= ]_ — | = — - — | = — — — | — —_—
& (2+4)+3 (6+8)+5 (10+12)+
1 1 1 1 1 1 1 1
= 0376956 W n
. 1
On obtient S = §S et donc S = 0.
(_1 n+1
La notation Z ——~ n’a donc aucun sens!
neN*

Nous allons ici nous intéresser aux familles (z;);c; pour lesquelles Z x; a un sens, c’est a dire pour lesquelles le calcul
icl
de cette somme est indépendant de I'ordre dans lequel celui-ci est effectué.

2 Ensembles dénombrables

Nous commencerons par définir la notion d’ensemble dénombrable puis nous en donnerons quelques exemples et pro-
priétés. Grace au raisonnement de Cantor, nous découvrirons entre autre que tous les infinis ne se valent pas et qu'’il
existe méme une infinité d’infinis dont le plus petit est 'infini dénombrable.

1. Définition :

IDEFINITION : Un ensemble E est dit dénombrable s’il est en bijection avec N.  (CANTOR)

L’idée est qu’un tel ensemble a alors le “méme nombre d’éléments” que N.

-
%@ Approche intuitive

L’existence d’une telle bijection ¢ : N — E se traduit intuitivement par la possibilité de numéroter
(ou d’ordonner) les éléments de F :

©(0) — (1) —p(2) — ...

La suite (x,) | £, = @(n) est appelée une énumération des éléments de E.
On pourra utiliser cette approche intuitive dans les démonstrations.

Exemples : Les ensembles suivants sont dénombrables

e N*:¢p(n)=n+1.
o Z:p(2n)=net p2n+1)=—-n—1,

e N? : En numérotant les couples par diagonales ou en prenant ¢(n,p) = 2"(2p + 1).
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Dire que ces ensembles ont le méme nombre d’éléments que N semble paradozal... Ce résultat signifie en
fait que les infinités de ces ensembles sont du méme ordre de grandeur.

Exemples : Les ensembles suivants ne sont pas dénombrables

o R: D/ Par I'absurde avec la diagonale de Cantor

e P(N): D/ Par I'absurde avec A = {n € N | n & ¢(n)}

e {0, 1} : D/ Par I'absurde avec la diagonale de Cantor

2. Propriétés : des ensembles ”finis ou dénombrables”

DEFINITION : On dit quun ensemble est ”au plus dénombrable” lorsqu’il est ”fini ou dénombrable”.

[ ProPOSITION 1 :
e Toute partie de N est au plus dénombrable.

e Un ensemble est au plus dénombrable ssi il est en bijection avec une partie de N.

Preuve :

e Lorsqu’elle est infinie, on construit la suite des éléments de la partie donnés par ordre croissant.

e Facile

3. Opérations :
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PROPOSITION 2 : Inclusion

e Toute partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

e S’il existe une injection f de E dans un ensemble dénombrable alors F est au plus dénombrable.

Preuve :  Faciles.

PROPOSITION 3 : Produit cartésien

Le produit cartésien d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve :  Dans le cas de 2 ensembles dénombrables.
Soit 7 est une bijection de N2 dans N et u et v des bijections de E et F dans N.

p: ExF — N2 LN N
(z,y) (u(), v(y)) m(u(z), v(y))

Exemple : Z x N* et Q sont dénombrables.

| Preuve :  On considere 'injection canonique de Q dans Z x N qui est dénombrable.

Question : Existe-t-il une application f strictement croissante et vérifiant f(R) C Q7

Exercice : 1
(©) Montrer que Q,[X] est dénombrable.

Preuve :

PRrRoOPOSITION 4 : © Réunion

Si les F; et I sont au plus dénombrables alors U E; est au plus dénombrable.
iel

Preuve : Immédiat si les ensembles sont finis, mais hors-Programme dans le cas général!

Exemple : R\Q n’est pas dénombrable car sinon, R le serait.

Exercice : 2
(¥) Montrer que I'ensemble E des parties finies de N est dénombrable.

Exercice : 3
(¥) Montrer que I'ensemble A des éléments d’ordre fini du groupe (C*, x) est dénombrable.

D/ On constate que A = U U,.
neN*
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(PROPOSITION 5 : Image par une application

Soit f: A— B :

e Si A est au plus dénombrable :
— f(A) est au plus dénombrable
— f surjective = B est au plus dénombrable

e Si A est non dénombrable :  f injective = f(A) non dénombrable et donc B est non dénombrable.

e Si B est au plus dénombrable :  f injective = A est au plus dénombrable.

&

Preuve :

e On sélectionne un unique antécédent par élément de f(A) et on considere la restriction de f & cet ensemble.

e Par 'absurde.

Exemple : f(Q) est au plus dénombrable.

4. Exercice : Il existe une infinité d’infinis...

FExercice : 4
(*) Montrer qu’il n’existe pas de bijection de E (un ensemble de cardinal au moins 2) dans P(E).

On raisonne par I'absurde en supposant qu'il existe une bijection ¢ : E — P(E).

Preuve :
On trouve une absurdité en considérant 'ensemble A = {x € F | x & ¢(x)}.

On prouve ainsi, en partant par exemple de E = N, qu’il existe une suite strictement croissante d’infi-

nis... Cf les travaux de Cantor!
Linfini de R est appelé la puissance du continue et l’axiome qui prétend que la puissance du continu est

linfini qui suit immédiatement le dénombrable est appelé | hypothése du continu |.

A voir sur Youtude

L'HOMME QUI DEFIA
R L

https ://www.youtube.com/watch 7v=T3NsxF193gU
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Objectif : Comment répondre aux deux questions suivantes :

e La famille (z;);cr est-elle sommable ?

e Que vaut la somme Z x; lorsque la famille est sommable ?
el

I] Le théoréme de sommation par paquets

Les principaux outils utilisés :

N
Y/
N2 -
Z2

Les méthodes d’étude de sommabilité et de calcul de sommes découlent du théoréeme de sommation par paquets suivant.

I est ici un ensemble dénombrable. Le plus souvent, nous aurons I =

ﬁHEOREME : Sommation par paquets \

Pour étudier la sommabilité de : (z;)r

I'=|JI. (dénombrable)
On choisit (I, )nen une partition de I : n=0

I=n|JL...\JI, (finie)

e Nous avons alors :

les sous-familles (x;);cr, sont sommables (Vn € N ou Vn € [1,p])

(x;)1 est sommable <= o )
Z ( Z |zi|) converge (immédiat dans le cas fini)
n>0 i€l,

e Dans ce cas la somme de la famille est notée E r; et vaut :
il

o0 P

T; = 453 ou x;) dans le cas fini
L RPN (2 y

COROLLAIRE 7 :

(z;)1 est sommable <= (|z;|); est sommable

Y ! 7/
'@'Etude pratique de la sommabilité

| e Pour étudier la sommabilité de (z;)ier :
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“+o0
— On choisit une partition judicieuse de I : I = U I,.
n=0
+o00
— On calcule : Z |z;| = Z ( Z |zi]) = ...
iel n=0 i€cl,

— Si le calcul aboutit a un résultat fini, alors c’est que la famille est sommable
Si dans le calcul, I'une des sommes diverge, c’est que la famille n’est pas sommable.

e Pour calculer la somme de la famille (z;);er :

En cas de sommabilité, on reprend le calcul précédent en remplacant |z;| par ;.
On obtient alors :

+oo
icl n=0 d€l,

Remarque : © Les deux étapes précédentes se limite & UNE SEULE lorsque la famille est a termes positifs.

( oye, » . . » »
COROLLAIRE 8 : Sommabilité des familles indéxées sur N

® (Zn)nen est sommable <= Z u,, converge ABSOLUMENT.

n>0
+oo
e Dans ce cas : la somme de la famille est égale a la somme de la série : Z DBy = Z BB
neN n=0
|\
—+oo
Preuve : 11 suffit d’appliquer le théoreme avec la partition N = U {n}.
n=0
fAttention aux sens des différentes notations suivantes
) Z T, représente la série de terme général x,,
n>0
+oo
° Z T, représente la somme de la série convergente Z X,  (somme ordonnée : xg+ 1 +x2 +...)
n=0 n>0
° Z x, représente la somme de la famille sommable (z,,)nen
neN
Partitions les plus utilisées en pratique :
e Partitions de N N=(2N)U(2N+1) (indices pairs et indices impairs)
N = U {o(n)} ot o € Sy. (partition élémentaire désordonnée)
neN
o Partition de Z Z =NU(Z\N) (indices positifs et indices négatifs)
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e Partitions de N2 N? = U {(p, 9) €N? | p+qg=n} (par diagonales)
N? = 7G\!{(n, q) €eN? | g€ N} (par colonnes)
N? = 7fJN{(p7 n) € N* | p e N} (par lignes)
N? = nON{(p, q) €EN? |[pAg=n} (selon la valeur du PGCD)
N2 = nLGJN{(p7 q) €EN? | pg=n} (selon les diviseurs de n)
neN

o Méme principe pour Z?

( z hY ’, ~ . . ~ . . \
THEOREME : Théoréme de comparaison des familles a termes positifs
Soit (z;)icr et (y;)ier vérifient pour tout i € I : 0 < a; <wy;
On a alors :
o (y;)ics sommable = (z;);c; sommable
L (x;)ier non sommable = (x;);e; non sommable )

Ce théoréme pourra étre utilisé dés lors que la sommabilité d’une famille (x;);c; semble délicate a établir.
En particulier, il permet de justifier la méthode suivante.

PROPOSITION 10 : Linéarité : Si { gi))iel sont sommables, alors (Az; + uy;)ies est sommable.
i)iel
On en déduit alors la méthode suivante.
Cas des familles de nombres complexes :  (2;)cr :

e Soit on montre directement que la famille (Jz;|);es est sommable.

e Soit on montre que les familles (Re(x;))ier et (Im(x;));er sont sommables.

En cas de sommabilité, nous avons alors : Z T = Z Re(z;) +4 Zlm(xi)
i€l i€l i€l

Exemple

in —1)" . )
| La famille (e—z)neN* est sommable tandis que la famille (()i)n@\;* n’est pas sommable.
n

n

Preuve :
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IT] Exemples

Cas des familles indexés sur N : (z,)pen :

(Tn)nen est sommable < Z r, CVA

n>0

On peut alors vérifier la sommabilité de (zy,)nen :

e en montrant la CVA de la série Yz,
e en partitionnant selon les indices pairs et les indices impairs
e en partitionnant en singletons selon une permutation o € Sy

e en partitionnant autrement...

Exemple avec la CVA

—1)" —1)"
La famille (—2))"€N* est sommable tandis que la famille (( )
n

n

Jnen+ n'est pas sommable.

Preuve :

-
Exemple en partitionnant

1
La série ——— converge pour tout o € Sy-.
o(n)?
>1

Preuve :

Cas des familles indexées sur Z : (z,,)nez :

IL=N
I, =7Z\N

On partitionne habituellement Z = N U (Z\N) et on vérifie simplement la sommabilité sur {

Exemple

Etudier la sommabilité de la famille (¢/™!),cz ol ¢ € C.
Calculer sa somme en cas de sommabilité.
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S

Preuve :

Exemple

Etudier la sommabilité de la famille (r1"le??), c7 ot r € RT* et 6 € R.
Calculer sa somme en cas de sommabilité.

Preuve :

Cas des sommes indexées sur N : (tn,m) (n,m)enz

vn € N, Z |ttn,q| (colonnes)

vn €N, Z lup,q| (diagonales)

(p,9) | p+g=n

Parfois, il faut envisager lutilisation d’une partition plus judicieuse...

q>0
ou
neN E U lignes
On montre que vn €N, [up.n|  (lignes) converge vers S et que E S, est convergente.
>0
ou b= k>0

-
Exemple : Partition en lignes ou colonnes

1
Etudier la sommabilité de la famille (W)(p’Q)E(N*)%

Calculer sa somme en cas si elle s’avere étre sommable.

Preuve :

S
Exemple : Partition en diagonales

1 1
| Etudier les sommabilités des familles (W)(p’q)em*)z et (W)(p’q)em*)?.

10
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Preuve :

<
Exemple : Partition en diagonales
1

m)(p’q)e(mz et calculer sa somme.

| Etudier la sommabilité la famille (

Preuve :

<
Exemple : Partition en lignes ou colonnes

| La famille ( )(n,m)e(w)? est sommable lorsque x > 1.

™ 4 ™

Preuve :  En applique le théoréeme de comparaison en remarquant que a? + b > 2ab.

Cas particulier des sommes de Cauchy : (unVm)(n,m)en?

Zun

Lorsque convergent absolument.
> Un

n “+o00 “+o00 400
Leur produit de Cauchy g Wy, OU Wy, = g URVp— converge et : ( g up)( g vq) = g Wy,
n>0 k=0 p=0 q=0 n=0
Preuve :  On s’intéresse a la famille (unvim)(n,m)enz-

e On montre la sommabilité en partitionnant en ligne (ou en colonne)

e On calcule alors la somme en partitionnant en ligne puis en diagonale

11
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Lorsque les indices ne commencent pas a 0, on pourra ajouter des termes nuls pour se ramener a ce cas.

Exemple

n—1
1
Montrer la convergence de la série E ( E IEIrEAT ( 3 ) lorsque o > 1.
(e} n — «

n>2 \k=1

Preuve :

IT] Exemples plus originaux

Cas des familles (z,,)nen :

—+o0 “+o0
E $2p+§ Top+1

too p=0 p=0
Lorsque Z z, CVA et 0 € Sy, on a : Z Ty = Z Ty =
n>0 neN n=0 +oo
Z Lo(n)
n=0

Exemple

+oo n 2
—1
Prouver que E (=1 S

2
= n 12
Preuve :
=
Exemple
+oo 1 +o0o 1
Prouver que — = .
e 2 = 2y

Preuve :

12
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Cas des sommes doubles : (tun,m)(n,m)en?

Lorsque la famille (tn,m)(n,m)en2 est sommable, on a :

+oo +oo +oo +oo
Z Un,m = Z Z Un,m = Z Z Un,m (Fublnl)
(n,m)€eN? n=0m=0 m=0n=0

Exemple

| Prouver l'existence et calculer de deux fagons différentes Z a??1V o a e [0, 1],
(p,g)€(N*)?

Preuve :

Q Lorsque la somme a étudier est triangulaire, on peut se ramener & une somme rectangulaire en ajoutant des termes
nuls a la famille.

Exemple
21
‘ Montrer que : Z Z — = ot
n=1

Preuve :

Exemple

+oo
Pour (a,) € (RT)N telle que 3 a,, converge, montrer que Z k Z ————— | converge et exprimer sa somme.
k>0 \ n=k (e + 1)

Preuve :

13
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Cas des Produits de Cauchy : (u,Vm)n,m)en

Lorsque Y u, et Y v, sont absolument convergentes, on a :

—+oo —+o0 —+o0 n
Z UnUm = (Z Un)( Z vm) = Z Wn, ol Wp = Zukvnfk
k=0

n=0 m=0 n=0

(n,m)eN?

400 +o00 400 n
Remarque : Cette formule peut s’utiliser pour calculer (Z un)( Z vm) ou pour calculer Z < ukvnk>.
n=0 \k=0

n=0 m=0

+oo 9
et k(k—1)aF 2= ——.
2 kD =

Exemple
1

+00
Prouver que pour tout z €] — 1, 1], on a Z kb1 = ﬁ
= 77
k=0

Preuve :

On obtient également ces résultats par dérivation d’'un développement en série entiére.

bn

Exemple

a
Pour a, b € C, calculer ¢®.e® = E — E
n! n!
n>0 n>0

Preuve :

Exemples utilisant des partitions originales

Exemple

1
Prouver que la famille <W

L. 1
est sommable, calculer sa somme et en déduire E ——
pAg=1 p=q

p=q ><p,q)e<N*>2

14
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Preuve :

Exemple

Pour tout n € N*, on note d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

+oo on +oo
. — n
Montrer que pour tout z € C tel que |z| < 1, on a : nz_:l — = nz_:ld(n)z .

Preuve :

15



