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1 Variables Aléatoires (VA) Discretes

1. Définition:
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Dirnirion : Variable aléatoire )

Une VA discrete définie su® et a valeurs dang est une applicatioX : Q — E telle que :

e X(Q) est au plus dénombrable  X(Q) est appel&univers de la VA

e Pour toutx € X(Q), X~({x}) € A.
Cela signifie que les événements élémentaires(fy) sont des événements de, (A).

_ XS

Xiq) e 2

- J

Remarques

o /\\ Une VA nest ni une variable (car c’est une fonction) ni &b (car parfaitement déterminée)!
C'est la valeuw € Q et donc celle d&X(w) = x € X(Q) qui n’est connue qu'apres réalisation de I'EA.

e © Une VA correspond a une fagon particuliere de regarderdsultats d'une EA.
e Lorsque la tribu esti = P(Q), la deuxieme condition est automatiquement vérifiée.

Exemples

e On lance deux dés et on s’intéresse :
— aS lasomme des deux valeurs obtenues
— aP le produit des deux valeurs obtenues
— aM le maximum des deux valeurs obtenues

e On tire avec remisa boules dans une urne contenant des blanches et des rougepertipnpetq=1- p.
On peut s'intéresser :

— aNble nombre de boules blanches obtenues lors d'un tirage estAudiscréte.
— aXquiprend les valeursl, 0 et 1 et indique quelle couleur apparait le plus souvans dk tirage

e On lance indéfiniment un dé et on peut s'intéresser :
e a Xy lavaleur obtenue au nieme lanceX() est alors une suite de VA discrétes.)
e aRle rang d’apparition du premier 6
e aS qui détermine si la suite 1-2-3-4-5-6 apparait

d’'universX(Q) = {0, 1} est appelée uneariable de Bernoulli
Vocabulaire Une variable aléatoir¥ { d’universX(Q) c R est appelée uneariable aléatoire réelle
d’'universX(Q) c N est appelée uneariable aléatoire naturelle

(~~ - - - s -
DerniTiON ;. Variable indicatrice d’'un évenement

Sur @, A).

On définit la VA indicatrice de 'événemeAte A par: 1a: { () =1 lorsquew € A

A"\ 1a(w)=0 lorsquew € A °

\1A est une variable de Bernoulli.
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2. Evénements usuels liés a une VA Dans 2, A)

( ’ pa L L4 . . .
DerntTioN : EvEnementselementaires de la variable adatoire X

Il s’agit pour toutx € X(Q) de I'evénemenX~({x}) noté :

X=X ={we Q| X(w) =X}

\L’événementl( = X) est également parfois not¥ = x}.

Q. X R

(X=)

Exemple: On lance deux dés et on consid&réa somme des valeurs obtenues :

(X=5)={(1, 4), (2, 3), ...}

DerniTion : Evénement quelconque & a la variable X

Pour toutA c E, on note K € A) I'evénement: X e A) = {w € Q| X(w) € A} = X71(A)

L'événementX € A) peut se décomposer selon deux partitions "élémerstaire

(XeA) = U (X = X)

Décomposition en évenements elémentaires assaés

NYESA

(5(:"/)\ VZ P\

Paﬂl_i}[mw 4 JP (%6A>

XeX(Q)NA [ Ve m
(=0,
Décomposition en événements élementaireQ de(plus fineT)
LW\ P X(flj
XeA= | J (o) (% A) A
wEX’l(A) |_—

® Pw\j\t{m j 119 (\(é A)
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Rappel : Reformulation d’'un évenement

Pour reformuler un @événemeft on raisonne par équivalences successives.

Soitw e Q,ona:
wWEA— ---— weB

etdonc A=B

Plus rapidement, on s’autorise souvent a écrire : =A.- = B.

( g sge, 2 ” . .
ProposiTion : Compatibilit & avec les oprations ensemblistes

e (Xe AnB)=(Xe AN (XeB)
e (Xe AUB)=(Xe AU (Xe B)
e (XeA) =(XeA).

(.

| Preuve : En utilisant la méthode de reformulation évoquée pdethment.

DeriNiTiON @ LorsqueE =R, onnote: K <a) ={w e Q| X(w) <

al = X1 - co, al).

De méme pourX < a), (X > a) ...

Exemples Soit X etY deux variables aléatoires naturelles.

Déterminer une partition en événements élémentdiee£vénements : {

(X=Y)
(X>no)

3. Loi d'une variable aléatoire discreéte Dans Q, A, P)

SoitX : Q — E discréete d’'univers probabilisablX(Q2), P(X(Q)) associé.

DermniTiON : La loi de probabilité de la variable aléatoiXeest I'application :

Px : P(X(Q)) — [0, 1] définie par

Px(A) = P(X € A)

On vérifie quePx définit bien une probabilité sur I'espace probabilisge), P(X(2))).

Exemple: S la somme des faces obtenues lors du lancer de deux dés.

THaEOREME : Construction de la loi d’'une VA

La loi Px surX(Q) est parfaitement déterminée par la distribution de pbiliiés discreteR(X = X)) xex)-

En pratique, on présente la loi de X en donnant uniguemesntdéeurs p = P(X = X).

fAttention

La connaissance de la IBik ne permet pas de déterminer

C/expl: On lance une piece équilibrée et on défikietY par{
On a alorsPy = Py et pourtaniX # Y.

Py =Py X=Y.

X =1 sion aface et 0 sinon
Y = 0 sion a face et 1 sinori
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Notation:

e SiPx = Py, on noteraX ~ Y et on dira alors que X suit la loi deY ».
e Si X suit une loi de probabilité, on noteraX — £ ou parfoisX ~ L.

'\@"M ethode : Determiner la loi de X signifie
e Déterminer I'universX(Q2)
e CalculerP(X = x) pour toutx € X(Q2)

(- . . s s
DerniTION : Loi conditionnelle sachant unévenement

Soit X une variable aléatoire définie s2,(\A, P) et Aun événement dé.

On appelleloi conditionnelle de X sachant k loi définie par la distribution de probabilités disergPa(X =

2))xex@)-

4. Lois FINIES usuelles (MPSI) X estune VA surQ, A, P) fini.

Voici 2 fonctions python a connaitre impérativement ples simulations probabilistes :

Python
# randint(a,b) renvoie un entier entre a et b

# random() renvoie un flottant entre 0 et 1

from random import randint
from random import random

Les valeurs renvoyées par ces fonctions sont équiprelsabl

e Loi uniforme:

(Dirimion : Loi uniforme
On dit queX, telle que Card{(Q2)) = n, suit une loi uniforme lorsque pour toxte X(Q) :

P(X:x):%

| On noteX = U([[a, b)) la loi uniforme sur [, b] et X < (n) celle sur [1 n].

Exemple: On lance un dé équilibr& donnant valeur obtenue vérifieX:— U(6).

Modélisation: On utilise une loi uniforme lorsque les valeurs prisesXabnt jugées équiprobables.

Python
# Loi uniforme sur 1’ensemble [|a,b]]

def Unif(a,b) :
return randint(a,b)

Python

L =[3,8,13,26,55]

def Unif(Ll) : # Loi uniforme sur 1’ensemble L
n = len(L)
k = randint(®,n-1)
return L[k]

# Choix équiprobable de 1’indice

# Ou bien :

choice(L) # Dans la bibliotheque random
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e Loi de Bernoulli:

Derintrion : Loi de Bernoulli
On dit queX suit une loi de Bernoulli de parameétpe= [0, 1] lorsque :

X(@Q) =1{0,1 et PX=1)=p

On noteX — B(p) cette loi.

Exemples
e Ontire une boule dans une urne qui contient des boules kearatliles boules rouges en proporfigiq = 1-p.
X prend la valeur 1 si la boule est blanche et 0 sinon. Grra B(p).

e Lavariablel, indicatrice d'un événemerit est une variable de Bernoulli de paramd®(é)

Modélisation: On utilise ces variables pour modéliser les expérieaatsux issues : succes et échec.

Python
def Bernoulli(p) : # Loi de Bernoulli de parametre p
if random() < p : return 1
else : return 0

e Loi bindbmiale:

(Dermvimion : Loi binomiale
On dit queX suit une loi binomiale de parameinest p lorsque :

X(@Q) =[0,n] et P(X=k) = (E) (L - p)*k

\On noteX — B(n, p).

Exemple: une urne contient des boules blanches et des boules rongesportionpetqg=1- p.
On tirenfois, successivement et avec remise, une boule.
X'le nombre de fois ou on a tiré une boule blanchke= B(n, p).

Modélisation: ce type de loi se retrouve lorsqu’offectue, de facon indépendantefois une méme expérience
aléatoire a deux issus et qu’on s'intéresse au nombreickees (ou d'échecs). Par exemple dans le cas d’un tirage
avec remise ou de lancers répétitifs d'un dé.

PropostTion : Modélisation usuelle d’une loi binomiale

Soit (X1, ..., Xp) des VA indépendantes vérifiant la méme loi de Berno@dlpdrameétrg < [0, 1].
La variable aléatoir§, = X; + - - - + X, Vérifie alors une loi binomiale de parametret p.

| Preuve : Par récurrence.

Pour la programmation Python, on utilise le modeme piéné

Python
def Binom(n,p): # Loi binomiale de parametres n et p
c=0 # Initialisation du compteur de succes
for k in range(1l,n+1) : # On effectue n expériences de bernoulli
if random() <p : c=c + 1 # On compte les succes
return c

5. Lois INFINIES usuelles (MP) X est une VA discrete suf), A, P)
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e Loide Poisson

Exemple: Atomes radioactifs dans la matiere.

Mimear a L= 0

. ,ra,hmDe,, rodivoddives

Dans une certaine quantité de matiere on trauve 1 atomes radioactifs qui ont la probabilpéres faible de se
désintégrer durant un laps de tenipsachant qu’en moyenne on a@ésintégrations durant ce laps de temps. En sup-
posant I'indépendance des désintégrations atomidjusesait rigoureux de modéliser la nombre de désintiégna
atomiques par une variablesuivant une loi bindmiale, p et dans ce casp = 1. Seulement une telle modélisation
rendrait les calculs fliciles et, comme le montre le théoreme suivant, on pe&@proximer cette loi par une loi de
poisson de parametre

(TuroreME : La loi de Poisson est la limite d’une loi binomiale

) Xn = B(n, pn)
Soit X, une VA telle que{ O ~ ﬁ >0 (@INSIE(X) = n.py ~ ) °

On aalors: )

P(Xy = k) —— &1
N—+00 k|

Cela signifie que pour n grand, une loi binomiale de moyehpeut-&étre approchée par une loi de Poissor] de
\paramétre/l. Comme n= 1, cela ne se produit que si I'eveénement que I'on veut démenest rare.

J

Preuve : Simple passage a la limite da(rﬁ#pﬁ(l — pn)" K

DerintTION : LOi de Poisson

On dit queX suit une loi de Poisson de paramétre 0 lorsque :{ X(@) =N

P(X=n)=e"&

Il s’agit bien d’'une loi de probabilité que I'on nof(1).
Modélisation:

Si durant un laps de temps, un phénomeéne se produit en meyenis, on modélise souvent la situation en disant
gue le nombre de fois ou se produit ce phénomene duramipsede temps suit une loi de poisson de paramgtre
Cette modélisation est d’autant plus valable que le phi@nme peut se produire un grand nombre de fois, mais a une
probabilité faible de se produire.

C’est par exemple le cas pour :
— le nombre de désintégrations radioactives par seconuewdaéchantillon,
la nombre d’ampoules qui éclatent sur un grand sapin dg noé
le nombre de passages journaliers sur une route,
le nombre d’enfants dans une famille,

N
N
N
— le nombre d’'accidents de la route sur une année...
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Python
def P(lambda): # Loi de poisson de parametre lambda
return Binom(10000, lambda/10000)

e Loi géométrique

Exemple: on lance un dé (de prol jusqu’a obtenir 6 et on pos¢le nombre de lancers nécessaires.
On a alorsP(X = n) = p(1 - p)"* pour toutn € N*. On notera :

X = G(p)

DeriNiTION . LOi géométrique

X(Q) = N*

On dit queX suit une loi de Géométrique de paramgirel0, 1] Iorsque{ P(X =) = p(1-p)** -

Il s’agit bien d’une loi de probabilité que I'on noty(p).

Modélisation: Plus généralement, une VA de loi géométrique ests@dipour évaluer le temps d’'attente avant qu’un
événement se réalise (suite de variables de BernodBigandantes de paramefrg

=M
0000 0221
”M
1
Python
def G(p): # Loi géométrique de parametre p
n=1 # Compteur d’expériences réalisés
while random() > p : n=n + 1 # On continue tant qu’il y a échec
return n

Exemple: © LorsqueX < G(p), nous avon®(X > n) = (1 - p)*L.

Preuve : L'événementX > n) signifie n'avoir obtenu que des échecsad 1 premiers lancers.

6. Variables aléatoires composées

e Apartird'une seule VA  Soit X est une VA discrete suf), A, P)

ProrosrTion : Soitu : X(QQ) — F.

e Notation: La composé® = uo X est notéey = u(X).
e Propriété Y = u(X) est une nouvelle variable aléatoire sQ¢ (A, P).
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Preuve : Montrons queY = u(X) est bien une VA discrete.

— Y(Q) est au plus dénombrable.

— Les événements élémentair&s< y) sont bien des événements.
En dfet, pourtouty € Y(QQ),ona: {=y)= U X=x) e A.
XeX(Q) | u(x)=y

1
Exemples pourX une VA réelle :X2, |X|, X VX, aX+b...

ProrosiTion : Loi de Y = u(X)

La loi deY = u(X) est déterminée par celle de
Pour touty € Y(Q2), on a:

P(Y = y) = P(u(X) = y) = P(X € u™({y)))

Exemples

— Deéterminer la loi de probabilite de2n fonction de celle di.
— Déterminer la loi de probabilité d¢? en fonction de celle dX.

EXErcice : |
(*) Montrer que lorsqu& <— B(n, p) alorsY =n—- X < B(n, 1- p).

ICOROLLAIRE : LorsqueX ~ Y, alorsu(X) ~ u(Y).

e A partir de plusieurs VA Plus généralement on défitit= u(Xy, ..., Xq).

Exemples PourX, Y etZ des VA discretes sut), A)
eU=X+Y+Z e U=(XY)
(XY
e U=min(XY,2) *~"lo zf
Exemple: Pour déterminer la loi d&d = min(X, Y), on décompose :

VzeU(Q), U=2=((X=2n(¥Y=2)u((X=2n(Y>2)U((X>2N(Y=2)

5

e Laloi deX détermine celle da(X),

e Enrevancheleslois d¢, X .. ., X, ne permettent pas (en général) de déterminerla lbi@g, Xo, ..., X).
Il faudra, pour cela, connaitre la loi conjointe, vue danpartie suivante.
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2 Couple de variables adatoires discetes

On se place dang), A, P)

: oL XiQ—>E -
1. Loi conjointe: Son{ Y OSE deux VA dicretes.

(Dérvirion : Loi de xXY)

e Laloi de probabilité de la VA discreteX( Y) est appelée |bi conjointede X et .
e L'événement élémentaireX(Y) = (X, y) est également noté :

((XY)=(xy)=X=x)n(Y=y)=(X=xY=Y)

e Laloide (X,Y) est déterminée p&(X = x, Y = y) pour tout &, y) € X(Q) x Y(Q).
e LorsqueX(Q) et Y(Q) sont finis et petits, cette loi est représentée par uréabdile probabilités.

Exemples

e Ontire une carte dans un jeu de ¥donne la hauteur éf la couleur.
Z = (X, Y) détermine alors la carte tirée. Déterminer la loi camtje.

e Une urne contient 2 boules rouges, une blanche et une nairété® boules simultanément.
X est le nombre de boules blanche¥ é¢ nombre de boules noires.
Déterminer la loi conjointe.

Remarque la somme des valeurs du tableau représentant la loi ¢gejdonne 1.

2. Lois marginales

((—~ - . .
DermniTioN : LOis marginales

SoitZ : Q — E x F une VA discréte.
On peut alors introduirX et tels queZ = (X, Y).

Les lois deX et deY sont appelées ldsis marginalede (X, Y).

. J

[ ProposiTion : La loi deZ = (X, Y) détermine parfaitement ses lois marginales :

VXxe X(Q), P(X=X) = Z P(X=xY=Yy) (Deméme pouP(Y =y))
YEY(Q)

les lignes

Remarque Dans le tableau de la loi dX{( Y), on obtient les lois marginales en sommant%qreS colonnes’

Exemple: Reprendre I'exemple précédent.

10
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Sauf si les VA sont indépendandes, les lois marginales flissunt pas pour déterminer la loi conjointe.

C/expl: prendre 2 tableaux fierents donnant les mémes lois marginales.

e - XECICE | Zmmmmm—
(v) Tir & de I'exercice 97 de la banque CCINP
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs @&ndont la loi est donnée par

(j + k()

POX =], Y =K = ——

1. Vérifier que les probabilités élementaires donregmissent bien une loi de probabilité.
2. Déterminer les lois marginales deet Y.
3. LesvariableX etY sont-elles indépendantes ?

A retenir!
La loi conjointe (loi de K, Y)) détermine les lois marginales (lois ¥eet deY) mais pas l'inverse!

¥xeX(Q), PX=x) = Z:WX=KY=W
YeY(Q)

3. Lois conditionnelles Soit X etY deux VA discretes sul, A, P)

(DiFNiTioN © SoitX € X(Q). )
On appelle la loi conditionnelle d¢ sachantX = x) la loi de probabilité définie par :

vy e Y(©Q):
e Pocy(Y =y) = ;(y))(z(;; =) G px=x#0
* Px=x(Y=Y)=P(Y=Yy) si PX=x)=0

On peut également définir la loi de Y sachant I'événe{entA.
N Y

Remarque Cette loi est parfaitement déterminée par la loi coripin

Exemple: Prendre un tableau quelconque donnant une loi conjointe.

la loi de X
les lois deY sachantX = x) pour tous lex € X(Q)

La loi conjointe

ProposITION : { La loideY

déterminent{

Preuve : Immeédiat avec la formule de définition.

Exemple: LorsqueX est réelle, on peut s'intéresser a la loiXdeachaniX > xo.

Pxox (Y =) = ﬁP[U(X =x)Nn(Y= Y)]
> =

11
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4. Vecteurs aléatoiresGénéralisation X, ...., X, des VA discretes sucy, A, P)

((~ - . .
DerntTiON : Vecteur et matrices akBatoires

Z = (X, ..., Xp) est une variable aléatoire appelésteur aléatoire
e Laloi deZ est appelée la "loi conjointe” des variables aléatoies
e Les lois desX, sont les "lois marginales” d&.

On définit de méme la notion de matrice aléatoire paeNIX; ;) € My q(E) ou (X ;) est une famille de VA.
\\

Exemples
e La modélisation du lancer dedés :X = (X1, Xz, ..., Xn).
e La modélisation d’'une averse sur une pladg = (Xi'jj)i,j.
R=rg(M)
Exemples Dans certains exercices, on étudie les variables ateato T = Tr(M)  ou M est une matrice aléatoire.
D = det(M)

3 Indépendance de variables &atoires

1. Couple de variables aléatoires indépendanest X et Y deux VA discretes suy, A, P)

DermniTioN : Couple de2 variables akeatoires independantes

XeA
(YeB)

A € P(X(Q))

X — "
{ v sontindépendante®rsque les evér{ BeP(Y(Q))

sont indépendants pour to{lt

Intuitivement, cela signifie que les valeurs prisesyae sont pas influencées par celles prisesypar
Notation: L'indépendance dX et deY est notéeX 1 Y.

Exemples
e 2 variables aléatoires relatives a deux expériencediaes sont généralement considérées comme indapésesl
Par exemple lorsqu’on lance deux dés indiscernables eXapst la valeur prise par le premierételle prise par le
deuxieme.

e T, etTy1 dans la modélisation précédente de 'averse.

ProposiTioN : Si X etY sont indépendantes, alors
e |laloideY sachantX = x) est la loi deY.
e les lois deX et deY déterminent la loi conjointe.

D/ Immédiat.

TukoreME : Caractérisation de I'indépendance

XetY sontindépendantes= P(X =%, Y=y) = P(X=XP(Y =y) V(X Yy) € X(Q) x Y(Q).

Preuve : En défectuant une sommation par paquets dans la réciproque.

Exemple: Montrer gu’une variable aléatoire constante est indépate de tout autre variable aléatoire.

Exemple: Les variable etY de loi conjointe suivante sont-elles indépendantes ?

12
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X=0 | X=1

1 2
Y—O 1—2 1—2

3 6
Y=1 1 17

—— XEICICE | Smmm—

(*) Une urne 1 contient 2 blanches et 3 noires et une deuxiénveltse.

On jette une piece. Si on a "face” on pioche une boule damsé'd et sinon on pioche dans l'urne 2.
Soit X la valeur de la piece éf la couleur de la boule tirée.

Les variableX etY sont-elles indépendantes ?

| PrOPOSITION : X1Y = ulX)uwy) |

|Preuve : (u(X) = a) n (V(Y) = b) = (X  uX({a})) n (Y & v-1({b)). |

aX+betcY+d
Exemples Si X etY sont indépendantes, alaysX? et cost) sont indépendantes.
t* ett”

'\@"Décompositions usuelles @&venements
LorsqueX(Q) = Y(Q2) = N.

e X2x)= [ Jx=x

X=Xo
° (X:Y):G(X:n)m(Y:n)
n=0
e MNX,Y)=n)=((X=nnNnY=n)U(X=n)nNnY>n)U((X>nn(Y=n)

. (X+Y=n)=U(X:k)m(Y:n—k)
k=0

EXErCICe : Jmummmm—
(*) Comment obtenir la loi d& = min(X, Y) lorsqueX etY sont deux VA d'univer& ?
e Avec la loi conjointe ?

e LorsqueX etY sontindépendantes?

e XETCICE | Dum—

(x) Soit X etY deux VA indépendantes suivant des lois geométriquesidenpetrel et .
Déterminer la loi de :

13
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e Z=X+Y. e Z =min(X,Y).

Voir 'exercice 103 de la banque CCINP.

2. Famille finie de variables (mutuellement) indépendsnte

[ DEFNITION @ SOit (X)) 1<i<n UNe famille de VA discretes su€y A, P)

On dira que les variable sont (mutuellement) indépendantes lorsque tous leségménts X; € A;)) sont (mu-
tuellement) indépendants.

TueoreME : Caractérisation de I'indépendance

n
"les variablesX; sont indépendantes” < P(X1 =Xy, ..., Xqp = Xn) = l_[ P(Xk = X), Y(X,...,%n)
k=1

Remarque Lorsqu’on répéta fois une méme expérience aléatoire en no¥gies résultats successifs obtenus, il est usuel
de considérer les variableég comme indépendantes.

Exemple: On tire des boules dans une urne contenant des blanchesreiLdges.
On noteX; la variable aléatoire qui donne la couleur de la boule aeeau ieme tirage.

e Silestirages se font avec remise, on consider&jesutuellement indépendantes.
e Sinon elles ne le sont pas.

Remarque L'indépendance est distincte de I'indépendance 2 a 2.

(TutormE : Lemme des coalitions h
Si Xy, ..., X, sont indépendantes, alors :
e Toute sous-famille est constituée de VA indépendantes.
: [ X=Xy, e, Xp) N
Les 2 variables aléatoirds P R sont indépendantes.
* 5{ Y = gXpets -..0 Xn) P
e Lesnvariables aléatoireg; (Xy), ..., u,(Xn) sont indépendantes. )
Preuve : Avec sommation par paquets, on calcule :
P(X:X,Y:y): Z P(X]_ZX]_,...,Xn:Xn):..
(X1, s Xp)EFL(XD), (Xpsts - Xn)EG2(IYD)

On peut déterminer la loi d8, = X; + - - - + X, par récurrence lorsque les variab}gssont indépendantes.
Voir I'application de cette méthode a la modélisatiorai bindmiale.

14
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3. Famille infinie de variables (mutuellement) indépendan

DerNiTION - Soit (Xj)ie) une famille de VA discretes su€)( A, P)

On dit que lesx; sont (mutuellement) indépendantes lorsque les VA de toug-ensemble fini de cette fami|le
sont (mutuellement) indépendantes.

Exemple: On lance une piece indéfiniment.

On noteX, est la variable de bernoulli qui donne 1 si on obtient FACE iamle lancer.
On considere usuellement que la famibg) est une famille de VA indépendantes.

Remarque Pour assurer un cadre probabiliste a la répétitioeresidante d’'une méme EA une infinité de fois, nous ad-
mettrons qu'il existe un espace probabili€g (A, P) sur lequel il existe une familley)ny de VA discrétes indépendantes
qui sont toutes de méme Igj ou de lois distincteL;,.

Exemple:

Il existe un espace probabilisé sur lequel il est possikl@é&finir une suite de variables aléatoires indépendante
(Xn)new Suivant toute la méme IdB(p). Il est ainsi possible de modéliser un jeu infini de "PileFace” de lancers
indépendants.

4 Espérance

Dans cette partie, les variables aléatoires sont suppatiécretes suf), A, P) a valeurs dank ouC.

1. Introduction

(1~ A ; - —
Derinition : Espérance d’une variable positive

Soit X une variable aléatoire discretes a valeurs d&ahs {+oo}
L'espérance d& est définie par :

E(X) = Z XP(X = X)

XeX(Q)

On aE(X) = +oco lorsque la famille(xP(X = X))xex(@) N'est pas sommable.
(.

+00
Remarque LorsqueX(QQ) = N,ona: E(X)= Z nP(X=n) avec E(X)= +co en cas de divergence.
n=0
Exemples
o +0o
e Pour une variabl& de Ioi{ X(@) =N 11 ,ona: E(X)= Z —— = +oo.
PX=n)=:-53 Lin+1

. [ X(Q)=N _ o on
e Pour une variablX de I0|{ P(X = n) = 2_11 ,ona: E(X)= nZ:;) P

15
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Soit X une variable aléatoire discretes a valeurs dans R.

On dit queX estd’espérance finiéorsque la famille XP(X = X))xex(q) €St sommable.
On aalors:

E(X) = Z XP(X = X)

XeX(QQ)

Notation: On notel! 'ensemble des variables aléatoires admettant une aspéfinie.
-

Y ! 7/
'@'M ethode pour \érifier d'une VA est d’espérance finie

On calcule directemen@ IXIP(X = X) avec la formule de sommation par paquets.

XeX(Q)
Si le résultat aboutit a une valeur finie, c’est gUest d’espérance finie.
On peut alors calculer son espérance a l'aide de la formule
E(X) = Z XP(X = X)
XeX(QQ)

(Tutorime : Formule lorsqu’on dispose d'uneénumération )

On introduit une numération d§(Q) et on a alors<(Q) = {Xn}nay €t :

X admet une espérance SEE XP(X = Xp) est absolument convergente et alors :
n>0

+00
E(X) = Z xP(X=x%,) + sommation par paquets
n=0

.

Remarques

e L'espérance dépend uniquement de la loi de probabiit&.d
En d’autres termes, deux VA distinctes mais suivant une enl@irde probabilité ont la méme espérance.
Exemple: Pourt € R, calculerE(sin(Xt)) lorsqueX et—X suivent la méme loi.

I~ B ; - . N
DerniTioN © ESpérance d’une variable nunérique

o« /N E(X) est une CONSTANTE et non une VA dépendanddeomme c’est le cas pour la notatiaX)

(ProposiTioN : VA constante ou presque 8rement constante )

Soita e C.
e LorsqueX(Q) = {a}, on dit queX est une VA constante notée habituellement

a.

e Dans les deux cas, nous avons alors :
E(a) =a

\En particulier :  E(E(X)) = E(X).

EXErCICe : O

(*) Mines 2018 - Q1 epreuveécrite

Soit X une variable aléatoire telle qu&Q) = [1,n] et me [2, n].
Montrer queE(X) < m—1+ nP(X > m).

16
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'Exemples: A connaitre par coeur!!

Lorsque : X est constante @
Lorsque: X < U([1,n])
Lorsque: X — B(p)
Lorsque: X =1,

Lorsque: X < B(n, p)
Lorsque: X < P(Q)
Lorsque: X <= G(p)

ona
ona
ona
ona
ona
ona
ona

E(X)=C
E(X) = &0
E(X)=p
E(1a) = P(A)
E(X)=np
E(X) = A
E(X) = 3

Preuve :

Ces valeurs s'obtiennent trés facilement a I'aide destfons génératrices vues en fin de chapitre.
On peut également les déterminer avec la formule de diéfirou parfois en utilisant la linéarité de I'expérance

Voir les exercices 102, 103, 106 et 111 de la banque CCINP

(| VA 7
ProposiTion : Espérance d’une VA naturelle

kCette formule reste valable en cas d’espérance infinie

E(X) = i P(X > n)
n=1

LorsqueX est une variable aléatoire telle g4&Q) = NN {+o0}, On a :

n=1

Preuve : |l suffit de calculerz P(X = n) en décomposan¥(> n) =

+00

U(X = k) et en échangeant les sommesg.
k=n

'\@"M ethode de calcul de&&(X) lorsque X(Q) = N

Si I'expression dd’(X > n) est simple a obtenir.

e On calculeP(X > n)

(o]

e On applique la formule : E(X) = Z P(X =n)

n=1

Exemple: Calculer I'espérance d¢ — G(p).

e XEICICE | 7 m—

(v) On lance une piece équilibrée jusqu’a ce que cellétgraduit au moins une fois Face et une fois Pile.
Déterminer I'espérance @¢ou X renvoie le nombre de lancerfectués.

| DermniTiON : LorsqueX admet une espérance et qiX) = 0, on dit queX est une VAcentrée

2. Formule de transfert

17
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(TutoriMmE : Formule de transfert )

SoitX une VA etf : X(QQ) — R.

Y = f(X) admet une espérance—=  (f(X)P(X = X))xex() €St sommable
Et dans ce cas

E(f(X) = > f(YP(X=X)

L XeX(Q)

Preuve : On calculeg(|f(X)|) par calcul direct en décomposant I'evénemdiiX) = y) = U X =x).
XeX(@) | f(x)=y
La double somme obtenue donnE et on obtient ainsi I'équivalence.
XeX(Q)
On reprend alors le calcul précédent sans les valeurdussspour obteniE(f(X)).

Exemples PourX — U([-1, 1]), calculerE(X?), E(sin(5X)) et]E(fl(t + 1)X dt).
- 0

-@’-M éthode de calcul de&&(XY)

On applique la formule de transfert a la variaBle (X,Y) :

EXY)= >, xRX=xY=y)
(xy)eX(@)xY(Q)

m— XE[CICE | Commm—

. . L e 4nh+1
(x) Soit X une variable aléatoire naturelle de loi définie P&X = n) = (3;:2 )

Montrer queY =

e
1€ L! et calculerE(Y).

+00

. e
Preuve : CommeY > 0, on calcule directement : Z mP(X =n)=....
=0

CoroLLAIRE : X € LT < |X| e L?

3. Propriétés

( " . o ~N
ProrosrTioN : Lin éaritée:

. , AX : E(2X) = AE(X)
Si X etY admettent des espérances, at%r§ Ly aussi e{ E(X +Y) = E(X) + E(Y) °
En particulier.

e E(@X+b)=aE(X)+b e Y = X —E(X) est une VA centrée.

.

Preuve : PourE(X +Y) = E(X) + E(Y) on applique la formule de transfert a la variable al&atdi= (X, Y).
On commence par supposer giiE), Y(Q) c R* afin de vérifier la sommabilité.
Le cas général s’en déduit alors facilement.

18
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N ! 7
'@'M éthode d'utilisation de la linéarité

| On pourra directement appliquer la form®&EX + pY) = AE(X) + uE(Y).
Si le résultat aboutit a une valeur finie, c’est que la dadtait |egitime.

Remarques

e L!estunsevdF(QK).
e L'applicationX — E(X) est une forme linéaire.
e {X|E(X) = 0} est un hyperplan de de-ev.

Exemples

e Déterminer I'espérance dételle queX(Q) =N etP(X =n) = (1- p)"p.

e Déterminer I'espérance detelle queX — U(a, b).

(Proposrion : Positivité et croissance h
SoitX, Y e LL.
. E(X)>0
0SR20 alors{ EX)=0=P(X=0)=1 (X estpresque siirement nulle)
e SiX <Y alorsE(X) < E(Y).
o E(X) < E(X) )

(PropoSITION : Comparaison
IX|<Y avec Yell! = Xell

Et dans ce cas, nous avdigX)| < E(Y).

© Toute variable aléatoire bornée admet donc une espé&ranc
.

Preuve : On applique la formule de transfert a la variab{, Y) = |X|.
Cette variable étant positive, on peut procéder a urutdicect puis a une majoration.
Attention a justifier correctement qié < y en remarquant que(y) = (X(w), Y(w)).

4. Inégalité de Markov

TutoreME : Inégalité de Markov

Xell
Lorsque X>0 alors: P(X=>a)< @
a>0 a
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Preuve :
M1 : Par le calcul en minorai®(X)
M2 : En remarquant quixsa) < é et en utilisant la croissance de I'espérance.

Autres formes utilisees P(IX - E(X)| > &) < ou encore P(X|>e¢) <

E(IX - E(X)]) E(X?)
& g

majorerP(X — E(X) > a)

WS Poura > 0 etX admettant une eSperam{eminorerP(lx —E(X)| < a)

'\@"M ethodes de majoration d’une probabilite
Pour majoreP(X € A) :

e M1 : On peutrechercher un événem&rtel que K € A) c (X € B) et on obtient :
P(X e A) <P(X € B)

e M2 : On peut utiliser Markov en vérifiant bien les hypothesapglication :

(XeA) e - e (UX)>a) etdonc P(XeA) < E(u;X))

e M3: Comme M2 mais en utilisant I'inégalité de BienAymé Tbigechev.

5. Variables indépendantes

(THEOREME : Espérance d’un produit
e LorsqueX, Y € L! sont indépendantes, on a :

E(XY) = E(X)E(Y)
e Plus généralement, lorsgig, ..., X, € L' sontindépendantes, on a :

E(XXo. .. Xn) = E(X0)E(Xa) . . . E(Xn)

&

Preuve :
e On calculeE(|XY]) avec la formule de transfert appliquép@| = (X, Y) et une sommation par paquets

B(XY)= >, PPX=xY=y)= > PX=0PY=y)= > KXPX=% > KPX

(xY)eX(Q) (xY)eXN(Q) XeX(Q) XeX(Q)

CommelXY] > 0, le calcul aboutissant & une valeur finie, on en déeduittue L .
e On peut alors reprendre le calcul précédent en enlevantleurs absolues pour calcul{ixY).

20



&
MP2-20242025 Variables Aléatoires Discrétes N

Remarque la réciproque est fausse.

T XEICICE | Ommmm—

() On lance une piece équilibrée afin de faire avancer un gim un jeu de plateau.

Sion a PILE, le pion reste sur place mais tant qu'on a FACEegtia jun dé et on avance le pion de la valeur obtenue.
De combien le personnage avance-t-il en moyenne ?

0
o(v)

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))

admettent des espérances, alors :

COROLLAIRE : Si{ )Y(

sont indépendantes%

e XE1CICE | 1 Cmm—

. . . Xi+--+ X
(©) DétermineiE(e5) lorsqueX, ..., X, € L! sont des VA indépendantes defi(n) etS, = 2~~~

e XEICICE | ] ] mm—
(v) DétermineiE(det(M)) ol M = (m; ;) € Mn(K) avec pour touti( j) € [1,n]2 m; — B(p).

5 Variance d'une variable alatoire réelle
Dans cette partie, les variables aléatoires sont suppatiécretes et REELLES su@ (A, P)
1. Espacd.?:
Notation: LorsqueX? admet une espérance finie, on nite L2.

Une analogie peut-&tre faite entre cet ensemble et lescesfdK) et L2(1, K).

ProposiTION : L'espace vectoriell.?

e Xel? = Xelt (L? est alors un sev det)
e X, Yel?= XYeL?

Preuve : Avec le théoreme de comparaisorXit< 3(1+ X?) et|XY] < $(X2 + Y?).

TukoreME : Cauchy-Schwarz pour I'esgerance

LorsqueX, Ye L%, ona: [E(XY) < VE(X2)VE(Y?)

Il'y a égalité si et seulement XietY sont presque stirement colinéaires.

21
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Preuve : On montre l'inégalité en introduisarft) = E ((X + tY)?) et en s'inspirant de Cauchy-Schwarz.
Pour 'égalité:

e Pour le sens direct, pas de probleme.

e Pour le sens indirect, on montre qudP$K = —1Y) = 1 alorsf(-1) = 0 et doncA = 0.

e XETCICE | ] Vmm—
(v9) Inégalite de Paley-Sigmund (Oral Mines-Pont PSI)

SoitX € L? positive eta €]0, 1][.

1. Montrer queX = X 1ix<agx) + X 1ix=arx)
2. Montrer que :

o E(X.1ix<ar(x)) < aAE(X)

o E(XLxzaz(xy) < VE(X?). VP(X = aB(X))
2E00?

3. En déduire queP(X > aE(X)) > (1 - a) 500

2. Variance et écart-type

(DérmiTion © Variance etécart-type d'une VA réelle
SiXeL?alors:
V(X) = E(X - E(X))?) etdonc o(X)= +/V(X) existent et sont finis

e V(X) est appelée lgariancede X
e o(X) est appelé Bcart-typede X.

sont des indicateurs de la dispersion des valeurs de X awuteH(X).

La variance \(X)
L'écart-typeos(X)

Remarque X(w), E(X) eta(X) s’expriment dans la méme unité.

Voir I'exercice 100 de la banque CCINP

ProrosiTiON : Variance nulle

PourX e L?: V(X)=0 <<= Xestpresque slirement constante

D/ Pas de diiculté.

TueoreME : Formule de Koenig-Huyghens A1

PourX e L2:  V(X) = E(X?) - E(X)?

D/ Facile avec la linéarité.
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'\@"M éthode de calcul dev/(X) avecE(X(X - 1)
Il est souvent plus facile de calculB(X(X — 1)) queE(X?).

Pour obteniiV(X), on remarque que :
E(X(X - 1)) = E(X3) —E(X) etdonc V(X)=E(X(X - 1)) + E(X) - E(X)?

Exemples A connaitre par coeur!!

Lorsque Xestconstante ona: V(X)=0

Lorsque X < U(n) ona: V(X) = %

Lorsque X — B(p) ona: V(X) = pq

Lorsque X =1a ona: V(1a) = P(A)(1 - P(A))
Lorsque X < B(n, p) ona: V(X) = npqg

Lorsque X — P(Q) ona: V(X) =2

Lorsque X < G(p) ona: V(X)= %

Preuve :
¢ Ces ditérentes valeurs s’obtiennent facilement a I'aide destfons génératrices.

e Sinon, on peut également utiliser la formule de Koenig-ghsns.
Pour les lois de Poisson et Geométrique, on obfigk?) a I'aide deE(X(X - 1)).

THEOREME : Formule

V(aX + b) = aV(X)

D/ Simple calcul avec la formule de Koenig-Huyghens.

Exemple: Calculer la variance d¥ — U(a, b).

(~~ . P . .
DerniTION : Variable centrée réduite

¢ On dit gu’une variable aléatoidé estréduitelorsqueV(X) = 1.

X

e Réduireune variable aléatoir¥ consiste a s'intéresserya= 00

e Centrer et réduiraine variable aléatoir¥ consiste a s'intéresseifa= x;f)g().

.

Voir 'exercice 108 de la banque CCINP

3. Covariance

DerntTioN : Covariance
Si X, Y € L?, on définit : coUX,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) existe.

On remargue queov X, X) = V(X).

D/ IXY] < 3(X2+Y?).
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(ProposiTion : FBS-Positive )
bi-linéaire
e La covariance est une forrje symétrique sur I'EV des VA réelles admettant un moment d'ordre 2.
positive

e Enrevanche, nous n'avons pas le caractere "défini” :

coX,X)=0 < V(X)=0 <« Xestpresque sirement constante

\II s’en est donc fallu de peu pour que I'applicationsoit une norme euclidienne.

D/ facile.

TuEoREME : Formule de Koenig-Huyghens 112

covX, Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

D/ Simple calcul.

TukoreME ;: Cas de 2 VA independantes

{é indépendantes = coX,Y)=0

D/ Immédiat car dans ce ca&(XY) = E(X)E(Y).

THEOREME : Majoration
lcoM X, Y)| < o(X)o(Y)

D/ A partir de la définition, c’est une conséquence immédik I'inégalité de Cauchy-Schwarz vue précédemment.

((—~ - . , . « s . ™
DerniTioN ;. Codficient de corrélation linéaire

e Lorsque les variances deet deY sont non nulles on définit :

coUX,Y)

PN = X))

[-1 1]

e Ondira queX, Y € L? sontdécorréléeesorsquecoyX, Y) = 0.

Remarques

e SiXetY sontindépendantes, ce ¢heient est nul.
e SiXetY sontliés par une relatiorffine, ce cofficient vaut+1.

Exemple: Comment mesurer la corrélation entre deux VA réelledaridiees par une relation de la forme= X2 + 1?

4. Variance d’'une sommnie
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THEOREME : Formule

V(X +Y) = V(X) + 2corX, Y) + V(Y)

D/ Simple calcul en utilisar¥/ (X, Y) = co(X + T, X + Y).

THEOREME : Formule générale

v(;xk) = > couX%.Xp) = I;V(xknz S coux. X)

1<i,j<n 1<i<j<n

n n n
Preuve : Simple calcul en utilisant la bi-linéarité de la covaxianV(Z Xy) = CO\,(Z Xk Z Xi).
k=1 k=1 k=1

(" - - - A s 1~
CoroLLAIRE ;| Variance den variables aleatoires cecorrélees

Lorsque pour touit # j € [1,n], on acoX;, X;) =0,ona:

V(kZ:; Xy) = kZ:; V(Xk)

kC'est en particulier le cas lorsque les VA sont indépendant

Exemple: Déterminer la variance d¢ < B(n, p).

. Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev

[ THEOREME : Bienaymé-Tchebytchev
LorsqueX € L2, pours > 0,0na:
V(X
P(X - E(X)| > &) < ¥
&

Preuve : Application de Markov & = (X — E(X))? eta = £°.

Cette majoration permet de savoir dans quel mesure le t&sdiline expérience peut s’écarter de la moyenne.

EXercice : 1 Smmummmm
() Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant uriavees?.

1
Montrer queva > 0, P(X - E(X)| <a0) 2 1- .
04

e XEICICE | 1 mmm—
() Soit (Xn)nexr- Une familles de variables aléatoires réelles centréigsiépendantes de? .
Pour toutn € N*, on poseS, = Xy + -+ + Xp.

ne N* n <
Montrer que pour tou{ xep+ +ON aP(lrgZ)é|Sk| >X) < 2 kZ;‘V(Xk).

25
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(TuiorEME : Loi faible des grands nombres

Soit (Xn) une suite de VA deux a deux indépendantes.
On suppose que ces VA suivent la loi d’une variable L.
On noteS,, = X3 + - - - + X, etm = E(X).

On a alors la limite suivante :

(& J

Cela signifie que la moyenne des valeurs de X obtenues @rangah fois de facon indépendante la méme expérience
aléatoire, tend vers I'espérance de X en probabilité.

Preuve : On applique Bienaymé—Tchebytche\%ré

e XEICICE | ] Dm—

(v) Estimation d'une probabilit &

On veut savoir si une piece est équilibrée. On nol& probabilité d’avoir FACE.

Pour cela on lance fois cette piece et on not®, le nombre de fois ou on a obtenu FACE.

A partir de quelle valeur de est-on assuré que la valeur obtenue pﬁuest proche dg@ a 0 01 prés avec une probabilité
supérieure a 95 % ?

e XEICICE ;] Commmm—
(x) Exercice 99 de la banque CCINP
Soit une variable aléatoire réeNec L2 et (Y,) une suite de VA indépendantes suivant la loivde

n
1. On poses, = Z Yk. Prouver que pour towe R**, on a:
k=1

Sh V(Y1)
P(|— - E(Y1)| = a) < —5~
(| n ( 1)| ) na2
2. On dfectue des tirages successifs, avec remise, d’une bouleud@&nsrne contenant 2 boules rouges et 3 boules
noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plu@5di que la proportion de boules rouges obtenues restera
comprise entre (B5 et Q45?

6 Fonctions ¢genératrices d’'une VA naturelle

L'idée de cette partie est, podrd’universN, de proposer une fonction simple permettant de retrouypéteanent :

la loi de X
I'existence et la valeur de(X)
I'existence et la valeur d&(X)

Nous aurons ici besoin de quelques résultats concerrmsétees entieres (vues dans un chapitre ultérieur!)

1.

Préliminaires sur les séries entieres
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(Dérnmion : Soit f : | c— R définie au voisinage de 0. h
+00
Lorsquef admet pour expressiafi(x) = Z anxX"sur]-R R[:
n=0
e on dit que la fonctiorf estdéveloppable en série entiema voisinage de 0.
e onditque - R, R est unintervalle ouvert de convergence
+00

. I’expressionz anX" est appelé leleveloppement en série entigief. (DSE)

S n=0 J
+00 . 1 +00
Exemples Nous savons déja que e € = Z — VYteR etque e = Z t" vte]l-1, 1.
n=0 1-t n=0
(THEORBME : Régularité h
+00
Lorsquef(x) = Z aX"sur]-R, R[:
n=0
e Lafonctionf estC® sur]- R, R].
e Pour toutk € N, on obtientf ®(x) en dérivant le terme général de la série.
Vx €] - f®(x) =
d-RR. 9= Z(n i

N Y,

| Preuve : En utilisant le theoréme de transféXt par CVU des séries de fonctions.

COROLLAIRE :
+00 f(n) (O)
Lorsquef(x) = Z aX"sur]-R R[,onapourtoune N: an= o
n=0 :

Quelques développements en série entiere TRES utiles

— X — n
. eX_Z;E sur R * T-%° ox sur ]-1, 1]
n=! n=|
x2n T X"
e ch(¥ = Z 20! sur R e In(l-x) = —Z r sur ]-1, 1]
=1
°° X2n+l "

e shiX) = Z(2n+1)| sur R

On remarque qu’en cas d’existence, les expressions des Di¥&spondent a la partie réguliere des développemknts
mités de f au voisinage dk Cette propriété est vraie pour toute fonctioft au voisinage dé.

CororrLAIRE : S'il existe, le DSE d’une fonction est unique.

Ce corollaire sera en particulier utile pour retrouver lailde X.

2. Fonction génératrice d’'une VA

/\\ Les fonctions génératrices ne concernent que les Vasakikatoires & valeurs daiis
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(DérmTioN : fonction gérératrice

Soit X une variable aléatoire naturelle.

n>0
Sa somme est not&y et on a alors pour toute] — Ry, Rx[:

+00

Gx(t) = Z P(X =nt" ouencore Gx(t) = E(tX)
n=0

-

Lorsquez P(X = n)t" converge pour toute] — Ry, Rx[, sa somme est appeléanction génératricele X.

( , A
ProposiTioN : Régularité deGy

o Cette série converge normalement stit,[ 1].
e LafonctionGy est définie et continue sur au moinrsl] 1] avecGx(1) = 1
e LafonctionGx estC™ sur au moins } 1, 1.

Preuve : Résultat vu en préliminaire.

Exemples Il faut savoir retrouver rapidement cestérentes expressions

e Lorsque X < B(p): Gx(t)=(1-p)+ pt etdonc Ry = +oo.

n

eLorsque X < B(n,p): Gx(t) = Z( )p (1-pkt=(@1-p+pt)" etdonc Ry = +co.

k=0
: o (ﬂt) 1) _
e Lorsque X — P(1): Gx(t) = E etdonc Ry = +oo.
+00 pt
. _ -1 _ 1
eLorsque X — G(p): Gx(t) = E p(l-p)"t" = T-(1_on -t etdonc Rx = 5

n=1

Exemple: Retrouver I'expression d8x pour une loi binomiale en utilisant la modélisation useell

SoitSy = X1 + -+ + X, avec ...

(Proposrrion : Caractérisation des fonctions @nératrices
Une fonctionf : | c R — R est la fonction génératrice d’une VA naturelle si et smdat si :

o f est développable en série entiére surau meids L]:  f(t) = Z ant”

e La famille (@,)ney €St une distribution de probabilités discrete.

| Preuve : Immeédiat.

3. Application a la détermination de la loi de;
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Proposition : Loi de X

e Laloi deX détermine la fonction génératriG.

()
e LafonctionGy détermine laloidX: VneN, P(X=n)= Gxn—!(o) ou P(X=n)=a,.

Exemples Veérifier que les T génératrices des lois usuelles permettdigtivement de retrouver ces lois.

'\@"METHODES de détermination de la loi de X
e SiGx est donnée par son DSE, on obtient la loddpar identification (unicité du DSE).
e SiGyx est donnée par son expression avec les fonctions usuelles :

— Sion peut, on recherche le DSE @g et on trouveP(x = n) par identification.

GY(0)
n!

— Sinon, on applique la formuleP(X = n) =

n+1 . . , .
— t" est la f génératrice d’une variable naturele

+00
Exemple: Vérifier quef définie parf(t) = Z o

n=0

Déterminer la loi deX.

4. Application au calcul de 'TESPERANCE et de la VARIANCE

Soit X une VA d’universN de fonction génératric8x.

(. ’ N 7.
THEOREME : Esperance
X admet une espérance— Gy est dérivable a gauche en 1

Et dans ce cas : G{(1) = E(X).

Preuve : Sens direct

Facile avec le theoréme de transfgttpar CVU en posanty(t) = P(X = n)t".
— lesu, sontCt sur [-1, 1] etu;,(t) = nP(X = n)t"1,
— Y uy converge simplement sur,[d]
— Y un(t) CVN sur [Q 1] carX admet une espérance et ddnaP(X = n) converge.

+00
DoncGy estCt sur [Q, 1] et en particulier en 1 avec : G4 (1) = Z us(1) = E(X).
n=0

Preuve : Réciproque

CommeGy est dérivable en 144(t) = % admet une limite finie pour— 1-.
Or:

+00

Ait) = )" P(X =)

n=0

tn _ 1 +00 L
=) PX=n)1+t+---+t"
= = ) PX=n)(@+tr 4t
n=0
N
Ruse: Pour toutN > 0, on a alors au voisinage de 1 Z PX=n)(L+t+---+t"1) < Ag(t).
n=0

N
En faisant — 17, on obtientz nP(X = n) < G4(1) ce qui donne la CVG dE nP(X = n).
n=0
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Exemples Veérifier que les ¥ génératrices des lois usuelles permettent bien de rairdes espérances.

(TuforiMmE : Existence d’'un moment d’ordre 2

X admetun momentd'ordre 2 < Gy est 2 fois dérivable a gauche en 1

Dans ce cas, nous avons alors G (1) = E(X(X - 1))

Preuve :
= Avec le théoreme de transfert par CVU.
< Admise!

N\ ! 7
'@'M ethode de &termination de la variance

Pour une variablX naturelle.
e On montre queX € L2 en vérifiant quesy estD? & gauche en 1.
e On calcule alor&$(1) pour obteniE(X(X — 1)).

e On obtient alorEE(X?) = E(X(X — 1)) - E(X) = G%(1) + G4 (1).
Puis la variance avec la formule de Koenig-Huyghens :

V(X) = E(X?) - (E(X))* = G¥(1) + Gy (1) - (G4(1))?

Exemples Vérifier que les T génératrices des lois usuelles permettent bien de redrdes variances.

5. Fonction génératrice d’'une somme

Intérét: Les fonctions génératrices sont tres utiles pouriétuds sommes de VA indépendantes.

TuEorREME : LorsqueX etY sont INDEPENDANTES, nous avons :

Gx+y = Gx xGy suraumoins 1, 1]

Preuve : CalculonsGy,y(t) = E(t*"Y) = E(t*t) = E(t*)E(tY) cartX ett' sont indépendantes.
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Plus généralement, lorsque X. ., %, sont mutuellement indépendantesy, G .x, = Gx, X - -+ X Gx,.

Exemples

1. Déterminer la fonction génératrice ¥e— B(n, p).

X — P(1)

2. Montrer que s{ Y < P(u)

sont indépendantes, aloks— P(1 + u)

e XEICICE | ] 7 mmm—

(¥) Une urne contient 4 boules rapportant 0, 1, 1 et 2 points.

Ony dfectuen tirages d’'une boule avec remise et on ndtie score total obtenu.
Déterminer la fonction génératrice &et en déduire la loi d8.

Voir I'exercice 110 de la banque CCINP.

6. Musculation Somme aléatoire

La démonstration de ce théoréme est tombée a I'oraladetE£yr en 2019.

(TutorimE : SoitN une VA a valeurs dan et (Xn) une suite de VA indépendantes, suivant toute la loXde

N
La fonction génératrice d8 = Z Xn est alors donnée par :
n=1

Gs(t) = Gn(Gx(1))

Preuve: OnaS(Q)=N.
+00

e Laformule des proba totales nous dom{& = n) = Z P(N = K)Pn=k(Xy + - -+ + Xk = n).

k=1
+00 +0o0

e DoncGs(t) = Z Z P(N = K)Pnk(Xy + - - + X = )"
n=0 k=1

¢ On vérifie facilement que cette famille est sommable et griigpe Fubini :

Gs(t) = ; (P(N = k)n; P(Xy+ -+ + X = Mt") = ; (P(N = K)Gxsixc (1)

e Or l'indépendance deX, nous donn&y, ..., (t) = (Gx(t))* ce qui permet de conclure.

CoroLrLARE : Si N et X possedent une espérance, on a ali@(s) = E(N)E(X).

D/ On calculeGg(1).
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