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1 Produits Scalaires

1. Définition :

Forme Bilinéaire Symétrique

DEFINITION : Un produit scalaire sur E est une o ..
p Définie Positive

N ! 7
'@'Méthode pour montrer que ¢ est un produit scalaire

1. On montre que ¢ est une FBS :

e On montre que ¢ : £ X E — R avec E un R-ev
e On montre que p(z, y) = ¢(y, x)

e On montre que ¢ est linéaire par rapport a la premiere variable.

2. On montre que ¢ est DP :

e On commence par calculer ¢(x, x)
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e On montre que p(z, =) >0
e On montre que p(z, ) =0=2 =0

Définition : Espace Préhilbertien réel / Espace euclidien.

Exemples : Les PS usuels

o Sur R" ou M1 (R) (z,y) = XTY. = Zxkyk
k=1
o Sur M,,,(R) (A,B) =Tr(ATB) = > ai;bi;
1<4,j<p
b b
eSwcla B (fo)= [ Jo (ha)= [ s avec w € C([a, b, B+*)
! e - L P(HQ()
° = = t = _ .
Sur R[X] (P,Q) ; PQ (P,Q) A Pt)Q(t)e " dt (P,Q) [1 T dt

2. Norme Euclidienne :

DEFINITION : On appelle norme euclidienne toute applic® définie par ||z| = /(z,z) ou {.,.) est un PS.

Remarque : Un espace euclidien est donc un EVN dont la norme associée est la norme euclidienne.
Exemples : Normes euclidiennes associées aux PS précédents.

Calculs avec les normes euclidiennes :

PROPOSITION :
o |z =0=2=0.
o [[Az|| = |Al|lz]

N\ ! 7/
'@'Méthode pour prouver que z =0
Dans un espace préhilbertien, pour montrer qu’un vecteur z est nul, on montre souvent que ||z| = 0.
Beaucoup de questions se ramene a ga :
e Montrer que ker f = {0g}

e Prouver que a = b

Ezercice : |
(Q) Montrer que la matrice AT A est inversible lorsque A € 9M,, ,(R) est de rang p.
On pourra rechercher le noyau de AT A.

(PrRoPOSITION : Calculs

o llz+yl* = ll=ll* + 2(z, y) + yl*.
o llz =yl = ll=ll* — 2(z,y) + lyl*
o (z+y,x—y) = [zl - llyl*




]
MP2-2024/2025 Espaces Préhilbertiens Réels %

COROLLAIRE : Expression du produit scalaire associé

2z, y) = e+ yllI* = l=)* = Iyl

Cette égalité permet de retrouver le produit scalaire associé a une norme euclidienne.
L

[ COROLLAIRE : Egalité du parallelogramme
Iz + ylI* + llz = ylI* = 2(|z)1* + lly[1*)

Cette égalité permet de justifier qu’une norme n’est pas une norme euclidienne.

[ TnEOREME : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Ve, y € B, [(z,y)| < |||yl

Avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve :  o(t) = ||z + ty||...

Exemples : Applications aux PS de R™ et de C([a, b], R).

Voir exercices 76 et 79 de la banque CCINP.

COROLLAIRE : Inégalité triangulaire (ou de Minkowsky)

Vo, y € B, lz +yll < ] + [yl

Avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires et de méme sens (positivement liés).

Preuve :  Par équivalences successives.

Corollaires :

e Une norme euclidienne sur E est une norme sur F
e Tout espace préhilbertien F est un EVN puisqu’il est naturellement muni de la norme euclidienne.
e On a bien entendu la deuxieme inégalité triangulaire |||z|| — [|y||] < ||z + y||-

3. Continuité du produit scalaire :

| PROPOSITION : Le PS est une application bilinéaire continue lorsque F est muni de sa norme euclidienne. |

| Preuve :  On utilise la caractérisation : |(z,y)| < 1.||z[/||y]. |

4. Vecteurs orthogonaux :  (E, (.,.)) un espace préhilbertien réel.

Définition : On dit que les vecteurs = et y sont orthogonaux (noté x L y) lorsque (z,y) = 0.
Exemple : Le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur et c’est le seul.

Définition : Famille de vecteurs orthogonale / orthonormale.

Proposition : © Une famille orthogonale ne comportant pas le vecteur nul est libre.

Théoreme : Pythagore et généralisation.
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2 Espaces Euclidiens
1. Définition : Base Orthonormée
e Espace euclidien

e Notion de base orthonormale

o Les bases canoniques de R™ et de 9, ,(R) sont des bon pour les PS usuels.

| THEOREME : Tout espace euclidien admet des bases orthonormales.

| Preuve :  Voir plus loin le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

2. Vecteurs et matrices dans une bon :

THEOREME : Coordonnées d’un vecteur dans une bon

n
Dans une bon e, ona: = g (x, ex)ek.
k=1

€

COROLLAIRE : Terme général de la matrice d’un endomorphisme dans une bon

La matrice de u € £(E) dans une bon e a pour coefficient général :  a;; = (u(e;), ;).
Exemple : Montrer que Tr(u) = Z(u(ek), er) lorsque u € L(E) dans une bon (e1, ..., ey,).
k=1

Erercice : 2 e
(V) Soit (z1, ..., xp) € EP ot E est muni d'une bon e et A = Mate(z1, ..., zp).
Montrer que ATA = ((x;,2))1<i j<p-

3. Expression du PS et de la norme dans une bon :

(- . .
PROPOSITION : Produit scalaire dans une bon

La donnée d’une bon e détermine le produit scalaire associé a F.
Dans cette bon e, en notant X et Y les coodonnées de x et y, nous avons :

(z,y) = Zxkyk =XTY et |zl =
k=1
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gldentiﬁcation d’un espace euclidien a R euclidien usuel

Soit (E, (., .)) euclidien.

On note (1, ..., Tn) les coordonnées de = dans une bon e.
L’application ¢ : E — R™ usuel est un isomorphisme qui conserve le PS.
z = (z1, ..., Tp)

QO En d’autres termes, lorsque E est muni d’une bon, il se comporte donc comme R™ euclidien usuel.

4. Représentation d'une forme linéaire :

( 7 A ’, . . . .
THEOREME : Théoréme de Riesz (Dans F euclidien!)

Pour tout ¢ € L(E,R), il existe un unique a € E tel que :  Vz € E, ¢(z) = (a,x).

n
Si e est une bon,ona: a= Z o(er)ek.

(S J

Prewve : @ : E — L(E, R) ouy,.(x) = {(a,z) est un isomorphisme (dimension + injectivité).
a

Exemple : Si ¢ € L(M,, ,(R), R), alors il existe un unique A € M, ,(R) telle que (M) = Tr(AM).

Attention : /N Comme le montre Pexercice suivant, le théoreme de Riesz est faux en dimension infinie.

Exercice : 3 .

(%) Soit @ la forme linéaire définie par 6(P) = P(0) sur R[X] muni du produit scalaire (P, Q) = / P()Q(¢) dt.
0

Montrer qu'’il n’existe pas de polyndéme A tel que : 6(P)=(P,A), VP€E.

On suppose que A existe et on considére le polynome P = X A.

3 Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Soit E un espace préhilbertien réel.

1. Orthogonal d’une partie :

Définition : Orthogonal d’une partie de E.

Exemples : B+, {0g}+

PROPOSITION : AL est un sev fermé de E muni de sa norme euclidienne.
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Preuve :
e Sev : Facile

o Fermeture : A+ est une intersection d’images réciproques de fermés par une application continue.
On peut également procéder par caractérisation séquentielle.

(PrOPOSITION :
e ACB= Bt cAt
o AC (Al)L
o At = Vect(A4)t

-
Utilisation de A = Vect(A)*
Lorsque F' = Vect(f1, ..., fp)-

e Pour montrer que : x € F+

On montre simplement que Vk € [1,p], (z, fi) =0.

e Pour déterminer : F+

On procede par équivalences successives. Soit € E.

r € Ft < Vke[l,p], (z,fr) =0

On obtient ainsi un systeme de p équations que 1’on résout...

2 0
Exemple : Déterminer l'orthogonal de F' = Vect(| —1 |, 1 ]).
0 -1

Voir exercice 39 de la banque CCINP.

DEFINITION : On dit que deux sev F' et G sont orthogonaux lorsque :

VfeF, VgeG, (f,9)=0

[ PrOPOSITION :
F1G < FcGY < GcF*+

2. Somme directe orthogonale :

LEMME : Si F L G, alorsona FNG = {0g}.

1
Pour évoquer cette propriété, F' I G sera souvent noté : F & G.

1L
Exemple : Les sev F et F* sont en somme directe orthogonale : F & F*.
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DEFINITION : Lorsque les sev F, ..., F), sont deux & deux orthogonaux, on a Fy & Fy @ - - -

On dit alors qu’ils sont en somme directe orthogonale et leur somme est notée :

1
F= & F;

& F,.

| Preuve :  Supposons que 1 + -+ -+ x, = 0 alors... Yk € [1,p], zr = 0. CQFD

)
Méthode de construction d’une bon
1 1 1
Lorsque FF = F @ Fo @ ... D F),.

On obtient une bon de F' en concaténant des bon de chacun des Fy.

3. Supplémentaire orthogonal d’un sev de dimension finie :

THEOREME FONDAMENTAL : Supplémentarité de ’orthogonal en dimension finie
Si F' est un sev de dimension FINIE de E, alors : E=FoF- .

On dit que F* est le supplémentaire orthogonal de F dans E.

Preuve :  De fagon usuelle par analyse/synthése en se plagant dans une bon de F.

C’est ce théoreme qui permet de définir la projection orthogonale sur un sev de dimension finie.

[ COROLLAIRE :
e Lorsque E est de dimension finie nous avons :  dim E = dim F + dim F*
e Lorsque F est de dimension finie nous avons :  (F1)t = F
Preuve :
e Le cas ou dim F < 400 est immédiat.
e Lorsque seulement dim F' < +o0, on montre (F*)+ = F par double inclusion.

i
Exemple : Dans 9, (R) euclidien usuel, on a: M, (R) = S, (R) & A, (R)

L A+ AT A AT

e A AT est la symétrie orthogonale par rapport & S, (R).

Voir exercices 77 et 92 de la banque CCINP.

e M, (R) =S, (R)® A,(R) avec pour tout A € M, (R) : A = + 5
—_——  —
€Sn(R) €A, (R)
e dimS,(R) = "D o dim A, (R) = @
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4. Vecteur normal a un hyperplan en dimension finie : E est ici un espace euclidien

(THEOREME : Vecteur normal & un hyperplan
Si H est un hyperplan de E euclidien, alors il existe n € E tel que H+ = Vect(n) et donc :
H=n"

Tout vecteur n € H+ convient et est appelé un vecteur normal & H.
\Vect(n) est appelée la droite normale & H.

Preuve :

e Soit avec le théoreme de Riesz (déterminer alors un vecteur n qui convient)

e Soit en s’'intéressant aux dimensions

Exemples :

1. Dans R* euclidien usuel, déterminer un vecteur normal & H : 22 — y + 2z + 3t = 0.
2. Dans M, (R) euclidien usuel, déterminer un vecteur normal & H = {M € M, (R) | Tr(M) = 0}.

4 Projecteur orthogonal sur un sev de dimension finie

Ici, E est un espace préhilbertien réel et F' est un sev de dimension finie.

1. Projecteur orthogonal :

D’apres le théoréme fondammental précédent, nous avons : E = F @ FL.
On peut alors définir...

DEFINITION : Le projecteur orthogonal sur F' (notée pr) est le projecteur sur F parallelement & F*.

L
F
2%
'X-PF(’X)
> F
PF ()
Exemples : Les projecteurs orthogonaux triviaux
e Si F ={0g}, alors pp = 0.
e Si F=F, alors pr =idg.
Voir exercice 80 de la banque CCINP.
PROPOSITION :
° pQF,:pF ° F:ImpF:ker(pridE) ® DpL = idg —PF.
e Sp(pr) C {0, 1} o L =kerpr.
e pr est diagonalisable e sp=2pp —idg
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| Preuve :  Résultats usuels sur les projecteurs orthogonaux.

Y ! 7/
'@'Méthode pour montrer que p est un projecteur orthogonal

Dans un espace euclidien F.

o On vérifie que p € L(FE)
e On montre que p op = p ce qui prouve que p est un projecteur

e On montre que kerp L Imp. (= kerp = (Imp)* avec les dimensions)

A— T
Exemple : Montrer que A +— — est un projecteur orthogonal de 9, (R) euclidien usuel.

. . 1 2 .
Exemple : Montrer que les projecteurs spectraux de la matrice A = (2 1) sont des projecteurs orthogonaux.

N\ ! 7/
'@'Méthode pour montrer que s est une symétrie orthogonale

Dans un espace euclidien F.

o On vérifie que s € L(E)
e On montre que so s = idg ce qui prouve que p est une projection

e On montre que ker(s —idg) L ker(s +idg).

sy est la symétrie orthogonale par rapport a F
py est le projecteur orthogonal sur F'

Rappel : sp = 2pr — idg lorsque {

Exemple : Montrer que la transposition est une symétrie orthogonale de 91, (R) euclidien usuel.

Y ! 7
'@'Méthode pour déterminer le projecteur orthogonal par rapport & Vect(fi, ..., fp)
e Méthode 1 : Si (fy, ..., fp) est une base quelconque.

(x —p(z), f1) =0
Soit # € E. On cherche p(z) = A1 fi +--- + A\pfp tel que < ... . (+ Gauss)
<JJ _p(x)?fp> =0

e Méthode 2 : Si (f1, ..., fp) est une bon.
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P
Dans ce cas, on dispose de la formule suivante : Z x, fi) fi (cf plus loin)

k=1

2. Exemple : Déterminer le projecteur orthogonal sur F' = Vect(Ia, (? 01) ).

e Méthode 1 :

e Méthode 2 :

Ezercice : /
(V) Soit p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal SSI pour tout = € E, on a ||p(z)| < ||z]|.

Preuve :
= Facile en décomposant z = p(z) + (z — p(z))...

< Par contraposée. On suppose qu’il existe (f, g) € F' x G tels que (f, g) # 0.
On trouve alors un z tel que ||p(z)|| > ||z|| en cherchant x sous la forme z = f + Ag.

La proposition < p projecteur orthogonal = ||p(z)|| < ||z| >

3. Expression du projeté orthogonal :

sera utilisée pour prouver l’inégalité de Bessel.

THEOREME FONDAMENTAL : Expression d’un projecteur orthogonal dans une bon de F

Lorsque (f1, ..., fp) est une bon de F, on a pour tout x € E :

P
fok

k=1

| Preuve :  Conséquence du théoréme sur le supplémentaire orthogonal.

'Cas particuliers a connaitre impérativement

e Si F = Vect(a), alors pp(z)=(z, ' Ta ”)ﬁ
a ., a
e SiF=at, alors pp(z) =2 — (z, —)—.
lall” llall
Exemples : Vous devez en particulier savoir reconnaitre les transformations suivantes lorsque ||a|| = 1.

x—=x—(z,a)a

x = —2(x,a)a

x = {x,a)a —x

x> 2(z,a)a —x

10
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Ezercice ;: 5

(V) Soit e= (i, j, k) une base orthonormale de F et p le projecteur orthogonal sur un plan F' de E.
NP (12 2

Montrer que : [|p( @ )| + [[p(J)II* + [lp(&)]* = 2.

4. Continuité des projecteurs :  (Compléments!)

PROPOSITION : Continuité d’un projecteur

e Les projecteurs d’un espace euclidien sont continus

e Les projecteurs orthogonaux sont continus (meéme si dim E = 400)

Preuve :
e Dans un espace euclidien les projecteurs sont linéaires au départ d’un ev de dimension finie.

e Les projecteurs orthogobaux sont des endomorphismes qui vérifient ||p(x)|| < |||

Remarque : Dans les autres cas, les projecteurs n’ont aucune raison d’étre continus.

COROLLAIRE : Structure topologique d’un sev de dimension finie
e Les sev d’un espace vectoriel de dimension fini sont des fermés

e Les sev de dimension finie d’un espace préhilbertien sont des fermés

Preuve :  Soit F un sev de dimension finie.

e Lorsque E est euclidien, on peut introduire p le projecteur sur F' parallelement & un suppl. G.
On a alors F = ker(p — idg) = (p — idg) "' ({0g}) avec p — idg continu et {0} un fermé.

e Lorsque E est préhilbertien, on peut introduire p le projecteur orthogonal sur F.

Remarque : Plus généralement, TOUS les sev de dimension fini sont des fermés (déja vul).

5. Algorithme d’orthonormalisation de Schmidt :

11



]
MP2-2024/2025 Espaces Préhilbertiens Réels %

(fHEOREME : Orthonormalisation de Gram-Schmidt \
Soit (21, ..., x,) une famille libre de vecteurs de E.
@A gj
) ma4
g"“‘l grndl\_ )
W€l
Ned (€4, 1 €n)

Il existe alors une UNIQUE famille orthonormale (g1, ..., &) telle que V& € [1,n] :

e Vect(xy, ..., xp) = Vect(ey, ..., &)

[ <$k, Ek> > 0.

k
Tp+1 — Z<ﬂ?k+1,€i>€i
Epql = ’L:l
lzhr1 = D (@hra, eideil
i=1

Qn dit que la famille (g1, ..., €,) est Porthonormalisée de (x1, ..., 2,) par le procédé de Schmidt. j
Preuve :

e Existence : la famille proposée convient bien.

e Unicité : Par récurrence.

On remarque que €,41 € Vect(z1, ..., Znp1) N Vect(z1, ..., 2,)" qui est de dimension 1 d’apres
Grassmann.

gApplication a la base (X"),en de R[X]

Lorsqu’on applique l'orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base canonique de R[X], on obtient une
famille orthonormée de polynomes (P, )nen vérifiant pour tout n € N :

o deg(Py) =n
e (P, ..., P,) est une base orthonormée de R, [X]
o P, e (R,_1[X])*

PROPOSITION : Matrice de passage associée

La matrice de passage P est triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs.

On en déduit qu’une base et son orthonormalisée par Schmidt ont la méme orientation. (cf autre chapitre)

Exemple : Prendre un exemple dans R?, Ry[X] et dans 9 (R).

| PROPOSITION : Toute famille orthonormale peut étre complétée en une bon. |

Quelques applications usuelles de Gram-Schmidt
Les applications suivantes seront explicitées dans un chapitre ultérieur.

e Décomposition QR : En appliquant la formule P/ Pfg = P9, on montre grace a Gram-Schmidt que

12
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tout matrice réelle inversible A se décompose sous la forme :

@ orthogonale
A= . . - . . . -
Gn o { R triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs
e Décomposition Cholesky : Grace & Gramm-Schmidt, on peut montrer que toute matrice A symétrique
définie positive se décompose sous la forme :

A=PT'P avec P triangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs

e Inégalité de Hadamard : On peut utiliser cette décomposition pour prouver que pour tout matrice
symétrique positive A, on a :

det(A) S H Ak k
k=1

5 Distance a un SEV et Inégalités de Bessel

1. Distance & un sev :

Soit F un sev de E tel que F& F+ =F (vrai en particulier lorsque dim F' < 400)

Jlo,F= ho-prevl

( , N . N
THEOREME : Distance a un sev

Soit x € E.
La distance de x a F' est atteinte en une unique valeur pg(z).

d(z, F) = |lz = pr(@)|l = llgr ()]

- J

Preuve :
e Existence : Pour tout f € F, on a ||z — f||* = [l — pr(2)[|> + [|f — pr(@)|* > [|f — pr(z)|*.

o “/xwgﬂz loe-petoll
y|.x;\>rn)li
= F

FF (%) g

FJ_

e Unicité : Soit f une autre valeur ou la distance est atteinte. On a alors :

lo = pr@)|* = llz = fI? = (@ = pr(2)) + (pr(2) = I = llz = pr(@)|* + lpr(z) - fII?

Dot |pr(z) — f|* = 0.

13
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(DErFINITION : Vecteur de Meilleure Approximation (PMA)
Comme pour tout f € F,on a ||z — pr(z)| < |z — f||, on dit que :

pr(z) est le vecteur de meilleure approximation de = dans F

Ce vecteur est unique!
(.

Ezercice : 6

(¥) Pseudo-solution d’un systéme linéaire AX = B

Soit A € M,,,(R) et B € M, 1(R).

Lorsque le systetme AX = B n’a pas de solution, on appelle pseudo-solution les valeurs de X € M, 1(R) qui
minimisent la norme ||AX — B]|.

Montrer I'existence et expliciter une méthode permettant de trouver une pseudo-solution.

e Distance a une droite vectorielle : d(z, Vect(a)) = ||x

COROLLAIRE :

e Distance a un hyperplan :

. J

Exemple : Distance de A = (; i) a ’hyperplan constitué des matrices de trace nulle.

Erercice : 7 e

1
(%) Calculer : inf / (t* — (at + 1))* dt.
(a, b)ER? 0

Classique... On trouve ﬁ.

Voir exercices 81 et 82 de la banque CCINP.

2. Inégalité de Bessel :

lLEMME : Lorsque p est un projecteur orthogonal, on a: Vz € E, |p(z)]|? < ||=|?.

D/ Facile.

14
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(TuforEME : Inégalité de Bessel (cas fini)

Soit e = (ey, ..., e,) une famille finie de vecteurs orthonormaux de E.
Pour tout x € F, on a :

n
Y (zen)” < Jlalf?

k=1
\Avec égalité lorsque e est une base de E. )
n(
N, €
(’l,(ﬁ) N
(Efne"
(x) e)'
, peo N
n
. . 2 _ 2 2 o
Preuve :  On remarque que Z<:L‘,€k> = |lpr(z)||” < ||z||* ou F' = Vect(e1, ..., en).
k=1
( ) N R R
COROLLAIRE : Inégalité de Bessel (cas ou dim E = +00)
Soit (en)nen+ une famille orthonormale infinie.
Le théoréme précédent prouve la convergence de la série > (z,e,)? et que :
+oo
2 2
Y (wen)® <l
n=1
| J
Preuve :  Théoréme de comparaison des SATP.

6 Musculation

Nous commengons ici par introduire et étudier quelques propriétés de la notion générale de systéme othogonal de R[X]
avant d’en présenter par la suite, quelques exemples tres classiques tels les polynomes de Legendre, de Tchebytchev et
de Laguerre.

1. Systeme orthogonaux de R[X].

(DEFINITION : Systéme orthogonal (SO) de R[X]

Dans R[X] préhilbertien réel.
On appelle systéme orthogonal de R[X], toute famille de polynémes (P,)nen vérifiant :

e Pour tout n € N, deg P, =n

e Pour tout n € N, P, est unitaire

e La famille (P,) est orthogonale

15
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1. Existence.
Montrer I'existence d'une famille vérifiant les conditions précédentes.
2. Unicité.

(a) Montrer que pour tout n, (P, ..., P,) est une base de R, [X]
(b) Montrer que pour tout n, on a P, € (R,,_1[X])*

(c) En déduire (sans passer par une récurrence) l'unicité de cette famille.

On suppose désormais que R[X] est muni d’un produit scalaire usuel de la forme (P, Q) = /P(t)Q(t)w(t) dt

I
avec w une fonction continue et strictement positive sur 1.

3. Relation de récurrence.
Nous recherchons ici une relation de récurrence permettant de déterminer les polynémes P,.
(a) Montrer que pour tout P,@, R € R[X], on a (PQ, R) = (P,QR).
(b) Montrer que pour tout n > 2, il existe A\, pn, € R tels que P, = (X — Ay)Po—1 — ptn Pn—a.

On s’intéressera au polynome P, — X P, _1.

<Xpnflvpn71> <Pn71;Pn71>
c¢) Montrer que \,, = ———— et que , = —————.
( ) d <Pn—17Pn—1> d s <Pn—2aPn—2>
4. Racines de P,.
On suppose que P, admet p < n racines distinctes A;, ..., A, d’ordre impair.

Soit @ = (X — A1) ... (X — \,).

(a) Justifier que P,Q est positif.

(b) En déduire que P,, admet n racines distinctes dans 1.
5. Comparaison des racines de P, et de P, ;.

(a) Prouver par récurrence, que pour tout z,t € R et n € N, on a :

n

ARG 1 Pa@Falt) = Fafe)Pa (1)

k=0 <Pk)Pk> <Pn7Pn> {L‘_t

On pourra utiliser la relation de récurrence démontrée en question 3. et poser k, = (P,, Pn).
L’héridité se traite bien en calculant Pyyq1(x)Py(t) — Pp(2)Phy1(t) avec Uhypothése de récurrence.

(b) En déduire que pour tout x € R, on a P, ,(z)Py(x) — P (z)Pny1(x) > 0.
(c¢) En déduire que les racines de P, et de P, sont entrelacées.
On pourra faire un dessin pour visualiser la proriété induite par la relation précédente.

Systémes orthogonaux usuels

Au coefficient dominant pres :

1
e Le SO de R[X] associé a (f,g) = / fg est appelé famille des polynomes de Legendre
—1

1
e Le SO de R[X] associé & (f,g) = /_1 %f_(g dt est appelé famille des polynémes de Tchebytchev

16
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3. Polynémes de Tchebytchev : E' = C([—1, 1], R) est muni de (f, g)

+oo
I e Le SO de R[X] associé a (f,g) = / f(t)g(t)e " dt est appelé famille des polynémes de Laguerre
0

2. Polynémes de Legendre : E =C([—1, 1], R) est muni de (f,g) / fg.

(DéFINTTION : Polynémes de Legendre
Les polynomes de Legendre sont les polynomes définis par :

Ly=((x2=1)"™ =0 avec U,=(X-1)"(X+1)"

(.

Exemples : Lo =1, L1 = 2X, Ly = 4(3X2% - 1).

(PrOPOSITION :

1. 1 et —1 sont racines de U d’ordre n — k pour tout k € [0, n].
2. Le coefficient dominant de L,, est %X ",

3. L, LR, 1[X].
4

» admet n racines distinctes dans | — 1, 1J.

Preuve :
1.2. Faciles.
3. Pour Q € R,,_1[X], par IPP successives, on obtient :

<L'er> = (_1)< (n 1 Q> = ( 1)”<UMQ(”)> =0

4. Avec le théoreme de Rolle appliqué & U, puis & US" V... ete...

(COROLLAIRE : Systéme orthogonal de R[X]

=/_11f9

-

|
La famille de polynomes (%Ln> est le systeme orthogonal de R[X] pour le produit scalaire :
) neN

D/ Compte-tenu des propriétés précédentes, cette famille vérifie bien les conditions de la définition.

COROLLAIRE : PMA

Pour la norme euclidienne associée au produit scalaire : (f, g / fg.

N
Z ” 2 est le polynéme de meilleure approximation de f dans Ry[X].

/mdt

THEOREME : Polyndémes de Tchebytchev

Pour tout n, il existe un unique polynome 7;, vérifiant V0 € R :

cos(nf) = T, (cos0)

Preuve :  Existence avec la formule de Moivre. L unicité est classique.

17
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Exemple : To =1, Ty =X, T, =2X%2 -1, T3 =4X3 - 3X.

PROPOSITION : Formule

[n/2]
7,00 = Y (5, )X - x2)

k=0

D/ Découle de la démonstration précédente.

PROPOSITION : Formule de récurrence
Pour tout n, on a :
Tn+2 = 2XTn+1 - Tn

On démontre alors facilement par une récurrence double que T}, admet 2"~ X™ pour terme dominant.

Preuve :  Découle directement de la formule cos((n + 2)t) + cos((n)t) = 2 cost cos((n + 1)t).

(PROPOSITION : Systéme orthogonal de R[X]

1
La famille (WT") est le systeme orthogonal de R[X] pour le produit scalaire :
neN

o= [ D00

(& J

D/ 1l reste & vérifier que la famille est orthogonale.

ProrosiTION : PMA
L f)g(t)
Pour la norme euclidienne associée au produit scalaire : (f, g) = / ———— dt
—1 V1 —#2

N

Le polynéme Py = Z
n=0

(f,Tn)
1T

T, est le polynéme de meilleure approximation de f dans Ry[X].

—+o0
4. Polynomes de Laguerre : E = L2(RT, R) est muni de (f,g) = / ft)g(t)e " dt.
0

DEFINITION : Polynémes de Laguerre

Les polynomes de Laguerre sont les polynomes L,, définis pour tout n € N par :

et d"

Ln(z) = n! dzn

(e7a")

Exemples : Loy =1, L1 =1— X, Ly = 1(X? - 4X +2)...

PROPOSITION : Forme explicite

— (=1)F ()
Pour tout n € Nyona: Ly(z)= Z x x®.
k=0 ’

=n"

1 n
n!

xT.

On en déduit que les fonctions L,, sont bien polynomiales et de coefficient dominant

D/ 1l suffit d’appliquer la formule de Liebniz.

PROPOSITION : Le polynéome L, de Laguerre est solution de 1’équation différentielle :

zy” +(1—a)y’ +ny=0

D/ Non traitée car fait appel & des résultats intermédiaires non évoqués ici.

18
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(COROLLAIRE : Systéme orthogonal de R[X]

La famille ((=1)"Ly,), est un systéme orthogonal de R[X] pour le produit scalaire :

(f.g) = /_1 ft)g(t)e ™t dt

Preuve :  Pour montrer 'orthogonalité de la famille.

e On montre par IPP que T': P — zP” — (z — 1)P’ est un endomorphisme autoadjoint de R[X].

e On vérifie alors que lorsque n # p, on a (L, L,) = 0 en remarquant que —nL, = XL — (X —1)L},.

(COROLLAIRE : PMA

+oo
Pour la norme euclidienne associée au produit scalaire : (f, g) = / ft)g(t)e "t dt
0

(/s Ln)
[l

N
Le polynéme Py = Z

n=0

L,, est le polynéme de meilleure approximation de f dans Ry[X].

§
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