L’essentiel : Equations différentielles scalaires

Ici, I est un intervalle de R.
Dans cette synthese, nous présentons les méthodes de résolutions des équations différentielles de la forme :

(B) : 2™ 4 ap 1 ()™ 4 4 ay ()2’ + ao(t) = b(t) avec Yk e [0,n—1], { Zk continues sur I C R

Le coefficient de (™ valant 1, on dit qu’une telle équation est normalisée.

Plan :

I ] Résultats généraux
IT ] Cas des équations de la forme : 2’ 4+ a(t)z = b(t)
IIT ] Cas général des équations de la forme : 2" + a(t)x’ + b(t)x = c(t)
IV ] Cas particulier des équations de la forme : " + az’ + bz = c(¢)

V ] Autres méthodes possibles
(a) Changement de variable ou de fonction
(b) Cas des équations d’Euler

(c) Cas des équations & variables séparables
VI | Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre n > 3

VII | Raccordements de solutions

( rd . N . .
DEFINITION : Les solutions de (E) sur I a valeurs dans K sont les applications :

o est n fois dérivables sur
p: I —-K telles que

Ve I, U (t) + anr (™D (1) + - + a()p(t) = bi)

|

Ne négligez pas limportance de cette définition !

PROPOSITION : Probleme de Cauchy
z(to) = o
(E) admet une unique solution vérifiant des CI de la forme

(™D (tg) = Tp_1




Preuve

| On se ramene a un systeéme différentiel pour appliquer une version connue du théoréme de Cauchy.

Exemples :

e Une solution y de y' 4+ a(t)y = 0 qui s’annule est nécessairement nulle. Les autres sont de signe constant.

e Une solution y de y” + a(t)y’ + b(t)y = 0 vérifiant y(to) = y'(to) = 0 est nécessairement nulle

(- .
PROPOSITION : Structure de 1’ensemble des solution

e Sp : L'ensemble Sy des sol° de (H) : (™ + a,—1 ()™ + -+ + a,(t)z = 0 est un K-ev de dimension n

x g est une solution de (H)

) . 5 e 5
e S : Les solutions de (E) sont les {° de la forme x =  + zy ou { et e ol pereine de (E)

S=2+ Sy

%;Preuve

e En considérant les deux applications linéaires suivantes :

f: C(I,K) — Co(I, K)
x = 2™ fa, ()Y 4 e (t)T
et pour ty € [ :
Y, © SgH — K™
z = ((z(to, 2'(to), .., z™D(ty))

e Soit x une fonction dérivable sur I. On a alors :

x solution de (E) vee I, z™ () + - +a(t)z(t) = b(

<~

— vtel, z™M@E) 4+ +a®)z(t) = E™ () + a(t)E(t)
— vtel, (-8t + - +alt)(z—2)=0

— x—2€S8y

— x€x+Sh

PROPOSITION : Régularité des solutions

Les solutions de (F) sont de classe C™ sur I.

Preuve

I Facile.



Objectif : Résoudre les équations différentielles de la forme (E) : ¢’ + a(t)y = b(t) avec { “

b continues sur I C R.

DEFINITION : Les solutions de (E) sur I & valeurs dans K sont les applications :

 est dérivable sur 1
p: I =K telles que

©'(t) +a(t)e(t) =b(t), Vtel

Exemple

Vérifier que ¢ définie par ¢(t) = e” — 1 est solution sur R de (E) : i — 2ty = 2t

Preuve :

e Cette application est bien dérivable sur R.

e Pour tout t € R, on a ¢ (t) — 2tp(t) = 2te’” — 2t(e?” — 1) = 2¢.

PROPOSITION : Régularité des solutions

e Les solutions de (FE) sont C! sur I.
e Sia et bsont C" sur I, alors les solutions sont C™ ! sur I.

e Sia et bsont C* sur I, alors les solutions sont C*° sur I.

Preuve

Par récurrence...
Ce résultat est souvent demandé en exercice.

Méthode générale de résolution
e Etape 1 : On résout I'équation (H) : y' + a(t)y = 0 et on note yy la forme générale des solutions.
L’ensemble Sy des solutions de (H) est une droite vectorielle de C'I, K).
e Etape 2 : On recherche une solution particuliere .
e Conclusion : Les solutions de (F) sont alors les fonctions : y = § + yu.

L’ensemble S des solutions de (E) est une droite affine passant par jj de CI, K).




Preuve

Voir le raisonnement effectué dans le cas général.
Vous devez étre capables de justifier cette démarche.

Résolution de (H) : ¢’ +a(t)y=0

e On recherche A une primitive de a sur I

e Les solutions de (H) sont alors :  yg = Ae”4®) avec A € K

L’abus de notation précédent est largement utilisé.

%Preuve
I

y est une solution de (H) <= e (y +at)y) =0 <= (ye?P) =0 <<= y=DXe

o
Exemple : Résoudre sur R™ I’équation (H) y' + %y =0.

1
Réponse : A :t+> Int est une primitive de a : t — = sur RT* et donc :

A
YH =Xe It = = avec AeK

—A(t)

Recherche d’une solution particuliére §
e Soit par intuition en recherchant § sous une forme particuliere.

e Soit avec la méthode de variation de la constante :
— On cherche § sous la forme §(t) = C(t)e=4®
— On a alors :
§ est solution de (E) <=Vt € I, C'(t)e 2 = b(t)

Ce qui permet de trouver une fonction C, et donc une fonction y, qui convient.

e Lorsque b(t) = b1(t) + ba(t), on peut appliquer le principe de superposition des solutions.

<
Exemple : Solution particuliere de (E):y' + %y =cost sur R™*

Réponse :

e Les solutions de I’équation homogene sont yr = %

e On recherche donc une solution particuliere sous la forme g(t) = %t)

e § est solution <= Vt > 0, @ = cost <=Vt >0, X (t) = tcost.

Une intégration par partie nous donne :

t

¢
7y solution <:))\(t):/ xcosxdx:tsint—/ sint dt = tsint + cost+ C (on prend C = 0)




1
Ainsi § = E(t sint + cost) est une solution particuliere de (E).

Ce raisonnement prouve que (E) admet bien des solutions.

Probléme de Cauchy pour (E) : 4’ + a(t)y = b(t)
e (E) admet une unique solution y vérifiant y(to) = yo (CI) lorsque tg € I et yo € K
e Graphiquement : Lorsque K = R, cela signifie qu’en un point du plan, il ne passe qu'une seule solution.

e Applications : © On utilise souvent ce théoréme pour prouver 1’égalité de deux applications en montrant qu’elles
sont I'une et I'autre solutions d’'une méme équation différentielle avec les mémes CI.

Par exemple, pour trouver une CNS pour qu’une solution ¢ soit :

— nulle — paire ou impaire

— périodique — symétrique par rapport a D : x = a

Exercice : 1
(x) Déterminer la solution réelle sur |1, +oo[ de (E) :y —

7 Y= 2z vérifiant la condition initiale y(0) = 1.
2 —

Preuve :

Exercice : 2
(V) Soit (E) : v’ + a(t)y = b(t) avec a et b continues sur R et a impaire.
Déterminer une CNS pour que (E) admette une solution paire.

Preuve :

Ezercice : 3
(V) Soit (E) : y' + 2y = ¢(t) avec ¢ : R — C une fonction continue et périodique de période T' > 0.

1. Montrer qu'une solution y de (E) est T-périodique si et seulement si y(0) = y(T').
2. En déduire que (E) admet une unique solution T-périodique.

Preuve :




IT] Equations Différentielles scalaires linéaires d’ordre 2

(B) :y" +a)y’ +b(t)y = c(t)

a

Objectif : Savoir résoudre les équations de la forme (E) : y” + a(t)y’ + b(t)y = c(t) avec ¢ b continues sur I C R.
c

1) Résultats généraux

[DErFINITION © Les solutions de (E) sur I a valeurs dans K sont les applications :

@ est 2 fois dérivable sur [

pil =K telles que { vt e I, "(t) + a(t)g' (t) + b(t)p(t) = c(t)

g
PROPOSITION : Régularité des solutions

e Les solutions de (E) sont C? sur I.

e Sia, betcsont C" sur I, alors les solutions de (E) sont C"*2 sur I.

e Sia, betcsont C* sur I, alors les solutions de (E) sont C*° sur I.

|\

%;Preuve

Par récurrence...

Ce résultat est souvent demandé en exercice.

Probléme de Cauchy pour (E) : 4" + a(t)y’ + b(t)y = c(t) :

e (F) admet une unique solution y vérifiant { szl?(?)iyyol (CI) ou tg € I et yo, y, € K.
=%

/N Des CI de la forme { Y ne permettent pas d’appliquer le résultat précédent.

e Graphiquement : Lorsque K = R cela signifie qu’en un point My(to, yo), il ne passe qu'une seule solution de
(FE) de tangente fixée passant par My. Il n’y a donc pas unicité de la solution passant par M.

e Applications : © On utilise souvent ce théoreme pour prouver ’égalité de deux applications en montrant qu’elles
sont I'une et I'autre solutions d’'une méme équation différentielle avec les mémes CI.

Par exemple, pour trouver une CNS pour qu’une solution ¢ soit :

— nulle — paire ou impaire

— périodique — symétrique par rapport a D :x =a




1

Exemple : Soit f une solution de (E) : y” + p(x)y’ + q(x)y = 0 avec p et ¢ continues sur 1.
Montrer que sl existe tg € I tel que f(tg) = f'(to) = 0 alors f = 0.

Preuve :

FExercice : 4

(©) Montrer que u la solution de (E) : y” + cos?(z)y = 0 sur R vérifiant { ZS?()))ilo est une fonction paire.

Preuve :

Ezercice : 5
(V) Montrer que les zéros d’une solution d'une EDSL2 sont des points isolés.

Preuve :

Méthode générale de résolution

e Etape 1: On résout (H) : y” + a(t)y’ + b(t)y = 0 en recherchant 2 solutions indépendantes 1 et @s.

On a alors :
Sh = Vect(p1, ¢2)

Le couple (p1, p2) est appelé un Systéeme Fondamental de Solutions (SF'S).
On note habituellement yz les solutions de (H).

e Etape 2 : On recherche une solution particuliere .

e Conclusion : Les solutions de (F) sont alors les fonctions : y = § + yg.

S=9+SH

S est un plan affine passant par y.

2) Résolution de (H)

Rappel : Comme Sy est un plan vectoriel, il suffit de déterminer deux solutions indépendantes.

-
Prouver que Sy est un plan vectoriel



a) Recherche d’une premiére solution

/\ Contrainement & la résolution des EDLH]1, il n’existe pas de formule générale donnant Sp.

On peut trouver une solution particuliere :

— soit par intuition
— soit sous une forme particuliere  (Polynomiale, ...)

— soit sous la forme d’un développement en série entiere  (Forme la plus générale que 'on peut proposer)

Si on a de la chance, on trouve directement 2 solutions indépendantes (voir les exemples suivants!).

-
Exemple 1 : Recherche d’une solution polynomiale

Trouver une solution polynémiale de (E) : (#2 + 2t + 2)y” — 2(t + 1)y’ + 2y = 0 sur R puis finir la résolution.

Réponse :

e Une analyse du degré montre que n =1 ou n = 2.
En effet, en posant a,z™ le terme dominant de cette solution, on obtient par unicité de I’écriture d’un
polynéme :
n(n — 1)a, — 2na, + 2a, =0 et donc (a, Z0) n?>—3n+2=0

(t) =12 -2

B =t+1 qui forment (chance!) un SFS

e On trouve alors deux solutions indépendantes {

<€

-
Exemple 2 : Recherche d’une solution DSE

Trouver une solution DSE de (E) : (1 — t?)y” — 4ty’ — 2y = 0 sur | — 1, 1] puis finir la résolution.

+o00
Réponse : On recherche une sol® y sous la forme y(t) = Z ant™ de rayon de convergence R > 0.
n=0

_ y't) = ..
Sur | — R, R], on a alors { V) = .

e Ainsi: yestsolutionde (E) <= Vte]|-R, R, (1 -}y’ —4ty —2y =0 < ...

Finalement : y est solution de (E) <= ap42 = a, pour tout n € N.

1 t
2 +a11—t2'

+o0 —+oo
Ce qui nous donne : t)=a " +q 2l — ¢
q y(t) 0 nz_:o + a nz_:o 07

Pour valider ces solutions, on doit vérifier que R > 0.

Conclusion : On obtient ainsi un systeme fondamental de solutions (chance!).

A+t
C1—t2

La solution générale est alors : | y(¢) sur | —1, 1]




b) Recherche d’une deuxiéme solution

Si la recherche d’une premiére solution ne permet pas d’en trouver une deuxiéme indépendante (cas le plus fréquent),
alors on recherche une deuxieme solution en appliquant 'une des 2 méthodes présentées dans cette partie :

e La méthode utilisant le wronskien

e La méthode de Lagrange.

On suppose connaitre une solution non nulle ¢ de (H).
On souhaite alors déterminer une seconde solution v indépendante de .

gPréliminaire : Le Wronskien

e Définition : Soit ¢ et 1 deux solutions de (H) : y” + a(t)y’ + yb(t) = 0.

p(t)  »(t)
¢'(t) ()

La fonction w définie par w(t) = est appelée le wronskien de @ et 1.

e Propriétés :

— Le wronskien est solution de I’équation différentielle : 3’ + a(t)y = 0.
— < Le wronskien s’annule > si et seulement si <« il est nul > si et seulement si < (¢, ¥) est liée >.

— < Le wronskien est non nul » si et seulement si < (¢, ¥) est un SFS de (H) ».
e Applications :

— Le wonskien permet de détecter les systémes fondamentaux de solutions.

— Le wronskien permet de déterminer une deuxieme solution 1 indépendante de la premiere .

%?;Preuve de w'(t) + a(t)w(t) =0

%?;Preuve de la Nullité et non nullité du wronskien

FEzxercice : 6

—+oo
oit efinie par f(z) = anx’” une solution de y" + a(?)y’ + b(t)y = 0 avec quelconques.
©) Soit f défini f n lution de 3" "+ b 0 ZO 1
1

n=0

Pourquoi en prenant { ZO =1 puis { ZO - (1) , obtient-on un SFS?
1 1=

Solution : On montre que le wronskien des deux solutions obtenues est non nul.




(THEOREME : Soit © une solution non nulle de (H) : 2" + a(t)2’ + b(t)x = 0.

o(t) y
o't)

2. Soit wg est une solution non nulle de &’ + a(t)x = 0.

o(t) y
©'t)

1. Si y est une solution de E, alors ¢ — est une solution de z’ + a(t)z = 0.

Les solutions de = wp sont des solutions de (H) indépendantes de .

Preuve de ce théoréme
On admet que ¢ ne s’annule pas sur [.
1.

2. L’ensemble des solutions de (H) est alors inclus dans une sev de dimension 2 : il est donc égal & cet
ensemble.

N\ ! 7/
'@'Méthode utilisant le wronskien

On suppose ici connaitre une solution non nulle ¢ de (H).

e On résout w’' + a(t)w = 0, on trouve un wronskien non nul wy.
ot)
o't)

Les solutions non nulles de cette équation sont alors des solutions de (H) indépendantes de ¢.

e Résout alors I’équation différentelle = wp(t) avec y une fonction C? sur I.

<
Exemple 3 : Recherche de 2 solutions indépendantes (avec le wronskien)

Déterminer une solution de (H) : ty” + (1 — 2t)y’ + (t — 1)y = 0 sur R puis finir la résolution.

e Premiere solution : On constate que la fonction ¢ définie par ¢(t) = e’ est solution de (H).

e Deuxiéme solution : Avec la méthode du wronskien

1-2¢

1-2¢
t t "

— Le wronskien est solution de y' + y=0ou A:t~— Int— 2t est primitive de a : t —

eZt

e—Int+2t _ X

— La fonction w(t) = est donc un wronskien.

et

— On recherche alors ) qui vérifie iy’ — 1’ = ?, c’est a dire : ¢/ —1p = &

— La solution homogene est y = Ae’ et on cherche une solution particuliere sous la forme g = \(t)e!

t
1
7 est solution <= X(t)e' = % = N() = 7 on prend A(t) =Int

La fonction § = Inte? convient.

10



— 1) = Inte! est donc une deuxiéme solution du systeme.

e Les solutions du systéme sont donc les fonctions définies sur RT* par :

y(t) = e’ + plnte’ avec N\, peK

Y ! 7/
'@'Méthode de Lagrange

On recherche la nouvelle solution sous la forme () = A(t).¢(t) avec A deux fois dérivable.
On est alors ramené & une EDL1 d’inconnue X que ’on sait résoudre & condition que ¢ ne s’annule pas sur I.

%?;Preuve de la méthode de Lagrange

>
Exemple 3 : Recherche de 2 solutions indépendantes (Avec Lagrange)

Déterminer une solution de (H) : ty” + (1 — 2t)y’ + (t — 1)y = 0 sur R™ puis finir la résolution.

e Premiere solution : On constate que la fonction ¢ définie par ¢(t) = e’ est solution de (H).

e Deuxiéme solution : Avec la méthode de Lagrange

— On recherche une solution ¢ sous la forme ¥(t) = A(¢)e'.

— On commence par calculer ¢’ (¢) et " (1).

— On a alors ¢ solution de (H) sur R si et seulement si ... ssi X' () = 2 avec A € R,

Prenons alors A =1 ce qui nous donne par exemple A(t) = In(¢).

— La fonction définie par ¢ (¢) = Int.e! est donc une deuxi¢me solution du systéme.

e Les solutions du systeme sont donc les fonctions définies sur R™* par :

y(t) = Xe' + plnte? avec A\ peK

3) Recherche d’une solution particuliére

Aprés avoir déterminer un SFS de (H), nous devons trouver une solution particuliére de (E).

11



Méthode : Pour trouver § une solution particuliere de (E)

a et b sont polynomiales

¢ est DSE , on peut rechercher g sous la forme d’'un DSE.

e Méthode 1 : Lorsque {
o O Méthode 2 : Sinon, on peut utiliser la méthode de variation des constantes :

— On recherche § sous la forme § = A(¢)p + p(t)y ol ymg = A + pip est solution de (H).
No+p'v=0

X'+ ! = )

Il y a bien un unique couple de solutions (N (t), p'(t)) car le déterminant est un wronskien non nul.

— Si A et p vérifient le systeme { alors § est solution de (E).

%Preuve du théoréme précédent

Montrer qu’en prenant A et p solutions du systéme la fonction § est bien une solution de (E).

t

Exemple (BE)y"' =2y +y= © _surR
’ 1+4¢2

e Solutions homogenes : Les solutions de I'équation homogene sont : | yu(t) = (at + b)e’ avec a, b € K|

e Solution particuliere : Avec la méthode de variation des constantes.

On recherche donc une solution particuliere sous la forme : §(t) = a(t)te’ + b(t)e'.

a'(t)te! +b'(t)et =0
a'(t)(1 +t)et + b (t)e! =

— Nous savons alors que § sera une solution de (F) dés lors que : t

14 ¢2
{ a4+ () =0
C’est a dire : , 1 .
t)(1+t Vt) = ——
OO+ + V() = T
— Les formules de Cramer donnent : a/(t) = — ? ! =Loetb(t)=— t (1) = —t_,
1+t2 1 1+t2 1 + t 1+t2 1+t2

a(t) = arctant

pogt) = b — 2.t
b(t) = —zIn(1+¢) etdonc: |§(t) = tarctan(t)e’ —In V1 + 1%’ |

— Nous pouvons donc prendre : {

e Solutions générales : Les solutions de (F) sont alors les fonctions y de la forme :

y(t) = (t arctan(t) — In/1+ 2 + at + b) el avec a, beK

12



e FiETCICE T
(V) Déterminer les solutions sur R de y” +y = f(¢) ou f est une fonction continue de R dans R.

%%Réponse

Solutions COMPLEXES de (H) :y" +ay +by =0

e On note C : 72 + ar + b = 0 I'équation caractéristique de (H).

e On obtient un systeéme fondamental de solutions selon la nature des racines :

. . t— emt

— Si A # 0 : En notant r; et 7o les deux racines, { N Z”Qt forment un SFS.
. , t et

— Si A =0 : En notant r la racine double, ¢ fert forment un SFS.

i
Exemple : Solutions complexes de 3"’ — 2y’ +2y =0

e Lesracinesde r2 —2r+2=0sont r =1+ 2¢

e Les solutions complexes sont donc les fonctions y de la forme :

y(t) = Ae1t20t 4 Be(1-20t  4e A, BeC

Solutions REELLES de (H) :y" +ay +by=0

e On note C : 7% + ar + b = 0 Péquation caractéristique de (H).

e On obtient un systéme fondamental de solutions selon la nature des racines :

t et

£y orat forment un SFS.

— Si A > 0: En notant 1 et o les deux racines réelles, {

t et

£ s pert forment un SFS.

— Si A =0 : En notant r est la racine double, {

t — e cos(wt)

t 1 e sin(wt) forment un SFS.

— Si A <0 : En notant r = o + iw les racines complexes, {

13



fRappel : Cas des suites linéaires d’ordre 2

Pour déterminer le terme u,, d’une suite (u,) vérifiant u,+2 = au,11 + buy,, la démarche est semblable.

e Lorsque A > 0, les suites sont de la forme : U,, = Ar}" + Br}
e Lorsque A = 0, les suites sont de la forme : U, = (An + B)r"

e Lorsque A < 0, il faut écrire les racines de (C) sous forme trigonométrique : r = pe®®.
On obtient alors :

up, = p"(Acos(nd) + Bsin(nd))

I
Autre formule dans le cas ou A >0

t — e ch(pt)
t — e* sh(Bt)

m=a+f

ry=a+ 8 forment un SFS de (E).

Lorsque { sont les racines de ’équation caractéristique, {

Justification : On peut vérifier que ces deux fonctions sont bien solutions de (E).

e ch(ft) = L(e(@th)t 4 ela=P)ty
et sh(Bt) = L(e(@th)t _ gla=h)t)

On constate alors que ces deux fonctions sont bien de la forme des solutions de (E).
Comme leur wronskien est non nul (vérification immédiate!) cela prouve qu’elles forment bien un SFS de (E).

Le plus simple est de développer leur expression : {

i
Exemple 1 : Solutions réelles de vy’ — 2y’ +y =0

e 72 —2r 4+ 1 =0 possede r = 1 pour racine double.

e Les solutions réelles sont donc les fonctions y de la forme :

y(t) = (A+ Bt)e! avec A, BER

>
Exemple 2 : Solutions réelles de vy’ — 2y’ +2y =0

e Les racines de 72 —2r +2 =0 sont r = 1 + 2i

e Les solutions réelles sont donc les fonctions y de la forme :

y(t) = e'(Acos(2t) + Bsin(2t)) avec A, BER

o
Exemple 3 : Solutions réelles de " — 2y’ — 2y =0

e Lesracinesde r2 — 2r +2 =0 sont r = —1 + /3.

e Les solutions réelles sont donc les fonctions y de la forme :

y(t) = et (Ach(V/3t) + Bsh(v/3t)) avec A, BER

14



Solution particuliére dans deux cas particuliers : (Rappels de MPSI)

e Cas oll ¢(t) = Ae* : On peut trouver une solution particuliere sous la forme :

— g(t) = Ce si a n'est pas racine de I’équation caractéristique C.

<

g(t) = Cte® si av est racine simple de I’équation caractéristique C.

_>
(t) = Ct?e si a est racine double de 1’équation caractéristique C.

_>

<

e Cas ou ¢(t) = Acos(at) ou Asin(at) :

On cherche une solution particuliere avec ¢(t) = Ae*® et on prend sa partie réelle ou imaginaire.

-
Exemple 1 : Solutions réelles de (E) : y’ — 2y’ +y =¢'

e 2 —2r +1 =0 possede 7 = 1 pour racine double et yy (t) = (A + Bt)e! avec A, B€R.

e Le second membre est c(t) = e! = el

Comme 1 est racine double de (C'), on cherche une solution particuliere sous la forme §(t) = At2e? :
7 est solution de (E) <= A(t? + 4t + 2)e’ — 2A(t? + 2t)e’ + Mel = ' <= A = 3

e Les solutions réelles de (F) sont donc les fonctions y de la forme :

1
y(t) = §t2et +(A+ Bt)et avec A, BeR

Exemple 2 : Solutions réelles de (E) : y"” — 2y’ +y = cost
e 2 —2r +1 =0 possede 7 = 1 pour racine double et yy (t) = (A + Bt)e! avec A, B€R.
e Le second membre est c(t) = cost = Re(e™).

it

— On recherche une solution particuliere de y” — 2y’ + y = e**.
Comme 7 n’est pas racine de (C), on cherche une solution particuliere sous la forme g(t) = ' :

, , _ _ 1
7 est solution de (E) <= —Xe” — 2ide" + Xe'' = e &= A\ = 51
— Ainsi §(t) = Re(1ie®) = —Lsint est une solution particuliere de (E).
e Les solutions réelles de (F) sont donc les fonctions y de la forme :

1
y(t) = == sint + (A + Bt)e! avec A, BER

IV] Autres méthodes possibles
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1) Changement de fonction inconnue

Le principe :

On se rameéne, par équivalences successives, & une nouvelle équation (plus simple & résoudre) vérifiée par une nouvelle
fonction.

e On pose z une nouvelle fonction inconnue définie en fonction de y.
e On calcule ¥’ et 4" en fonction de z, 2’ et 2z, ou le contraire si les calculs sont nettement simplifiés.

e On transforme alors ’équation initiale par équivalences successives.

=
Exemple : Résolution de (E) : (1+t*)y” + 4ty’ + (1 — t*)y = 0 sur R en posant z = (1 +t%)y

z=(1+1)y
e On remarque que z est deux fois dérivable sur R avec ¢ 2z’ = 2ty + (1 +t2)y’ et ainsi :
2" = (1+2)y" + 4ty + 2y
A+t)y" +4ty + (1 -t)y=0<=2"—2=0

Si cette équivalence ne vous parait pas évidente, vous pouvez la retrouver en calculant plutét vy, y' et
y" en fonction de z, 2’ et 2.

e On en déduit que z(t) = Ae’ + Be™ ! et donc que :

_ Ae'+ Be™?
142

y(t)

On peut utiliser ce résultat pour déterminer un DSE des fonctions t — % et t — 1‘1;;

<
Exemple : Résolution sur R** de (E) : t*y” 4+ ty’ — y = 0 avec la méthode de réduction de I’ordre

e On constate que ¢(t) = t est solution de 1’équation (H) qui ne s’annule pas sur R**.

y =t
En posant y(t) = A(t)t nous avons A deux fois dérivable sur R** avec ¢ y' = A+ tN
y// — t)\// + 2)\/
Ainsi :

f 3
2y +ty —y =12 =N F2N) F O+ tN) —th =t = B3N + 32N =12 = N + ?X =

& | =

e On détermine X' puis A et enfin une nouvelle solution y de (E).

A finir...
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2) Changement de variable

Le principe : On note ici = la variable de la fonction y inconnue

Le principe est le méme que le changement de fonction sauf qu’ici, on se raméne & une nouvelle fonction qui dépend

d’une nouvelle variable.

e On pose t = u(z) oll u est une fonction bijective et C>

e On pose alors z(t) = y(z) la nouvelle fonction inconnue
e On calcule 4’ et " en fonction de z, 2’ et 2" (ou le contraire!) en prenant garde a la variable de dérivation. AN

e On transforme alors ’équation initiale par équivalences successives.

=
Exemple : Résolution sur R™* de (E) : 2%y’ + 32y’ +y =0 en posant ¢t = Inx

AN <it=Inzs sienifie que t est une fonction de x
B & 4 x est une fonction de ¢

o Il existe une fonction z telle que z(t) = y(x) Il s’agit de z(t) = y(e?)

e La fonction z est deux fois dérivable sur R et
Ainsi :
2. 1 / 201 1 / 1 " !
2y + 32y’ +y=0+= 2" 5+ ) +3r2-+2=0=2"+2"+2=0
T T

x2

e Terminer la résolution... et montrer qu’on obtient :

_Alnz+p

y(z) -

Exemple usuel : Résolution des équations différentielles d’Euler

e Les équations d’Euler sont les équations de la forme :  x2y” + azy’ + by = 0

e Pour résoudre ces équations sur R™*, on pose :
t=Inz

Preuve : Prouver la validité de cette méthode.

Exercice : 8
(*) Pour résoudre les équations d’Euler, on peut également rechercher une solution sous la forme p(t) = t".

Appliquer cette méthode pour résoudre I’equation différentielle précédente.
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Preuve :

3) Equations différentielles a variables séparables

e Définition : Il s’agit des équations différentielles de la forme :  f(y)y' = g(¢) ()

e Méthode : On raisonne par équivalences en intégrant I’équation (x)

() <= Fy)=Gt)+C <+—= y=FYG{t)+C)

/N 1 faut parfois adapter lintervalle I de résolution a la constante C.

-
Exemple 1 : Résoudre 3’ — zve ¥ = 0 sur I 4 déterminer

Par équivalences en intégrant par rapport a x :

2 2

y’—xe*y:O@y/ey:x@ey:%—l—)\{:)y(x):ln(%—i-)\)

On remarque que la solution trouvée n’est valable que si % +A>0.
Or:
2
L 2
7+)\>0<:)x > —2\...

On discute alors selon le signe de .

>
Exemple 2 : Limites de la méthode

Résoudre 4’ cosz = ysinz sur I & déterminer.

e Méthode au programme :

En normalisant, on peut appliquer la méthode usuelle sur tout intervalle |5 + kx, 5 + (k + 1)7[.

e Autre méthode : En remarquant que cette équation différentielle est a variables séparables.

On constate que cette méthode complique la résolution en imposant de nombreuses restrictions inutiles
a l'intervalle I de résolution.

Exemples a traiter : Résoudre les équations différentielles suivantes.

oy +(z+1)y =0 oy =Iny

o yy =ux oy =2z/1—y?
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Il s’agit maintenant de résoudre :

cey an,1:I—>K

() = (n=1) 4 ... ao, - i
(E):x an—1(t)x + - Fao(t)r +b(t) avec { bl K continues
1) Méthode générale
La méthode a été vue dans le cours sur les systemes différentiels linéaires.
Méthode : On résout (E) en se ramenant au systéme différentiel :
o 0 10 ... 0 2 0
h : : z2
: = : . . : : +1
T 0 0 1 Tn-1 0
/
Tn, ap(t) ai(t) ... an_1(t) Tn b(t)
Les solutions 21 de ce systéme sont alors les solutions de (F).

Preuve

= Supposons que x soit solution de 'EDLn.

I =T x/l —

Ty = z T2 = 3
En posant . , on a alors :

/
_ (n—1) Lp—1= In
B, =
" = ao(t)x1 + -+ an—1(t)zn + b(t)

x est donc la composante z; d’un tuple (z1, ..., 2,) solution du systéme X.

< Supposons que x; soit solution du systeme.
En reformulant la derniére équation, on constate que x; est bien solution de (E).

Rappel de la méthode de résolution d’'un SDLI :

e On tente de résoudre Y en diagonalisant ou en trigonalisant A.
Cela ne marche que si la matrice de passage est indépendante de la variable.

e Sinon, on est bien embétés... Cependant, lorsque les fonctions ay, sont constantes, les solutions de (H) sont les
fonctions de la forme X (¢) = exp(tA).Xo

— On met alors les solutions homogenes sous la forme : X (¢) = A\ X1(x) + - + A\ X (2)
— Ce qui nous permet d’obteniir une solution particuliere de ) avec la méthode de A° des constantes (HP)

— On peut alors en déduire les solutions x; cherchées.

En pratique, cette technique sera surtout utile lors de la résolution numérique de I’EDLS2.
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>
Résoudre y® = —2y” — 5y + 3y + cost avec Python

y(0) =0
Déterminer le graphe de la solution y vérifiant les conditions initiales < %/(0) = 2 sur [0, 5].
"(0) = -5
Méthode : On se ramene a la résolution du systeme différentiel :
sy 0 1 0 Zo 0 20(0) =0
2 l=(o 0o 1|[a]+] 0 et 21(0) = 2
7%, 3 -5 =2 T cost 22(0) = =5

Python

from matplotlib.pylab import plot

def Euler(x0,y0,z0,t0,tN,N,f1,£2,£3):
p = (tN-t0)/N

x = [x0]
y = [y0]
z = [z0]
t = [t0]

for k in range(1,N+1):
t.append (t [k-1]+p)
x.append (x[k-1]+p*f1(x[k-1],y[k-1]1,z[k-1],t[k-11))
y.append (y[k-1]+p*f2(x[k-1],y[k-1]1,z[k-1],t[k-11))
z.append (z[k-1]+p*f3(x[k-1],y[k-1],z[k-1],t[k-1]))
plot(t,x)

from matplotlib.pylab import cos
f1 = lambda x,y,z,t : y

£2 lambda x,y,z,t : z
£3 lambda x,y,z,t : 3*%x - bxy - 2xz + cos(t)

Euler(0,2,-5,0,5,100,f1,£f2,£3)

04

03

02

01

00

La fonction odeint () donne également une solution numérique de ce systeme, mais son application est un peu technique
lorsque son utilisation est occasionnelle.

2) Musculation - Cas ou les coefficients sont constants

Il s’agit ici de rechercher les solutions complexes de :

(H): 2™ ta, 12 4t a4+ ar=0 ot Vke [0,n—1], ar € C
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d%f;Etude

e Reformulation du probleme : On note { D Topération de dérivation

PX)=X"+a, 1 X" 1+ +a1 X +ay

Nous avons alors :
x€Sy <= zcker(P(D))

L’équation P(z) = 0 est appelée 1'équation caractéristique.

P
e Décomposition de ker(P(D)) en supplémentaires : On note P(X) = H (X = ).

k=1
Les A\r sont donc les solutions complexes de ’équation caractéristique.

Le lemme de décomposition des noyaux nous donne alors :

ker(P(D)) = @D ker (D — Mg id)**)
k=1

e Eléments de ker ((D — A id)**) :

— Lorsque o = 1, on a facilement : z € ker (D — M\ id)) <= x € Vect(t = e )

Art

— Lorsque ay > 2, on recherche x sous la forme x = e***z.  (changement de fonction)

Avoir vérifié que (D — \gid)®* (e ktz) = e*t2(@k) on obtient :
x € ker (D — A\ id)**) <= 2(%) = 0 <= & € Vect(t = e*?, t > te*t, ... t s 12T 1eM?)

e Conclusion : On obtient ainsi une généralisation de la méthode de résolution de y” + ay’ + by = 0 selon
I’ordre de multiplicité des solutions de 1’équation caractéristique.

L’étude des solutions réelles lorsque les ay sont réels peut se faire en prenant les parties réelles des solutions complexes
obtenues avec la méthode précédente.

Exercice : 9
(*) Rechercher les solutions réelles définies sur R de (E) : y™®) —2y” +y = 0.

VI] Raccordements de solutions

1) Equations d’ordre 1

(E):a(t)y +bt)y =c(t) sur I avec a(t) qui s’annule une fois sur I en tg
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Méthode :
] — 00, t() [OI

Jto, +oolnT avec les méthodes usuelles.
0,

e On commence par résoudre (E) sur {

On note respectivement y~ et y les solutions trouvées.
e On recherche alors les solutions sur I par analyse/synthese :

— Analyse : Soit y une solution de (E) sur I. Cette solution y est alors de la forme :

y(t) =y~ (t) lorsque t < tg
y:4 ylto) = 563
y(t) =y

(en prenant t = to dans (E))

—+ <

©
(t) lorsque t > tg

On traduit alors le fait que f est continue, puis dérivable en ty ce qui impose souvent des contraintes sur
les parametres qui définissent y* et y~.

— Synthese : Les fonctions déterminées en analyse conviennent par construction.

)=
Exemple 1 : Résolution sur R de (E) ty —y =t*

1
e Sur R™* et sur R™* nous avons (F) <=y’ — e t.

— () — 42
On montre facilement que les solutions de E sur ces deux intervalles sont : { z ol o oL

=2+ pt

(t
t

—~
~ —

t2 + Xt lorsque t < 0
0 .
t2 4 ut lorsque ¢t > 0

y(t)
e Analyse : Soit y une solution de (F) sur R. Cette fonction est de la forme y : ¢ y(0)
y()

— On constate que cette fonction est bien continue en 0

— Cette fonction est dérivable en 0, donc A\ =

e Synthese : les fonctions trouvées précédemment conviennent par construction.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y de la forme :

y(t) =t> + Mt

Dans cet exemple, une chaque solution sur R™* se raccorde & une seule solution sur RT*.
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Exemple 2 : Résolution sur R de (E) ty' +y = 2

1
e Sur R™ et sur R™* nous avons (F) <= y' + Y= t.

On montre facilement que les solutions de E sur ces deux intervalles sont : { y +(
Y

y( =3
e Analyse : Soit y une solution de (F) sur R. Cette fonction est de la formey : ¢ y(0) =0
y(t) =

— Cette fonction est continue en 0 et donc A = =0

— La fonction obtenue (y(z) = %) est bien dérivable en 0

e Synthese : la fonction trouvée précédemment convient par construction.

(E) admet donc sur R la fonction y : t — % pour seule solution.

Dans cet exemple, une seule solution sur R™* se raccorde & une seule solution sur R1*

="
Exemple 3 : Résolution sur R** de (E) t(Int)y’ +y =0

1
e Sur |0, 1[ et sur |1, +oo[ nous avons (E) <=y + —y = 0.

tint A
~(5) =
On montre facilement que les solutions de E sur ces deux intervalles sont : { Y " Et; 1%(‘5)
Y = e

e Analyse : Soit y une solution de (F) sur R. y est de la forme ¢ y(1) =0

y(t) = % lorsque ¢t > 1

— Cette fonction est continue en 1 et donc A =B =0

— Dans ce cas, y est la fonction nulle et est donc bien dérivable en 1

e Synthese : La fonction nulle est bien solution de ’équation sur RT* et c’est la seule!
2 \\
o 1 r"
2] 7/
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Ezercice : 10
Résolution sur Rde : ty' —y =1t




Preuve : Résoudre cet exercice.

FExercice : 11
(%) Résoudre sur R Péquation : ¢’ — |y| = —t.

Preuve :  On pourra commencer par poser y = x — t.

2) Equations d’ordre 2

(E) :a(t)y” +b(t)y' +c(t)y =d(t) sur I avec a(t) qui s’annule une fois sur I en to

Méthode :

] — 0Q, to[ﬂ]

Jto, +oolNI avec les méthodes usuelles.
05

e On commence par résoudre (E) sur {

e On recherche 14 encore les solutions sur I par ANALYSE/SYNTHESE.
Cette fois il faut s’assurer en analyse que la fonction y solution est bien :

— continue en ty

— dérivable et C! en tg

— dérivable deux fois et C? en tg

s
Exemple : Résoudre (E) : z%y” + 2y —y=0sur R

e On montre que les solutions sur R™ et sur R™* sont de la forme y(z) = ax + %

y(z) = az + £ lorsque z < 0
e Analyse : y une solution de (E) sur R est de la forme { y(0) =0
y(z) = cx + % lorsque x > 0
— y sera continue en 0 uniquement lorsque b =d =0
— y sera dérivable en 0 lorsque a = ¢ et donc lorsque I'expression de y sur R est y(z) = ax.

— y est alors deux fois dérivable en 0.

e Synthése : Par construction, les fonctions de cette forme sont bien solution de (E).
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Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y de la forme :
y(x) = ax

FEzercice : 12
Résolution sur Rde : (¢t —1)y" —ty' +y =0.

Preuve : Résoudre cet exercice.
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