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K représente C, R ou Q.
Rien de nouveau dans ce cours par rapport a ce qui a été vu en MPSI.

L’idée importante a retenir est que lorsque F et F' sont de dimension finie, ’existence
e d’un isomorphisme de E dans 9, 1 (K)
e d’un isomorphisme de £(E, F) dans M, ,,(K)
e d’un isomorphisme de L(E) dans I, (K)

permet de traiter tous les problemes vectoriels en dimension finie par une approche matricielle et réciproquement.

La derniere partie de ce cours est consacrée a la définition, au calcul et a I'utilisation des déterminants.
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1 Calcul matriciel

Dans cette partie, nous nous intéressons uniquement aux matrices, sans faire pour 'instant le lien avec leur application
en algebre linéaire.

Cf cours MPSI

1. Matrices rectangulaires :

Définition :
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a coefficients dans K
Une matrice rectangle { & n lignes est une applicat® de [1,n] x [1,p] dans K.
a p colones

(THEOREME : Structure de M, (K)
Myp(K) est un K-ev (car c’est (F([1,n] x [1,p], K),+,.))

e de dimension np

e de base canonique (Ejj)[1,n]x[1,p]-

. J

DEFINITION : Produit matriciel

A€ My (K) s L T
Pour { Bem,(K) on définit AB = (¢;;) € Mpq(K) par: ¢ = I;azkbkg

Cas particulier : Lorsque { é:: ((OQLCLLJ))EEE)J?,{,’;((H?IQ) ,ona: (AX); = ,; ik Th-

PROPOSITION : Produit des matrices élémentaires : FE,,E.q = dpcFag

Formule : Produit matriciel par blocs.

Exemples de produits par blocs :

— Calcul de A% pour A = <?n _OI"),

(A B (X
— Calcul de M X lorsque M = (C’ D) et X = <X2>'

— Calcul des puissances de M = <A B> avec AB = BA.

0, A

Exercice : 1
(*) Déterminer ’ensemble des matrices de M, (K) qui commutent avec toutes les autres.

FExercice : 2

() Déterminer I’expression de A™ pour tout n € N lorsque A =

o O =
o N O
N = O

2. Matrices carrées :

Définition : Lorsque n = p.

THEOREME : Structure de M, (K) :

non integre

. de neutres 0,, et I,,.
non commutative

(M, (K), +, x, .) est une K-algebre {
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THEOREME : Deux sous-algébres remarquables de 9, (K) :
e L’ensemble des matrices diagonales est une sous-K-algebre commutative de 9, (K).

e L’ensemble des matrices triang. sup (ou inf) est une sous-K-algebre non commutative de 9t,, (K).

FExercice : 3

(%) Soit A = (_11 1) On note C' I'ensemble des matrices qui commutent avec A.

Montrer que C' est une sous-algebre de 95 (R) dont on déterminera une base et la dimension.

3. Probléme de commutation :

ITH]:]OREME : Les matrices commutant avec toutes les autres sont les A\I,, (matrices scalaires). |

D/ Avec les E;;.

Les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.

THEOREME : Soit D est diagonale & coef diagonaux deux & deux distincts. ’

D/ Usuel...

| THEOREME : Généralisation aux matrices scalaires par blocs... |

O > O
oo e
[eoRE TS |
o OO

A 0
Par exemple, pour D = | 0 0 | on obtient les matrices de la forme M =
0 %

D/ Par blocs...

IPROPOSITION : Le commutant d’une matrice est une sous-algebre de 9, (K).

4. Noyau, image et rang d’une matrice :

DEFINITION : L’application linéaire canoniquement associée & une matrice A € M, ,(K) est :

u: KP — K"
X = AX

Nous verrons qu’il s’agit de appl® linéaire de L(KP, K™) dont la matrice dans les bases canoniques est A.

| DEFINITION : ker A, Im A, rg A sont respectivement keru, Imu et rgu. |

|PROPOSITION : Im A = Vect(Cy, ..., Cp) et rig A =1g(C1, ..., Cp). |




MP2-2019/2020 Calcul matriciel et Déterminants Structure du cours

PROPOSITION : On prouve a l'aide des applications linéaires associées que :
e rg A < min(p,n)
e 1g(AB) < min(rg 4, rg B).

ITHEOREME : Formule du rang : rgA+dimkerA=p (le nombre de colonnes!)

PRoOPOSITION : Algorithme du rang :
On peut déterminer le rang d’une matrice a l'aide des OEC et des OEL.

FExercice : 4

(x) Soit A, B € M, (K) et M = <A A). Prouver que rg(M) = rg(A) + rg(4 — B).

A B

Exercice :
(x*) Soit n € N*. Déterminer le rang de la matrice A € M,,(R) de terme général a;; = (i +j — 1)2.

FExercice : 6

1 0 0
(xx) Soit A € M32(R) et B € My 3(R), tellesque: AB= |0 1 0
0 0 O

1

(a) Déterminer les rangs de A et de B ainsi que la dimension de leurs noyaux.

(b) Remarquer que A(BA — Is)B = 0 puis déduire de la question précédente que (BA — I2)B = 0, puis
que BA -1, =0.

5. Matrices inversibles :

DEFINITION : Matrice inversible de 9, (K)

A € M, (K) est dite inversible lorsqu’il existe B € M, (K) telle que { AB =1y

BA=1,

Remarque : GL, (K) est le groupe des unités de anneau 9, (K).

Formule : Pour A et B inversible on a (AB)™! = B~ 1A~}

PROPOSITION :
e On ne modifie pas le rang d’une matrice en la multipliant par une matrice inversible.

e Le rang d’une matrice est la taille de sa plus grande matrice extraite inversible.
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(THEOREME : Caractérisation : Des matrices inversibles
A € GL,(K) ker A = {0}

ImA= Smn,l(K)

rgA=n

A inversible a droite

A inversible a gauche
det A #0

IR RN

— FiETCICE ! T
(%) Montrer que la matrice M = I,, + A est inversible lorsque A € M, (R) est antisymétrique.

On pourra calculer *X AX pour X € M, 1(R).

—lCTCICE ;8

(%) Soit A = (a;;) € M,(C), & diagonale dominante, c’est a dire : Vi € [1,n]?, |ai| > Z lasj]-

J=1 (§#1)
Montrer que la matrice A est inversible.

FExercice : 9
(*) Montrer que A+ B = AB = AB = BA.

On pourra remarquer que (I, — A)(I, — B) = I,

e F'zETCICE 10
(%) Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K) avec n # p.
Prouver que AB et BA ne peuvent étre toutes les deux inversibles.

Calcul de A~ ! :

e par inversion d’un systeme Q
e par la méthode de Jordan

e En recherchant B telle que AB = I,,. (utilisée lorsque A vérifie une relation polynomiale)

—LCTCICE ¢ 11

3 2 -1
(x)Soit A=[1 -1 1
2 -2 1

1. Montrer que la matrice A annule le polynéme : P = X3 —3X2 + X — 5.

2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

6. Transposition :

DEFINITION : Pour A € 9M,,,(K), on note AT la matrice de 9, (K) telle que (AT);; = Aj;

Calculs :
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e transposée d’'une CL e transposée de la transposée

e transposée d’un produit e transposée de l'inverse
Définition : Matrice symétrique et antisymétrique : S, (K) et A, (K)

On remarque que la transposition est un automorphisme involutif de M, (K), c’est a dire une symétrie.
Ses sev caractéristiques sont Sy, (K) et A,(K), ils sont supplémentaires.
Donnez-en une base et les dimensions.

2 Représentations matricielles

Dans cette partie, nous établissons le lien entre I'univers des matrices et celui de ’algebre linéaire en dimension finie.

Cf cours MPSI

FE et F représentent respectivement des K-ev de dimension p et n.
e et f représentent respectivement des bases de E et F.

1. Matrice des coordonnées d’un vecteur :

Définition : Matrice d’un vecteur et d’une famille finie de vecteurs dans une base e.

Exemples : Mat,. e; et Mat, e.

THEOREME FONDAMENTAL : Isomorphisme
Une base e étant fixé :

@1 :x — Matex est un isomorphisme de E dans 9, (K)

Proposition : rg A = rg(x1, ..., xp) lorsque A est la matrice de la famille (z1, ..., zp)

2. Matrice d’une application linéaire :

(DEFINITION : Matrice d’une application linéaire
Soit uw € L(E, F).

La matrice de u dans les bases e et f est la matrice de (u(ey), ..., u(ep)) dans la base f.

Mat, r u = Mats(u(er), ..., u(ep)) € My p(K)

Exemples :

e Matrice des applications Aidg.

e Matricede ¢ : K,[X] — Kntt
P —  (P(ag), ..., P(an))

— dans les bases canoniques.



MP2-2019/2020 Calcul matriciel et Déterminants Structure du cours

— dans la base de Lagrange associée & (ag, ..., a,) et la base canonique de K"+1.

PROPOSITION : Caractérisation matricielle :

Soit X = mat.x et U = Mat, r u.
La matrice de u(z) dans la base f est UX et ainsi :

y=ulz) <= Y=UX

D/ Par I'isomorphisme ¢ .

THEOREME FONDAMENTAL : Isomorphisme : e et f étant fixées

@2 : u— Mate fu est un isomorphisme d’algebres de  L(E, F) dans 9, ,(K)

3. Matrice d’'un endomorphisme :

Définition : C’est la matrice de I'application linéaire en prenant e = f.

THEOREME FONDAMENTAL : Isomorphisme : Une base e étant fixée

@3 :u+— Mat.u  est un isomorphisme de  L(E) dans 9, (K)

Voir lexercice 71 de la banque CCP.

4. Transport du vectoriel au matriciel :

Il faut penser dans certains exercices a utiliser le principe du parapluie qui consiste ici & reformuler un
probleme vectoriel sous une forme matricielle, ou le contraire. Pour cela, on utilisera le tableau d’équivalences
suivant :
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Vectoriellement Matriciellement
Vecteurs z, 0, x4+ puy X, 0, AXX+uY
Applications Linéaires 1 we L(E, F), 0, y=u() UeMm,,(K), 0, Y=UX

Applications Linéaires 2 Au+ pv, wow, w isomorphisme AU +pV, UV, U eGL,(K)
Applications Linéaires 3 v, Imwu, keru, rgu U~Y, ImU, kerU, 1gU
Endomorphismes 1 u€L(F), idg, u" Uem,(K), I, U"
Endomorphismes 2 u € GL(E), wu™!', detu, Tru UeGL,(K), U~ detU, TrU
Formes linéaires ueE* y=¢p() ek MeM p(K), Y =MXecMM 1K)
Ezxercice : 12
() Chercher les endomorphismes qui commutent avec tous les autres.
Ezxercice : 13
0 0) 1
. 1 (0)
(x) Calculer les puissances de A = € M, (R).
(0) 1 0
5. Formules de changement de bases :
DEFINITION : Matrice de passage :
La matrice de passage de e vers €’ est la matrice P; = Mat.(e}, ..., €,)

PROPOSITION :

— (PY)™' = Ps.

— P¢ =Maty . idg € GL,(K)
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THEOREME : Formules de changement de base :
’, ’
— Nouvelles coordonnées d’un vecteur : X, = P X,/.

— Nouvelle matrice d'une AL :  Mate pu = P){, Mat,, s uP¢ .

— Nouvelle matrice d’'un endomorphisme :  Mater u = PS Mat, uPeel.

Fxercice : 1)

sur F' = Vect(1,2,3)

(x) Déterminer la matrice dans la base canonique de R® du projecteur { paralllement & G : ¢ =y °

6. Matrices équivalentes :

DEFINITION : Matrices équivalentes :
Q € GL,(K)

P e GL, (K) telles que B = QAP.

A, B € M,,(K) sont équivalentes lorsqu'il existe {

Exemples : Deux matrices proportionnelles non nulles sont équivalentes.

DEFINITION : Caractérisation des matrices équivalentes
2 matrices sont équivalentes SSI ce sont les matrices d’'une méme AL.

Remarque : L’équivalence entre matrice est une relation d’équivalence.

THEOREME FONDAMENTAL : Toute matrice de rang r de 9, ,,(K) est équivalente & la matrice J,(n,p).

Exemple : Cas des matrices de rang 1

COROLLAIRE :
e 2 matrices sont équivalentes ssi elles ont le méme rang.

e Une matrice et sa transposée ont le méme rang. rg(A7) =rg A

Méthode : Pour prouver que A et B sont équivalentes et trouver les matrices P et )

e On considere u 'application canoniquement associée & A dans les bases canonique e et f

o On cherche deux bases €’ et f’ telle que B = Mat,/, 4 u.

Si les matrices P et Q) ne sont pas demandées, il suffit de montrer que les matrices ont méme rang.

FErxercice : 15

1 -4 -3 -2 2
2 -6 -6 —4 4
-3 12 12 6 -9
0 2 3 0 -3

() Trouver deux matrices inversibles P et @ telles que : = PJ3(4,5)Q.

FErxercice : 16

(*x) Soit A € M, ,(K) de rang r.
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.
Montrer qu’il existe r matrices Ay, ..., A, de M,,,(K) de rang 1 telles que : A = Z Ap.
k=1

FExercice : 17
(*%) Soit A € M, ,(K) de rang r.
Montrer qu'il existe des matrices B et C' respectivement dans 9, ,-(K) et M, ,(K) telles que A = BC.

7. Matrices semblables :

lDEFINITION : A, B € M,(K) sont semblables lorsqu’il existe P € GL,,(K) telle que B = P~1AP.

THEOREME : Caractérisation :
2 matrices sont semblables SSI ce sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans des bases distinctes
(ou pas!).

Remarque : Il s’agit d’une relation d’équivalence.

PROPOSITION :  Semblables = Equivalentes = Méme rang.

Méthode : Pour prouver que A et B sont semblables
e On considere u 'application canoniquement associée a A dans la base canonique e

e On cherche une base €’ telle que B = Mate u.

FExercice : 18

(%) Montrer que les matrices A = ((1) (1)) et B= <(1) 01) sont semblables.

Fxercice : 19

0 (0)
(x) Montrer que si A =0 et A"~ # 0 alors A est semblable &
(0) 1 0
Ezercice : 20
3 —1 1 2 1 0
(*) Montrer que la matrice A= |1 2 0] est semblable & la matrice T= [0 2 1
0 1 1 0 0 2

A quoi peut servir un tel résultat ?

8. Trace :

10
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e Trace d’'une matrice carré

n
DEFINITION : Trace d’une matrice carrée : Pour A € 9M,,(K), on a Tr(A4) = Z Ap k-
k=1

L’application “trace” est une forme linéaire non nulle.

PROPOSITION :
e Pour tout A € M,,,,(K) et B € Mp,(K), ona Tr(AB) = Tr(BA)

e 2 matrices semblables ont la méme trace. (et méme rang et méme déterminant)

— LI 0TCICE ;21
(%) Existe-t-il deux matrices A, B € M,,(K) vérifiant : AB—-BA=1, ?

FEzercice : 22
(%) Soient A, B € M,,(K) telles que VX € M, (K), Tr(AX) = Tr(BX).
Montrer que A = B.

— LI 0TCICE 23
Soit H € M, (K) une matrice de rang 1.

1. Montrer qu’il existe deux matrices colonnes X et Y telles que H = XY7T
2. En déduire que H? = Tr(H)H.

e Trace d'un endomorphisme :

DEFINITION : Trace d’un endomorphisme :
La trace d’un endomorphisme u est la trace de sa matrice dans n’importe qu’elle base.

Exemples : Tr(idg), Tr(p), Tr(s).

| PROPOSITION : Tr(uowv) = Tr(vou)

FExercice : 2
(%) Oral CCINP
Soit A € M, (K).

Déterminer la trace de lapplication % : 9,(K) —  9,(K) en fonction de la trace de A.
X — AX 4+ XA

— Ll CTCICE 25
(#x) Déterminer la trace de ’endomorphisme ”transposition”.

9. Musculation : la décomposition de Jordan d’un endomorphisme nilpotent

Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-ev E de dimension n.

11
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( N\
- R u" =0

LEMME : Cas particulier olt { w140

0 1 0

0 0 1 0
Il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :

0 1

0O ... ... ... 0

\ J

Preuve : Facile et & connaitre!!

Une telle matrice est appelée un bloc de Jordan de taille n.

(THEOREME : Trigonalisation des endomorphismes nilpotents
0 =z ... zp
Il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme :
; T
0 0
| J

Preuve :  Voir le cours sur la réduction algébrique des endomorphismes.
Un endomorphisme nilpotent a toutes ses valeurs propres nulles et annule le polyndéme scindé X7, il est
donc trigonalisable.

(TukoriME : Réduction de JORDAN d’un endomorphisme nilpotent )
Ji 0 0 ... 0
o J 0 ... 0
Il existe une base dans laquelle la matrice de u est de la forme : :
Jr—1 0
0 Jr

\01\1 pour tout k € [1,7], Jx est un bloc de Jordan. )

Preuve : La démonstration se fait par récurrence sur l'ordre de nilpotence k de u.
Elle est hors-programme.

12



MP2-2019/2020 Calcul matriciel et Déterminants Structure du cours

3 Déterminants

Cf cours MPSI

1. Définition du déterminant d’une famille de vecteurs dans une base ¢ :

( 7 N ’ . .
THEOREME FONDAMENTAL : Déterminant d’une famille de vecteurs

L’ensemble A,,(E) des formes n-linéaires alternées sur un K-espace vectoriel E de dimension n, muni
d’une base e, est une droite vectorielle engendrée par 'application :

det : E" K

—
(X1, covy Tp) = Z €(0)To(1)1 - - - To(n)n
oesS,

ol ;; est la jieme coordonnées de x;

On dit que lexpression du déterminant est polynomiale en les coordonnées des variables.

Définition : dete(z1, ..., ,) est appelé le déterminant du systéme de vecteurs (x1, ..., x,) dans e.

|PROPOSITION : Formule de changement de bases : det.s X = det.s e.det, X

D/ On commence par remarquer que pour tout X, on a deter X = Adet, X.

PROPOSITION : Pour F de dimension n et e une base quelconque de E :

o (1, ..., ) — dete(z1, ..., p) est une forme n-linéaire alternée (et donc anti-symétrique).

o (x1, ..., ®,) basede E <= dete(z1, ..., z,) #0.

Ezxercice : 26
(x) Soit n € N*, E un K-ev de dimension n, f € L(E) et e une base de E.

Montrer qu'il existe A € K tel que pour tout (x1, ..., x,) € E™, on a :
n
Zdete(xl vy fx5), oo, ) = Adete(zr, ..oy )
j=1

2. Déterminant d’'une matrice carrée :

DEFINITION : Déterminant d’une matrice carrée :

Pour A € M, (K) on définit : det A= Z £(0)ag(1)1 - - - Ao(n)n
ocES,

Remarque : Le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base e est le déterminant de leur matrice
dans e.

Exemples : Savoir calculer immédiatement

— Un déterminant d’ordre 1 (égal & son unique coefficient).

13
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— Un déterminant d’ordre 2 (formule connue)
— Un déterminant d’ordre 3  (formule de sarrus)
— Le déterminant d’une matrice triangulaire  (produit des coeflicients diagonaux)

— Autres... voir plus loin!

Exercice : 27
(%) Justifier qu'une famille de n+ 1 polynémes non nuls & degrés étagés de K, [X] forme une base de K, [X].

PROPOSITION : Formules :
— det AT =det A
— det AB = det BA = det A.det B

1
— A€ GL,(K) <= det A#0 etdanscecas: detA~!= oA

& a la NON linéarité du déterminant

det(A+ B) #det A+det B et det(AA) = A" det A

Ezercice : 28
(*) MQ un produit de matrices carrées ne peut étre inversible si 'une des deux matrices ne l'est pas.

Exercice : 29
(*) Comparer les déterminant des matrices A = (a;;) et B = ((—1)"a;;) de M, (K).

FExercice : 30 -
(%) Soit A € M,,(C) vérifiant AT = A. Montrer que det A € R.

Exercice : 31
(x) Montrer qu'une matrice A € M3(R) vérifiant A% + A = 0 ne peut étre inversible.

FEzxercice : 32
() Soit n € N*, A € GL,(R) et B € M, (R).
Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que :  Vz € [—¢, €], A+ zB € GL,(R).

| COROLLAIRE : Deux matrices semblables ont le méme déterminant (et méme rang et méme trace) |

D/ Facile

PROPOSITION : Groupe Spécial Linéaire d’ordre n :
SL,(K) 'ensemble des matrices de déterminant 1 est un sous-groupe de GL,,(K).

D/ Noyau du morphisme de groupes det : GL,, (K) — K*.

PROPOSITION : Le déterminant d’une matrice est une forme n-linéaire alternée de ses colonnes (et de
ses lignes).

14
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3. Déterminant d’'un endomorphisme :

Définition : Il s’agit du déterminant de sa matrice dans n’importe quelle base.

Exemples : det(idg), det(p), det(s), det(T") (transposition).

[PrOPOSITION : Formules :
o det(uowv) =det(vou)=detu.detw

1
e u € GL(E) <= detu # 0 avec detu=! =
det u

PROPOSITION : Groupe Spécial Linéaire de F :

SL(E) Pens. des endomorphismes de déterminant 1 est un sous-groupe de GL(E).

D/ Par isomorphisme ou en considérant le noyau du morphisme det : GL, (K) — K*.

4. Opérations élémentaires sur les déterminants :

THEOREME : Opérations élémentaires :

C; < C; + ACj ne modifie pas un déterminant

C; < C; multiplie le déterminant par —1

C; < aC; multiplie le déterminant par «

\Idem pour les lignes.

e Effectuer une permutation o des colonnes multiplie le déterminant par (o).

& les OE doivent étre effectuées SUCCESSIVEMENT.

FExercice : 33

a b ... b

(V) Calculer b

Ezercice : 34

() Calculer les déterminants suivants :

15
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5. Calcul d'un déterminant diagonal par blocs :

THEOREME : Lorsque A et B sont deux matrices carrées, on a : ‘O g‘ = det A. det B.
D/ Revoir la démonstration tres intéressante vue en MPSI.
Bien entendu, ce résultat se généralise a n blocs diagonaux.
Ezercice : 35
. O A A B
(*) Soient A, B, C € M, (C). Calculer D; = ’B C‘ et Doy = ’B A"

6. Développement d’un déterminant selon une ligne ou colonne :

.
DEFINITION :

sa teme ligne

sa jeme colonne

»

e Mineur 74, 57 (noté m, ;) : Il s’agit du déterminant de la matrice amputée de {

e Cofacteur 7,57 (noté A; ;) : A;j = (=1)"m,

(TuiOREME : Formules de développement : )
P
e Par rapport & la ¢eme ligne : det A = Z a; i A ;
j=1
n
e Par rapport a la jéme colonne : det A = Z @i j N j
N =1 J

FEzercice : 36
() Lorsque a, b, ¢ € K, calculer les déterminants suivants :

a+b b ... b a b (0) a 0 0 b
a . c
: S b S b 8 ) Z 8
a ... a a+b (0) c a

b 0 0 a

16
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a b ... b
7. Une méthode originale : Calculer © - R , lorsque a, b, c € Kavecbh # ¢
c ... ¢ a

D/ On ajoute t a chaque coefficient et on choisit des valeurs de ¢ judicieuses.

8. Déterminant de Vandermonde :

(" 7 N
THEOREME : Formule :
2 —il
1 a1 af ... af
1 ay a3 ... a}?
Vn(a/lv"-a an) = |. . . = H (aj—ai)

o , | 1si<isn

1 ap, a; . ap
(. J
Prewve :  Cf le cours de MPSI! On fait apparaitre une relation de récurrence en étudiant f(x) =
Viti(a1, ..., an, x) puis on valide la conjecture par récurrence.

Exercice : 37
(%) Calculer le déterminant de la matrice A € 9,,(N) de terme général a;; = 7.

— LCTCICE 38

(%) Soit n € N* et {z1, ..., z,} une famille de scalaires de K distincts deux a deux.
Montrer que Papplication ¢ : K,_1[X] — K" est une bijection (avec la définition).

—LCTCICE : 39

(%) Soit (a1, ..., an) € K™ distincts deux a deux.
n—1
1 a1 ... aj )
n—
1 ax ... a,
. . ~ . P . - n— . .
Prouver en introduisant un polynéme bien choisi que la matrice I a3 as est inversible.
n—1
1 a, ay

9. Comatrice :

DEFINITION : Comatrice :
La comatrice de A € M, (K) est la matrice de termes généraux les cofacteurs A, ;.

On la note : com(A) = (A;5) € M, (K).

PROPOSITION : Formule :

Ona A.com(A)T =det A.I, puis lorsque A est inversible : A~! =
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C’est cette formule qu’on utilise lorsqu’on calcule directement linverse d’une matrice 2 X 2.

a b\ ' 1 d —b
c d) ad—cb\-c a
FExercice : 40

(*) Montrer que l'inverse d’une matrice inversible & coefficients dans Q est & coefficients dans Q.

FEzercice : 41
(*) Soit A = (ai;) € My (Z).
) Justifier que det A € Z

(a
(b) Montrer que I'inverse de A existe et est & coefficients entiers si et seulement si det A = +1

. Musculation : Rang de la comatrice

Rappel : Le rang d’'une matrice est la taille de la plus grande matrice extraite inversible.

ProrosiTION : Rang de la comatrice :

o SirgA=mn: rg (com(A)) = n.

e Sirg(A) <n—2: 1g(com(A))=0.

e SirgA=n—1: rg (com(A)) = 1.
Preuve :

e com(A) est inversible

e Les matrices associées aux cofacteurs ne peuvent étre de rang n — 1 et les cofacteurs sont donc nuls.
e — Acom(A)T =0 donc Im (com(A)T) C ker A de dimension 1.

— Or com(A)T # 0 car I'un des mineurs est non nul, donc rg (com(A)) = 1.
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