SYNTHESE : {

Suites

Séries

de fonctions : Convergence et propriétés des {

limites
sommes

I] Les différents modes de convergence

CVS Suites de fonctions (uy) sur I Séries de fonctions > u, sur [
. Montrer la convergence simple :
Montrer la convergence simple :
e On montre que la suite (un(z))n e On montre que la série Y u,(x)
converge pour tout z € I. converge pour tout x € I.
Montrer la non-convergence simple : Montrer la non-convergence simple :
e On montre que la suite (un())n e On montre que la série Y u,(z)
diverge pour un = € I. diverge pour un z € [
CVU | Suites de fonctions (uy,) sur I Séries de fonctions > u, sur [

Définition :

u, — u bornée APCR

(tn) RACYIPEEN
I ltr, — tl|loo,r — O

Montrer la convergence uniforme :

e Par calcul de ||uy, — ul|oo,s
en étudiant les variations de u,, — u sur I.

e Par majoration de ||u, — ¢l|co,r :
Vo €1, |un(z) — u(z)| < oy — 0

Montrer la non-convergence uniforme :

e Par calcul de ||uy, — ul|oo,1-

e En montrant que u,, — u n’est pas bornée.

e O On recherche une suite (z,,) € IV
telle que uyp () — u(x,) /4 0.

e En montrant qu’une des propriétés de u
impliquées par la CVU n’est pas vérifiée.
(Bornitude, continuité, limite aux bornes)

Définition :
S uy, C%U S <= (S,) C%U s.

Montrer la convergence uniforme :

e Par majoration du reste pour les séries
vérifiant le CSSA :

Ve € I, |Rp(z)| < |tunt1(x)] < a, — 0.

e En montrant la convergence normale.

Montrer la non-convergence uniforme :

e On peut montrer que (u,) ne converge pas
uniformément vers 0.

Q Pour cela : On cherche (x,,) € IN tq
Un(xn) /0.

e On montre qu'une des propriétés de S
impliquées par la CVU n’est pas vérifiée.
(Surtout la limite aux bornes)




Suites de fonctions (u,) sur I

Séries de fonctions Y u,, sur I

Pas de CVN pour les suites de fonctions!

Définition :

CVN

> un - S <= Z||un||ooz converge.

Montrer la convergence normale :

o En calculant ||un||oo,r avec les A° de u, sur I

e En majorant Vz € I, |uy(z)| < oy, — 0.

Montrer la non-convergence normale :

e En calculant ||uy||eo,; pour montrer que
> lltn oo, 1 diverge.

e En recherchant (z,,) € IV telle que
7 |un(zy)| diverge.

Méthodes pour prouver la convergence uniforme d’une série

Mq [|Ruloc, 1 =0

Trés rarement

Mg [|Raf|x, 1 — 0

{

Mq ) [luflx, 1 converge

Calcul de Rn

Veel
Rn(x” < |“u—+1{x}| <ay—=0
G\-Iﬂjnratiuu de ||uglle, 1 .

Vrel

[un(x)| < - < an

E 0, converge

”Sn = S”x 1=..—0

‘ Caleul de [|ug)|=, 1 |

[ floc, 1 = ovn

E r, CONVETER



IT] Propriétés transférables par CVU

e Bornitude :

. cvu , .
— Si(up) — walors: wu, bornées = u bornée.
1

. cvU . ,
— Si> u, — Salors: S, bornées = S bornée.
1

o Continuité :

. cvU . .
— Si(up) — walors: w, continues sur I = wu continue sur I.
V]a,b]CI
. cvVU . .
— Sid up [ —}> S alors :  wu, continues sur I = S continue sur I.
VY[a,b]CT

e Limite aux bornes : soit a € 1

(In) converge vers [ € K

u(zr) — 1

— Si (up) YUY w alors - Up(z) — I, e K=
I T—ra ra

> "1, converge vers s € K

. cvU
— Si Y u, 7) S alors . wun(x) —>w_m l, e K= { S(x) ﬁ s

e Intégrales : Passage a la limite dns f; ... ou échange des signes Y «» [ :

b b
. cvU .
— Si (up) 7> w alors :  w, continues sur [a, b] :>/ Up, —>/ u.
a a

oV b +oo +oo b
= Si> u, ? S alors:  w, continues sur [a, b] :>/ g Uy = g / Up,.

@ n=0 n=0v%
e Dérivation simple :
u,, sont Ct sur I (un) CVU sur tout segment de I
— (un) CVS vers u = la limite u de (u,) est de classe C* sur I .
(u],) CVU sur tout SEGMENT de [ ul, = u
. > u, CVU sur tout segment de I
up est C* sur la somme S de > u,, est de classe C* sur I
— > u, CVS vers S = +o0
>~ ul, CVU sur tout SEGMENT de [ S'(z) = Z ul, (z)
n=0

e Dérivation multiple :

les u,, sont CP sur I
— les suites (uy,), (ul), ... (ugffl)) CVS sur = {
(ug” )) CVU sur tout segment de I

la limite u de (uy) est de classe CP sur [
pour tout k € [[1,p], uSZ“) — u®

les u,, sont CP sur [ la somme S de > u, est de classe CP sur [
s / (pfl) —+00

— les s(e;r)les S Upy YU, e Y Uy CVS sur = pour tout & € [1,p], S® () = Z ugbk) ()
> uy’ CVU sur tout segment de T =




Le théoréme ci-dessus est en général utilisé pour montrer que u et S sont C2.
Pour montrer que u et S sont C*°, on utilise le théoréme suivant qui est plus simple.

. { les u,, sont C* sur [ { la limite u de (uy) est de classe C*° sur I

vk, (uslk)) CVU sur tout SEGMENT de I pour tout k € N, ul) 5 4 ®

la somme S de > u, est de classe C* sur T
R { les u,, sont C*° sur I

+oo
vk, S ul? CVU sur tout SEGMENT de I | pour tout k € N, S®(z) = 3 ul®) (x)

n=0

III] Deux méthodes de recherche d’un équivalent

+oo
Soit S(x) = Zun(m) pour x € I et a € I tels que S(z) — 0 ou + oo

n=0

But : On souhaite déterminer un équivalent de S(z) au voisinage de a.

Méthode 1 : Encadrements par des intégrales

continue par morceaux

L sur I, on peut encadrer :
décroissante

Lorsque pour z € I fixé, la fonction ¢ — us(z) est {

/nN+1 ug(z) dt < iv: up(z) < /nN ug(z) dt

0 n=ng o—1
En calculant les deux intégrales et en faisant N — 400, on obtient un encadrement de S(x) par I(x) et J(z).

On a alors :
{ I(z) ~ a(z)
~ o(z)

= S(x) ~a(x) au voisinage de a

400
1
Exemple : Trouver un équivalent en 17 de ((z) = g —.
_— n

n=1

Méthode 2 : Equivalent a(z) donné par 1’énoncé ou trouvé par intuition

Il s’agit alors de vérifier que S(x) ~ a(x), c’est & dire que :
a

— ——1
a(z) z—a

Pour cela, on peut prouver cette limite en utilisant le théoréeme de limite aux bornes par CVU.

—+o0
Il arrive souvent (mais pas toujours!!) que S(x) = Z Un(x) soit équivalent a son premier terme ug(z).

n=0

+oo
1
Exemple : Trouver un équivalent en 17 de {(z) — 1 = E —.
P — nJ,

n=2



