
Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye18 novembre 2010Dans e hapitre, on se plae dans le plan aÆne et vetoriel eulidiens usuels orient�es ('est �a dire muni d'un rond etdu produit salaire usuel).On onfond es plans ave l'espae vetoriel R2 .1 Fontions �a valeurs dans R2Soit une appliation �!F : I �! R2t 7! (x(t); y(t)) o�u I est un intervalle ouvert de R.Remarque 1.1. Les appliations � t! x(t)t! y(t) sont appel�ees les appliations oordonn�ees de �!F .2. L'appliation �!F �etant �a valeurs dans R2 , on dit qu'il s'agit d'une appliation vetorielle.D�efinition 1 : Limite d'une appliation vetorielleSoit �!l 2 R2 .On dira que : limt!t0�!F (t) = �!l lorsque limt!t0k�!F (t)��!l k = 0Proposition 1 : Carat�erisation par les appliations oordonn�eesNotons �!l = (l1; l2). Alors : limt!t0�!F (t) = �!l () � x(t)! l1y(t)! l2 lorsque t! t0Preuve 1 : Pas de diÆult�e en d�emontrant tour �a tour les deux impliations.Exemple 1. D�eterminer la limite en t0 = 1 de �!F : R �! R2t 7! (t2 � 2; artan t)D�efinition 2 : D�eriv�ee d'une appliation vetorielleOn dira qu'une fontion vetorielle �!F : I ! R2 est d�erivable en t0 2 I lorsque qu'il existe �!l 2 R2 tel que :limt!t0 �!F (t)��!F (t0)t� t0 = �!lOn note alors �!l = �!F 0(t0). 1



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 2 : Carat�erisation par les appliations oordonn�eesL'appliation �!F : I ! R2 est d�erivable en t0 2 I ssi ses deux appliations oordonn�ees x et y le sont.On a alors : �!F 0(t0) = (x0(t0); y0(t0)).Preuve 2 : Cons�equene imm�ediate du th�eor�eme pr�e�edent.Remarque 2. Dans les as o�u � �!F : R 7! R2f : R 7! R sont d�erivables, on peut failement d�emontrer les formules suivantes :1. (f:�!F )0 = f 0:�!F + f:�!F 0 2. (�!F Æ f)0 = �!F 0 Æ f:f 0Th�eor�eme 3 : D�erivation d'un produit salaire et d'un d�eterminantSoient ( �!F 1�!F 2 deux appliations vetorielles d�e�nies sur I et d'appliations oordonn�ees ( �!F 1(x1; y1)�!F 2(x2; y2) .On d�e�nit alors sur I les deux appliations suivantes �a valeurs r�eelles :1. Appliation Produit Salaire : �(t) = �!F 1(t):�!F 2(t) = x1(t)x2(t) + y1(t)y2(t)2. Appliation D�eterminant :  (t) = det(�!F 1(t); �!F 2(t)) = x1(t)y2(t)� x2(t)y1(t)Lorsque �!F 1 et �!F 2 sont d�erivables sur I , es deux appliations le sont aussi et pour tout t 2 I :1. �0(t) = �!F 01(t):�!F 2(t) +�!F 1(t):�!F 02(t)2.  0(t) = det(�!F 01(t); �!F 2(t)) + det(�!F 1(t); �!F 02(t))Preuve 3 : Il suÆt d'e�etuer les aluls.Remarque 3. On retrouve failement es formules par analogie ave la formule de d�erivation d'un produit de fontions.Th�eor�eme 4 : D�erivation de la normeSoit �!F une appliation vetorielle d�e�nie sur I et ne s'annulant pas sur et intervalle.On d�e�nit alors l'appliation Norme : k�!F k : I �! Rt 7! k�!F (t)k .Lorsque ( �!F est d�erivable sur I�!F ne s'annule pas sur I , sa norme est d�erivable sur I et : k�!F k0(t) = �!F (t):�!F 0(t)k�!F (t)k 8t 2 I .Preuve 4 : On utilise la formule de d�erivation du produit salaire.Remarque 4. Une fontion vetorielle de lasse C1 est de norme onstante sur I ssi �!F (t) ? �!F 0(t) sur I .Exemple 2. Choisir 2 appliations vetorielles d�erivables sur un intervalle I et d�eterminer les expressions analytiquesdes appliations Produit salaire, D�eterminant et Norme.2 Courbes param�etr�eesDans e hapitre, le plan eulidien est muni d'un rep�ere orthonorm�e orient�e R(O; �!i ; �!j ) et �!F repr�esente une appli-ation vetorielle d�erivable sur un intervalle ouvert I .D�efinition 3 : Courbe param�etr�eeSoit C, l'ensemble des points M du plan v�eri�ant ����!OM(t) = �!F (t) ave t 2 I .C est un ensemble du plan dont (I; �!F ) est appel�e une repr�esentation param�etrique (RP).Le ouple (I; �!F ) sera aussi appel�e ourbe param�etr�ee et C sera appel�e le support de la ourbe.Lorsque :- �!F est de la forme �!F (t) = x(t)�!i + y(t)�!j on dit que (I; �!F ) est une RP en oordonn�ees art�esiennes.- �!F est de la forme �!F (t) = �(t)�!u (�(t)) on dit que (I; �!F ) est une RP en oordonn�ees polaires.2
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Courbe param�etr�ee :Remarque 5.1. Lorsque �!F (t) = (x(t); y(t)), on pourra arat�eriser C par ses �equations param�etriques : � x = x(t)y = y(t) pour t 2 I .2. Un même support peut admettre plusieurs repr�esentations param�etriques. Comparer � x = pty = 1 et � x = jtjy = 1 .En revanhe, la fa�on dont M(t) d�erit le support (trajet, vitesse) est tr�es di��erente.

Comparaison de deux repr�esentations param�etriquesExemple 3. Une ellipse E entr�ee en O admet une �equation art�esienne de la forme x2a2 + y2b2 = 1 ave a; b 2 R+� .D�eterminer une repr�esentation param�etrique de E .Exemple 4.D�eterminer l'�equation art�esienne d'une ourbe C ontenant le support � de la ourbe : � x(t) = 3t2y(t) = 2t3 t 2 R.A-t-on C = �?2.1 in�ematiqueRemarque 6. Interpr�etation Cin�ematique1. �!F (t) d�etermine la position du mobile M au temps t.2. �!F 0(t) d�etermine la vitesse instantan�ee du mobile M au temps t.3. �!F 00(t) d�etermine l'a�el�eration du mobile M au temps t.4. On dit que le mouvement est uniforme (�a vitesse onstante) lorsque k�!F 0(t)k est une fontion onstante.5. On dit que le mouvement est retiligne lorsque le support de la ourbe (I;�!F ) est ontenu dans une droite.6. On dit que le mouvement est �a a�el�eration entrale lorsque 8t 2 I , �!F 00(t) // �!F (t).7. On dit que le mouvement est uniform�ement a�el�er�e lorsque k�!F 00(t)k est une fontion onstante.Exemple 5. Soit un pointM(t) parourant une ellipse selon la repr�esentation param�etrique � x = a os ty = b sin t t 2 [0; 2�℄.Montrer que le mouvement de M(t) est �a a�el�eration entrale.Exerie : 1On suppose que le mouvement d'un point M est �a a�el�eration entrale.1. Montrer que l'appliation t 7! det(��!OM (t); �!v (t)) est onstante.2. Montrer que si de plus, le mouvement est irulaire, alors il est uniforme.3



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/2.2 tangenteD�efinition 4 : Point r�egulier, bir�egulier, stationnaireSupposons ii que �!F est d�erivable ou deux fois d�erivable sur I .� Le point M(t) de la ourbe est dit r�egulier lorsque �!F 0(t) 6= �!0 .� Le point M(t) de la ourbe est dit point stationnaire ou singulier si �!F 0(t) = �!0 .� Le point M est dit bir�egulier lorsque det(�!F 0(t); �!F 00(t)) 6= 0.Remarque 7. Un point bir�egulier est un point r�egulier qui v�eri�e une ondition suppl�ementaire.Exemple 6. Etudier la nature des points d'une ellipse de repr�esentation param�etrique � x = a os ty = b sin t .Exerie : 2D�eterminer les points stationnaires de la ourbe param�etr�ee � x(t) = t3 � 3ty(t) = t3 � t2 � t+ 1 ave t 2 R.D�efinition 5 : Tangente en un point d'une ourbe param�etr�eeSoit M(t0) un point d'une ourbe param�etr�ee (I;�!F ).On dit que la ourbe poss�ede une tangente au point M(t0) lorsqu'il existe une fontion vetorielle t 7! �!u (t)telle que �!u (t) dirige la droite �M(t0)M(t)� au voisinage de t0 et :�!u (t) ���!t!t0 �!u0 6= �!0La droite passant par M(t0) et dirig�ee par le veteur �!u0 est alors la tangente �a la ourbe au point M(t0).Dessin
Tangente �a une ourbe param�etr�ee :Th�eor�eme 5 : Tangente en un point r�egulierSi M(t0) est un point r�egulier d'une ourbe de lasse C1, alors le support de la ourbe poss�ede une tangente aupoint M(t0) dirig�ee par le veteur �!F 0(t0).Preuve 5 : On montre qu'un veteur direteur de la droite (M(t)M(t0)) tend vers �!F 0(t0) lorsque t 7! t0.Remarque 8. Connaissant un point et un veteur direteur, il est alors faile de d�eterminer une �equation art�esiennede la tangente en un point r�egulier.Exemple 7.Donner une �equation art�esienne de la tangente �a une ellipse E entr�ee en O en un point quelonque de elle-i.Remarque 9. Une ourbe param�etr�ee peut admettre une tangente en un point stationnaire. Ex : C � x = t3y = t3 .Remarque 10. Tangente en un point stationnaireL'�etude des tangentes en un point stationnaire sera vu dans le ours sur les d�eveloppements limit�es.Cependant, on pourra d'ores et d�ej�a utiliser le r�esultat suivant :
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Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Si en un point singulier M(t0), 8>>>><>>>>: y(t)� y(t0)x(t)� x(t0) ���!t!t0 l 2 Rouy0(t)x0(t) ���!t!t0 l 2 R alors la ourbe a une tangente en M(t0) de pente l.

2.3 IntersetionIntersetion de deux ourbes param�etr�eesComme pour l'intersetion de droites et plan de l'espae, il est pr�ef�erable de repr�esenter l'un des deux ensemblespar son �equation art�esienne et l'autre par un syst�eme d'�equations param�etriques.Si ependant, nous disposons de deux repr�esentations param�etriques (�!F ; I) et (�!G; J), on pourra reherher� t 2 It0 2 J tels que �!F (t) = �!G(t0).Exemple 8. Intersetion des deux ourbes param�etr�ees suivantes : �1� x = 2pt2y = 2pt et �2� x = 2pty = 2pt2 o�u p 2 R+� .2.4 Branhes in�niesD�efinition 6 : Etude des branhes in�niesSoit t0 2 R (ela signi�e que t0 peut aussi prendre +1 et �1 pour valeur).On dit que la ourbe pr�esente une branhe in�nie lorsque t! t0 si et seulement si k�!F (t)k ���!t!t0 +1.D�efinition 7 : Droite asymptoteOn dit que C de RP � x = x(t)y = y(t) admet la droite D : ax+ by+  = 0 pour asymptote lorsque t! t0 lorsque :d(M(t); D) ���!t!t0 0 e qui est �equivalent �a dire que ax(t) + by(t) +  ���!t!t0 0Remarque 11. Vous remarquerez que la d�e�nition d'une droite asymptote est ii l�eg�erement di��erente de la d�e�nitionutilis�ee dans l'�etude des ourbes art�esiennes.On s'int�eresse plus partiuli�erement aux as suivants :Si ( x(t) ���!t!t0 l 2 Ry(t) ���!t!t0 1la droite x = l est asymptote �a la ourbe.Le signe de x(t)�l (voir le tableau de variations) donnela position de la ourbe par rapport �a l'asymptote. 5
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Si ( y(t) ���!t!t0 l 2 Rx(t) ���!t!t0 1la droite y = l est asymptote �a la ourbe.Le signe de y(t)�l (voir le tableau de variations) donnela position de la ourbe par rapport �a l'asymptote.

Si ( x(t) ���!t!t0 1y(t) ���!t!t0 1 on forme y(t)x(t) et on herhe la limite de e quotient lorsque t! t0.Si y(t)x(t) ���!t!t0 a 2 R Si y(t) � ax(t) ���!t!t0 b 2 R, alors ladroite y = ax + b est asymptote �a laourbe lorsque t! t0.On dit que la ourbe admet ladroite y = ax pour diretionasymptotique. La position de la ourbe par rapport �al'asymptote est donn�ee par le signe dey(t)� (ax(t) + b)On s'int�eresse alors �a y(t)�ax(t). Si y(t)� ax(t) ���!t!t0 1On dira alors que la ourbe admet unebranhe parabolique de diretion y = axlorsque t! t0.Si y(t)x(t) ���!t!t0 1On dit que la ourbe pr�esenteune branhe parabolique de dire-tion (Oy).Si y(t)x(t) ���!t!t0 0On dit que la ourbe pr�esenteune branhe parabolique de dire-tion (Ox).
Exemple 9. Etudier les branhes in�nies de la ourbe d�e�nie sur I (�a d�eterminer) par 8><>: x(t) = t3t2 � 9y(t) = t2 � 2tt� 3

6



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/2.5 Points multiplesD�efinition 8 : Points multiplesSoit C une ourbe de repr�esentation param�etrique : � x = x(t)y = y(t) ave t 2 I .On dit que A 2 P est un point multiple de C lorsqu'il existe au moins deux valeurs t1 et t2 de I telles que :A =M(t1) =M(t2)Reherhe des points multiples :Il s'agit de d�eterminer t1 et t2 (ave t1 6= t2) tels que M(t1) =M(t2).Pour ela, il suÆt de r�esoudre le syst�eme :� x(t1) = x(t2)y(t1) = y(t2) ave t1 6= t2Remarque 12. Pour limiter les aluls, on pourra remarquer t2 = t1 est une solution partiuli�ere (non admissible !) dehaque �equation. On pourra don souvent simpli�er haune de es �equations par (t1 � t2).Exemple 10. D�eterminer les points multiples de la ourbe d'�equations param�etriques : 8<: x = t2 � t+ 1y = t2 + t+ 2t2 + 1 pour t 2 R.2.6 Etude d'une ourbe param�etr�ee2.6.1 R�edution de l'intervalle d'�etudeOn r�eduira toujours l'intervalle en e�etuant l'�etude dans l'ordre suivant :a. Etude de la p�eriodiit�e : � x(t+ T ) = x(t)y(t+ T ) = y(t)b. Etude de la parit�e : � x(�t) = x(t)y(�t) = y(t) � x(�t) = �x(t)y(�t) = y(t) . . .. Autres �etudes : � x(a� t) = y(t)y(a� t) = x(t) � x(t+ T ) = �x(t)y(t+ T ) = y(t) � x(1=t) = �x(t)y(1=t) = �y(t) . . .

Lorsque � x(t + T ) = x(t)y(t+ T ) = y(t) : Lorsque � x(�t) = x(t)y(�t) = �y(t) : Lorsque � x(a� t) = y(t)y(a� t) = x(t) :Exemple 11. Une situation lassique :1. On onstate que � x(t + T ) = x(t)y(t+ T ) = y(t) . On obtient alors la totalit�e de la ourbe en l'�etudiant sur [�T2 ; T2 ℄.2. On onstate que � x(�t) = x(t)y(�t) = �y(t) . On peut alors r�eduire l'�etude �a l'intervalle [0; T2 ℄.On obtient alors la ourbe sur [�T2 ; T2 ℄ en e�etuant une sym�etrie orthogonale d'axe Ox.3. Pour esp�erer r�eduire enore l'intervalle, on peut alors �etudier le point M(T2 � t).7



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Si par exemple 8>><>>: x(T2 � t) = y(t)y(T2 � t) = x(t) , on pourra r�eduire l'�etude �a l'intervalle [0; T4 ℄.On obtient la ourbe sur [0; T2 ℄ en e�etuant une sym�etrie orthogonale d'axe y = x.Exemple 12. R�eduire l'intervalle d'�etude de l'astro��de : (x(t) = a os3 ty(t) = a sin3 t t 2 R.2.6.2 Plan d'�etude d'une ourbe param�etr�eeObjetif : D�eterminer une repr�esentation graphique du support d'une ourbe de RP � x = x(t)y = y(t) ave t 2 I .Plan d'�etude d'une ourbe param�etr�ee1. Domaine de d�e�nition de x(t) et y(t). (D�etermination de I)2. R�edution de l'intervalle d'�etude.3. Variations de x(t) et y(t) sur l'intervalle r�eduit. On rassemble les r�esultats dans un même tableau.4. On rep�ere dans le tableau :(a) les points stationnaires orrespondant �a x0(t0) = y0(t0) = 0(b) les branhes in�nies (lorsque l'une des fontions x ou y a une limite in�nie).5. Etude des branhes in�nies.6. Tra�e de la ourbe :On ommene par repr�esenter les asymptotes, les points stationnaires, les points �a tangente vertiale ethorizontale et on �ebauhe le tra�e de la ourbe.Maple> plot([x(t),y(t),t=-5..5℄,-10..10,-10..10);Pour v�eri�er que vous onnaissez bien votre ours, prenez une feuille et notez-y de m�emoire les m�ethodes etformules permettant de r�esoudre haune des �etapes pr�e�edentes. Si vous avez enore des h�esitations, il vousfaut imp�erativement revoir le ours !!Exemple 13. D�eterminer le support de la ourbe d'�equations param�etriques : 8<: x = t2 � t+ 1y = t2 + t+ 2t2 + 1 pour t 2 R.Exerie : 31. Finir l'�etude de l'astro��de.2. Soit A(t) et B(t) les points d'intersetion de Ox et Oy ave la tangente �a la ourbe au point M(t) o�u t 6= 0[�=2℄.Caluler la distane A(t)B(t).Exerie : 4Une roue de rayon R roule sans glisser sur une route.D�eterminer un syst�eme d'�equations param�etriques de la trajetoire d'un point de sa ironf�erene, puis traer le supportde la ourbe obtenue. Cette ourbe s'appelle une ylo��de
8
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Fig. 1 { Cylo��de3 Courbes param�etr�ees en oordonn�ees polairesD�efinition 9 : Rep�ere polaireOn d�e�nit ( �!u (�) = os ��!i + sin ��!j�!v (�) = � sin ��!i + os ��!j et on remarque que 8>>><>>>: d�!ud� = �!vd�!vd� = ��!u .Le rep�ere R� = �O;�!u (�);�!v (�)� s'appelle le rep�ere polaire ou parfois le rep�ere mobile.Remarque 13. En physique, on utilise la notation (�!u r; �!u �) pour le rep�ere polaire ...Attention, ette notation semble indiquer que �!u r est ind�ependant de l'angle �, e qui est bien entendu faux !Dessin

Rep�ere polaire : R�(O; �!u (�); �!v (�))Remarque 14. D�eriver les veteurs du rep�ere polaire revient �a e�etuer une rotation d'angle �2 .D�efinition 10 : Repr�esentation Param�etrique Polaire d'une ourbeSoit deux fontions � � : t! �(t)� : t! �(t) de lasse C2 sur un intervalle I .On onsid�ere alors la fontion vetorielle �!F (t) = �(t)�!u (�(t)).(�!F ; I) d�e�nit une ourbe param�etr�ee C(�!F ; I) est appel�ee la R�epr�esentation Param�etrique Polaire de ette ourbe C.L'ensemble des points M(t) de ette ourbe sont don d�e�nis par :��!OM (t) = �!F (t) 'est �a dire ��!OM(t) = �(t):�!u (�(t))Les oordonn�ees polaires deM(t) sont (�(t); �(t)) et ses oordonn�ees art�esiennes sont � x(t) = �(t) os(�(t))y(t) = �(t) sin(�(t)) .
9
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Coordonn�ees polaires d'un point :Th�eor�eme 6 : Position, vitesse et a�el�eration en M(t).Soit C une ourbe d�e�nie par la RP (�!F ; I) ave : �!F (t) = �(t):�!u (�(t)).On a alors :1. ��!OM = �:�!u (�) Veteur position.2. d��!OMdt = �0:�!u (�) + �:�0:�!v (�) Veteur vitesse, tangent �a la trajetoire.3. d2��!OMdt2 = (�00 � �:�02):�!u (�) + (2:�0:�0 + �:�00):�!v (�) Veteur a�el�eration.Pour plus de laret�e (mais, au d�etriment de la rigueur...) les "(t)" ont �et�e enlev�es des relations pr�e�edentes.Preuve 6 : Calul usuel de d�eriv�ees de fontions ompos�ees.Remarque 15. Il faut savoir refaire les aluls ayant permis de d�eterminer es formules.4 Equation polaire d'une ourbeObjetif : Il s'agit d'�etudier l'ensemble � des points M de oordonn�ees polaires M � �� tels que � et �v�eri�ent une relation de la forme : � = f(�) ave � 2 I (la fontion f sera not�ee �)."� = �(�)" est appel�ee l'�equation polaire de �.La fontion � est ii suppos�ee d�erivable et �a d�eriv�ee ontinue sur I � R.Pour ela, remarquons que � est le support de la Courbe Param�etr�ee Polaire :(�!F ; I) ave 8� 2 I; �!F (�) = �(�)�!u �Nous sommes ainsi ramen�e au as partiulier (�(t) = t) des ourbes �evoqu�ees dans la partie pr�e�edente.Remarque 16. Dans ette repr�esentation param�etrique :1. le param�etre � repr�esente �a � pr�es, l'angle (�!i ; ����!OM(�)).2. la valeur �(�) r�epr�esente au signe pr�es, la distane OM(�).Remarque 17. � est aussi le support de la CP art�esienne d'�equations param�etriques : � x(�) = �(�) os(�)y(�) = �(�) sin(�) ; � 2 I .Exemple 14. Attention : il est parfois possible d'�etudier des ourbes � = �(�) sans passer par une RP :Que pensez-vous des ourbes suivantes?1. � = � 2. � = 12 os(� + �4 ) 3. � = os 2�os � � sin �Aide : on pourra envisager de d�eterminer un �equation art�esienne de ertaines de es ourbes10



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Sous Maple, pour traer la ourbe polaire d'�equation � = 2(1 + os �) on utilisera la syntaxe suivante :> plot([2*(1+os(x)), x, x=-3.14..3.14℄,oords=polar);4.1 Etude loale en un pointReherhe des Points singuliers :Le point M(�) est singulier () �!F 0(�) = �!0 () �0(�)�!u � + �(�)�!v � = �!0 () � �(�) = 0�0(�) = 0 .On en d�eduit que seul le point O peut-être un point singulier.4.1.1 Etude en un point di��erent de l'origineTh�eor�eme 7 : Tangente en un point M(�0) di��erent de O [�(�0) 6= 0℄Les points M(�0) di��erents de O sont des points r�eguliers.La diretion de la tangente �a la ourbe enM(�0) est donn�ee par le veteur �!F 0(�0) = �0:�!u (�0) + �:�!v (�0) 6= �!0 .1. Si �0(�0) = 0 alors �!v (�0) dirige la tangente.2. Sinon, la tangente �a la ourbe en M(�0) fait un angle V (�0) ave �!u (�0) tel que :tanV (�0) = �(�0)�0(�0)L'angle V �etant d�e�ni modulo �, ette formule permet bien de d�eterminer V .Preuve 7 : Pas de diÆult�e en se pla�ant dans le rep�ere polaire.Remarque 18. L'�etude de la onavit�e (et don des points d'inexion �eventuels) se fera en �n d'ann�ee.Dessin
Etude en M 6= O :Exemple 15. Etudiez la ourbe � = os � au voisinage du point M(�4 ).Remarque 19. En M(�) 6= O la diretion de la normale est donn�ee par le veteur : �!N (�0) = ��!u � �0�!v .4.1.2 Etude loale en O :Remarque 20. M(�) = O () �(�) = 0Th�eor�eme 8 : Tangente en M(�0) = O [�(�0) = 0℄Soit �0 tel que M(�0) = O.La tangente �a la ourbe en O est alors orient�ee par le veteur �!u (�0).11



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 8 : Il suÆt de remarquer que ��!OM(�)�(�) ! �!u (�0) lorsque � ! �0.Remarque 21. L'�etude de la tangente en O est ind�ependante du fait que O est un point stationnaire ou non.Allure de la ourbe en M(�0) = O1. La tangente en M(�0) = O admet pour diretion �!u (�0).2. On obtient l'allure loale de la ourbe au voisinage de M(�0) = O en examinant le signe de � :(a) Si � hange de signe en �0, alors M(�0) = O est un point ordinaire.(b) � ne hange pas de signe en �0, alors M(�0) = O est un point de rebroussement de premi�ere esp�ee.3. O ne sera don jamais un point d'inexion ni un point de rebroussement de deuxi�eme esp�ee.Dessin
Etude en O :Exemple 16. Etudier la nature du point O des deux ourbes d'�equations polaires � � = os �� = 1 + os � .4.2 Etude des branhes in�nies.D�efinition 11 : Branhe in�nieSoit une ourbe polaire (C) d�e�nie par � = �(�) et �0 2 R.On dira alors que (C) admet une branhe in�nie si :�(�) ���!�!�0 1 ou si � !1Cas o�u �(�) ���!�!�0 1Dans e as, on se ram�ene �a la d�e�nition param�etrique de la ourbe �!F � � ! �(�): os �� ! �(�): sin � .Remarque 22. On notera que l'on aura toujours lim�!�0 y(�)x(�) = lim�!�0 tan �.Exemple 17. Etudier les branhes in�nies des 2 ourbes d'�equations polaires �(�) = tan � et �(�) = os �os(� � �4 )D�efinition 12 : Cas o�u � !1 : Branhe spiraleSoit une ourbe polaire (C) d�e�nie par � = �(�).1. Si �(�) ���!�!1 0, on dit alors que (C) admet une branhe spirale tendant vers 0.2. Si �(�) ���!�!1 1, on dit alors que (C) admet une branhe spirale divergente.3. Si �(�) ���!�!1 l 2 R, on dit alors que (C) admet C(O;jlj) pour erle asymptote.12



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 18. Montrer que la ourbe d'�equation polaire � = � + 1� admet un erle asymptote.4.3 Etude de l'existene de points multiples �eventuelsIl s'agit de d�eterminer � et �0 (distints) tels que ��!OM(�) = ��!OM (�0) 'est �a dire : �(�)ei� = �(�0)ei�0 .Points multiplesLes points multiples d'une ourbe d'�equation polaire � = �(�) sont �a reherher parmi les points v�eri�ant :�(�) = �(� + 2k:�) ave k 2 Z ou �(�) = ��(� + (2k + 1):�) ave k 2 Z
Points multiples :Remarque 23. La r�edution de l'intervalle d'�etude permet de restreindre l'�etude des points multiples �a un nombrelimit�e de valeurs de k possibles. Ainsi, si I = [0; 2�[, on se ontentera de r�esoudre �(�) = ��(� + �)Exemple 19. Etudier l'existene de points multiples pour la ourbe d'�equation polaire � = 1+tan �2 (pour � 2 [0; 2�℄).4.4 R�edution de l'intervalle d'�etude.On tentera toujours de r�eduire l'intervalle d'�etude en pro�edant dans l'ordre suivant :a. Etude de la "p�eriodiit�e" : �(� + T ) = �(�) �(� + T ) = ��(�)b. Etude de la parit�e : �(��) = �(�) �(��) = ��(�). Autres �etudes : �(�0 � �) = �(�) �(�0 � �) = ��(�) . . .Remarque 24. Pour trouver les sym�etries li�ees aux relations pr�e�edentes, on pourra traduire g�eom�etriquement la rela-tion existant entre les aÆxes des points M(�) et M(��).1. Prenons la relation �(� + T ) = �(�).Elle donne z(� + T ) = �(� + T )ei(�+T ) = �(�)ei(�+T ) = �(�)ei�eiT = z(�)eiT .Le point M(� + T ) s'obtient don par rotation de entre O et d'angle T du point M(�).2. Prenons la relation �(��) = ��(�).Elle donne z(��) = �(��)e�i� = ��(�)e�i� = �z(�).Le point M(��) s'obtient don par sym�etrie orthogonal de M(�) par rapport �a Oy .Cependant, un dessin suÆt souvent pour identi�er les sym�etries.

Lorsque �(� + T ) = �(�) : Lorsque �(��) = �(�) : Lorsque �(�0 � �) = �(�) :13



Cours MPSI-2010/2011 Courbes Param�etr�ees et Courbes en Polaires http://pasal.delahaye1.free.fr/4.5 Plan d'�etude d'une ourbe en polaire � = f(�).On onsid�ere une ourbe polaire � = �(�) o�u � : I 7! R est une fontion d�erivable �a d�eriv�ee ontinue sur I � R.1. On reherhe l'ensemble de d�e�nition de la fontion f .2. On tente de r�eduire l'intervalle d'�etude.3. On �etudie les variations de f ainsi que les limites aux bornes de l'intervalle d'�etude.4. On �etudie la forme de la ourbe en O si e point appartient �a la ourbe.5. On �etudie les tangentes aux points apparaissant dans la tableau de variation.6. On �etudie les branhes in�nies.7. On trae la ourbe en respetant l'ordre suivant :(a) On trae les points remarquables.(b) On trae les tangentes aux points remarquables.() On trae les asymptotes.(d) On relie les points dans l'ordre de variation du param�etre � et en respetant le tableau de variationPour v�eri�er que vous onnaissez bien votre ours, prenez une feuille et notez-y de m�emoire les m�ethodes etformules permettant de r�esoudre haune des �etapes pr�e�edentes. Si vous avez enore des h�esitations, il vousfaut imp�erativement revoir le ours !!Exemple 20. Etudier les 2 ourbes d'�equations polaires suivantes : � 1) � = 1 + os � ardio��de2) � = os(4�) rosae .Exemple 21. Etudier la ourbe d'�equation polaire � = � + �4� � �4 .Exerie : 5Stropho��de droite1. Etudier la ourbe d'�equation polaire � = os 2�sin � .2. On note F (0; � 1) et on onsid�ere P un point de Ox autre que O.Montrer que les points M , intersetion de (FP ) et de la ourbe sont tels que PM = PO.3. En d�eduire un pro�ed�e permettant de oustruire la ourbe �etudi�ee.
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