
Les espaes aÆnes|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur21 mai 2010Dans e hapitre, on onsid�ere E un R espae vetoriel .1 Sous espaes aÆnes1.1 D�e�nitions et premi�eres propri�et�esD�efinition 1 : Sous-espae aÆneOn dit qu'une partie F de E est un sous-espae aÆne (sea) de E si il existe un veteur A de E et un sous-espaevetoriel �!F de E tel que F = fA+�!f j �!f 2 �!F gOn note alors F = A+�!F et on dit que :1. �!F est la diretion du sous-espae aÆne F .2. F est le sous-espae aÆne de E passant par A et de diretion �!F .3. dim�!F est la dimension du sous-espae aÆne F .4. toute base de �!F est un ensemble de veteurs direteurs de F .Remarque 1.1. Le "veteur" A sera alors appel�e un point, ainsi que tous les autres "veteurs" de la forme A+�!u ave �!u 2 �!F .2. F est alors onsid�er�e omme un ensemble de points.3. On notera �!u = B �A = ��!AB le veteur �!u tel que B = A+�!u .Proposition 1 : Soit A 2 E .L'appliation : f : E �! EM 7! �!u telle que �!u = ��!AM est une bijetion.Preuve 1 : En e�et : �!u = ��!AM ()M = A+�!u
Points et veteurs : 1



Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 2. Même si en th�eorie, il est possible d'additionner des points entre eux (puisqu'il s'agit en fait de veteurs)ou de les multiplier par des salaires, on �evitera de le faire pour des raisons de diÆult�es d'interpr�etation.D�efinition 2 : Soit E un espae vetoriel de dimension n et �!F un sev de E.Soit F un sea de E de diretion �!F .1. Si dim�!F = 0 alors F est r�eduit �a un point.2. Si dim�!F = 1 alors F est une droite aÆne. 3. Si dim�!F = 2 alors F est un plan aÆne.4. Si dim�!F = n� 1 alors F est un hyperplan aÆne.Exemple 1.1. L'ev E peut être onsid�er�e omme le sea d'origine ~0 : E = �!0 +E.On notera don E ou E selon que E est onsid�er�e omme un ensemble de veteurs ou un ensemble de points.2. Les sev ~F de E sont des sea F de E passant par ~0 : F = �!0 + FOn les repr�esentera don toujours passant par l'origine.3. D = (1; 2) + Vet((1; 1)) est une droite aÆne de R2 .4. P = (1; 2; � 1) + Vet((0; 1; 0); (1; 0; 1)) est un plan aÆne de R3 .5. L'ensemble des solutions de l'�equation di��erentielle y0 + a(x)y = b(x) est une droite aÆne de C0(I;R).6. L'ensemble des solutions de AX = B ave � A 2Mnp(R)B 2Mn1(R) est soit ;, soit un sea de Rp de dimension p� rgS.7. L'ensemble des suites r�eelles v�eri�ant une relation du type un+2 = aun+1 + bun +  ave (a; b; ) 2 R � R� � R,est un plan aÆne de RN .Exemple 2. Justi�er que l'ensemble des points de R3 v�eri�ant une relation de la forme ax + by + z + d = 0 ave(a; b; ) 6= (0; 0; 0), est un plan aÆne.D�efinition 3 : On dira que trois points A; B et C sont align�es ssi les veteurs ��!AB et �!AC sont li�es.Proposition 2 : Soit (A; B; C) 2 E3.1. ��!AB = �!0 () A = B 2. ��!AB = ���!BA 3. �!AC = ��!AB +��!BCPreuve 2 : Imm�ediat !Exerie : 1Soient I , J et K trois points du plan aÆne E .Montrer que : I , J et K sont align�es () 8M 2 E ; det(��!MI; ��!MJ) + det(��!MJ; ��!MK) + det(��!MK; ��!MI) = 0Proposition 3 : On ne hange pas le sea F en prenant un autre point de F omme origine.Si � F = A+�!FB 2 F alors F = B +�!FPreuve 3 : D�emonstration lassique par double inlusion.Proposition 4 : Carat�erisation de la diretion d'un seaSi F est un sea de diretion �!F passant par un point A, alors :1. �!F = f��!MN ave (M; N) 2 F2g2. �!F = f��!AM ave M 2 FgPreuve 4 : D�emonstrations lassiques par double inlusion.
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Carat�erisation de la diretion d'un sea1.2 Sous-espaes aÆnes parall�elesD�efinition 4 :Soient F et G deux sea de E de diretions respetives �!F et �!G .1. On dit que G est parall�ele �a F lorsque �!G � �!F .2. On dit que F et G sont parall�eles lorsque �!F = �!G .
G est parall�ele �a F F et G sont parall�elesRemarque 3. Dans R3 , une droite peut être parall�ele �a un plan, mais il est inorret de dire qu'un plan est parall�ele �aune droite.Proposition 5 : Soient F et G deux sea non vides.Si F et G sont parall�eles, alors :1. Soit F = G2. Soit F et G sont disjoints Si F est parall�ele �a G, alors :1. Soit F � G2. Soit F et G sont disjointsPreuve 5 :1. Cas : F et G sont parall�eles.S'ils ne sont pas disjoints, on montre failement qu'ils sont �egaux.2. Cas : F est parall�ele �a G.S'ils ne sont pas disjoints, on montre failement que F � G.Remarque 4. Tant que l'espae vetoriel E n'est pas muni d'une struture eulidienne, on ne peut pas parler d'orthog-onalit�e de sous-espaes aÆnes.Exerie : 2D�emontrer que deux droites parall�eles de l'espae sont oplanaires.1.3 Sous-espaes aÆnes orthogonauxSi E est muni d'une struture eulidienne, on peut d�e�nir l'orthogonalit�e et la perpendiularit�e de deux sous espaesaÆnes. 3



Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 5 :Soient F et G deux sea de E de diretions respetives �!F et �!G .On dit que G est orthogonal �a F lorsque �!G est orthogonal �a �!F (ad �!G � �!F ?).Dans e as, F est aussi orthogonal �a G et don "F et G sont orthogonaux"
F et G sont orthogonauxExemple 3. Dans R3 eulidien usuel, on onsid�ere :la droite D � passant par A(2; 3; � 1)dirig�ee par �!u (1; 2; 3) et le plan P d'�equation art�esienne x+ 2y + 3z � 1 = 0.Justi�er que D et P sont deux sous espaes aÆnes orthogonaux.Remarque 5. Pourriez-vous d�e�nir la notion de perpendiularit�e entre deux sous-espaes aÆnes?1.4 Intersetion de deux sous-espaes aÆnesTh�eor�eme 6 : Intersetion de sous-espaes aÆnesSoient F et G deux sous-espaes aÆnes de diretions �!F et �!G .Si F \ G 6= ; , alors F \ G est un sous-espae aÆne de diretion le sous-espae vetoriel �!F \ �!G .Preuve 6 : Soit C 2 F \ G 6= ;. Prouvons que F \ G = C + ~F \ ~G.On pro�ede alors tr�es simplement par double inlusion.

Intersetion de deux seaExemple 4. Que pouvez-vous dire de l'intersetion de deux plans aÆnes de R3 ?Corollaire 7 : Intersetion de deux sous-espaes aÆnes de diretions suppl�ementairesSoient deux sous-espaes aÆnes F et G de diretions �!F et �!G telles que E = �!F ��!G .Alors leur intersetion est un singleton :9
 2 F \ G tel que F \ G = f
gDans e as, on dit que F et G sont deux sea suppl�ementaires.4



Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 7 :1. On ommene par prouver que F \ G 6= ;.Soit � A 2 FB 2 G . L'id�ee onsiste �a d�eomposer ~AB en utilisant E = �!F ��!G .2. Comme les diretions sont suppl�ementaires, alors ~F \ ~G = f0g.

Intersetion de deux sea suppl�ementaires du plan2 Rep�eres art�esiensD�efinition 6 : Rep�ere art�esienSoit F un sous-espae aÆne de E de diretion �!F .On appellera rep�ere art�esien de F un ouple (
; b) o�u � 
 est un point de Fb une base de �!F .Ce rep�ere sera not�e R(
; b) ou (
; b) et 
 sera appel�e l'origine du rep�ere.Remarque 6. Si F = Rn , on appelle rep�ere anonique le rep�ere form�e de O = (0; : : : ;0) et de la base anonique de Rn .D�efinition 7 : Coordonn�ees d'un pointSi A 2 F , on appellera oordonn�ees de A dans le rep�ere R(
;b) les omposantes du veteur �!
A dans la base b.Remarque 7. Notations :Pla�ons-nous dans le rep�ere R(
; b).Si les oordonn�ees de �!
A dans b sont (x1; : : : ;xn), alors on notera : A0B�x1...xn1CAR ou A0B�x1...xn1CAOn utilisera �egalement ette notation pour noter les omposantes d'un veteur dans la base b.
e1 e2

e3

 A�!
A

Fig. 1 { Coordonn�ees de A dans R(
; e1; e2; e3)5



Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 3Soit F = f(un) 2 RN j 8n 2 N; un+2 = 12(un+1 + un) + 1g.1. D�eterminer un rep�ere de F .2. Pr�eiser dans e rep�ere, les oordonn�ees d'une suite (wn) de F en fontion de w0 et w1.Th�eor�eme 8 : Formule de hangement de rep�ereConsid�erons deux rep�eres art�esiens R = (O;b) et R0 = (
;b0).Soit M un point quelonque de l'espae.En notantM 0B�x1...xn1CAR ; M 0B�x01...x0n1CAR0 ; 
0B�t1...tn1CAR ; X = 0B�x1...xn1CA ; X 0 = 0B�x01...x0n1CA ; 
 = 0B�t1...tn1CA et P = Pb7!b0on a la formule de hangement de rep�ere : X = 
+ PX 0Preuve 8 : Tout simplement pare que ~OM = ~O
 + ~
M et que les oordonn�ees de ~
M dans b sont PX 0.Remarque 8. Les formules de hangement de rep�ere dans un espae de dimension 2 sont don de la forme :� x = � +ax0 + by0y = � +x0 + dy0 ou apr�es inversion � x0 = � +ax+ byy0 = � +x+ dy3 BaryentresD�efinition 8 : Syst�eme de points pond�er�esOn onsid�ere (Aj)1�j�n un syst�eme de points de E, et n r�eels (�j)1�i�n.1. Le syst�eme S = �A1 : : : An�1 : : : �n� est appel�e syst�eme de points pond�er�es.2. On appelle poids de S, le r�eel � = �1 + � � �+ �n.D�efinition 9 : BaryentreSoit le syst�eme de points pond�er�es : S = �A1 : : : An�1 : : : �n� tel que � 6= 0 .Il existe alors un unique point G 2 E, appel�e baryentre du syst�eme S, tel que nXj=1 �j��!GAj = 0.Pour tout point 
 2 E on a : G = 
+ 1� nXj=1 �j��!
Aj not�e : G = Bar�A1 : : : An�1 : : : �n�.Remarque 9. Si � = 0, l'expression nXj=1 �j���!MAj ne d�epend pas de M .
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Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 10. Constrution du baryentre de 2 points
M�ethode 1 (�� > 0) M�ethode 2 (�� > 0) M�ethode 2 (�� < 0)Remarque 11.1. Soit k 2 R� . Si G = Bar�A1 : : : An�1 : : : �n�, alors G = Bar� A1 : : : Ank:�1 : : : k:�n�.En prenant k = 1=�, on peut imposer la ondition suivante : �1 + � � �+ �n = 1.2. On appelle isobaryentre des points (A1; : : : ; An), le baryentre du syst�eme pond�er�e �A1 : : : An1=n : : : 1=n�3. Le baryentre d'un syst�eme de points ne d�epend pas de l'ordre des points.Proposition 9 : Coordonn�ees du baryentreSoit E un espae aÆne munis d'un rep�ere R(O; e1; : : : ; en).Si G = Bar�A1 : : : Ap�1 : : : �p�, et si xij repr�esente la i�eme oordonn�ees du point Aj , alors :8i 2 [[1;n℄℄; xGi = 1� pXj=1 �j :xijPreuve 9 : Cela vient diretement du fait que ��!OG = 1� nXj=1 �j��!OAjTh�eor�eme 10 : Assoiativit�e des baryentresSoit �A1 : : : Ap Ap+1 : : : An�1 : : : �p �p+1 : : : �n� un syst�eme pond�er�e de points de baryentre G. ( nXj=1 �j 6= 0)On suppose que : �1 = �1 + � � �+ �p 6= 0 et �2 = �p+1 + � � �+ �n 6= 0. (�)Si 8>><>>: G1 = Bar�A1 : : : Ap�1 : : : �p�G2 = Bar�Ap+1 : : : An�p+1 : : : �n� , alors G est le baryentre de �G1 G2�1 �2�.Preuve 10 : Il suÆt de faire le alul ...Remarque 12.Plus g�en�eralement, on peut assoier les points �Ai�i� omme on le souhaite �a ondition que (�) soit v�eri��ee.Exemple 5. Soit n 2 N� . D�eterminer une m�ethode pour onstruire l'isobaryentre de n points.Exerie : 4Montrer qu'une partie de l'espae aÆne E est un sea si et seulement si il est stable par baryentration.7



Cours MPSI-2009/2010 Les espaes aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/4 Parties onvexes d'un espae aÆneD�efinition 10 : SegmentSoit A et B deux points d'un espae aÆne E .On appelle segment d'extr�emit�es A et B (not�e [AB℄), la partie de E d�e�nie par :[AB℄ = fbaryentre de �A Bt 1� t� j t 2 [0; 1℄gRemarque 13.1. [AA℄ = A2. [AB℄ est inlus dans la droite aÆne (AB).3. [AB℄ = [CD℄ si et seulement si � A = CB = D ou � A = DB = C .4. L'isobaryentre de deux points A et B est appel�e le milieu du segment [AB℄.D�efinition 11 : Partie onvexeUne partie C de E est dite onvexe si et seulement si :8A; B 2 C; [AB℄ � CProposition 11 : L'intersetion d'une famille de parties onvexes de E est une partie onvexe de E .Preuve 11 : Pas de diÆult�e.Exemple 6. Les sea sont des parties onvexes de E .Th�eor�eme 12 : Fontions onvexes et parties onvexesSoit f 2 F(I; R) ave I un intervalle de R et soit F = f(x; y) 2 R j � x 2 Iy � f(x) g.f est une fontion onvexe () F est une partie onvexe de R2Preuve 12 : L'id�ee de la d�emonstration est simple, mais la tradution formelle est un peu ennuyeuse ...) On onsid�ere M; N 2 F et l'on prolonge le segment [MN ℄ en un segment [M 0N 0℄ ave M 0; N 0 2 Cf .( Pas de diÆult�e.

Fontions onvexes et parties onvexesExerie : 5Soit C1 et C2, 2 parties onvexes d'un espae aÆne E .Prouver que fmilieux de [M1M2℄ j M1 2 C1 et M2 2 C2g est onvexe.
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