
Les d�eterminants|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur7 avril 2011Ce 
hapitre �a pour obje
tif de red�e�nir et g�en�eraliser les notions de d�eterminants d'ordres 2 et 3 vues en d�ebut d'ann�ee.1 Formes n-lin�eaires altern�eesD�efinition 1 : Appli
ations n-lin�eairesSoient deux K -ev E et F .On dit qu'une appli
ation � : En 7! F est une appli
ation n-lin�eaire si et seulement si :8i 2 [1;n℄; 8(x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn) 2 En�1; 8(x; y) 2 E2; 8(�; �) 2 K 2 on a :�(x1;::; xi�1; �x+ �y; xi+1;::; xn) = ��(x1;::; xi�1; x; xi+1;::; xn) + ��(x1;::; xi�1; y; xi+1;::; xn)Remarque 1.1. En d'autres termes, � est n-lin�eaire ssi � est lin�eaire par rapport �a 
ha
une des variables, les autres �etant �x�ees.2. On note Ln(E; F ) l'ensemble des appli
ations n-lin�eaires sur E �a valeurs dans F .Attention : 
ette notation est un peu ambig�ue 
ar une appli
ation n-lin�eaire est une appli
ation de En dans F .3. On dira que � 2 Ln(E; F ) est une forme n-lin�eaire d�es lors que F = K .On note Ln(E) l'ensemble des formes n-lin�eaires. (
ette notation n'a rien �a voir ave
 les endomorphismes)Remarque 2. Attention : Lp(E; F )) 6= L(Ep; F )Exemple 1. Le produit ve
toriel dans R3 : ^ : R3 � R3 �! R3(x; y) 7! x ^ y appartient �a L2(R3 ; R3 ).Proposition 1 : Soit � 2 Ln(E; F ).8(x1; : : : ; xn) 2 En, 8(�1; : : : ; �n) 2 Kn : 1. �(x1; : : : ; xi�1; 0E ; xi+1; : : : ; xn) = 0F .2. �(�1x1; : : : ; �nxn) = �1: � � � :�n:�(x1; : : : ; xn).Preuve 1 : Imm�ediat.D�efinition 2 : Types d'appli
ations n-lin�eairesSoient E et F deux K -ev et n 2 N� .Soit � 2 Ln(E; F ) et v = (v1; : : : ; vb) 2 En.On dira que :1. � est sym�etrique si �(v) est in
hang�ee lorsqu'on �e
hange la pla
e de (transpose) 2 ve
teurs vi et vj .2. � est antisym�etrique si �(v) est transform�e en son oppos�e lorsqu'on transpose 2 ve
teurs.3. � est altern�ee si �(v) = 0 d�es lors que v 
omporte 2 ve
teurs vi et vj identiques.1
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 2.1. le produit ve
toriel de R3 est une appli
ation bilin�eaire antisym�etrique.2. � : C0([0; 1℄;R)2 �! R(f; g) 7! R 10 fg est une forme bilin�eaire sym�etrique.3. � : (R2 )2 �! R(~u; ~v) 7! ~u:~v est une forme bilin�eaire sym�etrique.4. � : (R2 )2 �! R(x; y) 7! det(x; y) est une forme bilin�eaire antisym�etrique.Th�eor�eme 2 : �Equivalen
e entre antisym�etrique et altern�eePour toute appli
ation n-lin�eaire � 2 Ln(E; F ), on a :� altern�ee () � antisym�etriquePreuve 2 :1. Si � est altern�ee, alors on 
onsid�ere �(v1; : : : ; vi + vj ; : : : ; vi + vj ; : : : ; vn) = 02. Si � est antisym�etrique, alors on 
onsid�ere �(v1; : : : ; vi; : : : ; vi; : : : ; vn)Proposition 3 : E�et d'une permutation sur une appli
ation n-lin�eaire altern�eeSoit � 2 Ln(E; F ), (v1; : : : ; vn) 2 En et � 2 Sn. Alors :�(v�(1); : : : ; v�(n)) = "(�):�(v1; : : : ; vn)Preuve 3 : On d�e
ompose � en produit de transpositions et on fait une r�e
urren
e sur le nombre de transpo-sitions.2 D�eterminant d'un syst�eme de ve
teursDans toute la suite, nous nous int�eresserons aux formes n-lin�eaires altern�ees sur un espa
e de dimension n.Remarque 3. On notera An(E) l'ensemble des formes n-lin�eaires altern�ees sur un ev E de dimension n.2.1 D�e�nition de l'appli
ation d�eterminantExer
i
e : 1On 
onsid�ere un espa
e ve
toriel E2 de dimension 2, et (e1; e2) une base de 
et espa
e.D�eterminer l'ensemble des formes 2-lin�eaires altern�ees.Dans toute la suite du 
ours on 
onsid�ere d�esormais un K -ev E de dimension �nie n.Th�eor�eme 4 : Si dimE = n, alors An(E) est une droite ve
torielleSoit e = (e1; : : : ; en) une base de l'espa
e ve
toriel E.Soit :dete : En �! K(X1; : : : ; Xn) 7! X� 2 Sn "(�):x�(1)1 : : : x�(n)n o�u Mate(X1; : : : ; Xn) = ((xij ))1�i;j�nAlors :1. An(E) est la droite ve
torielle engendr�ee par dete : An(E) = Ve
t(dete).2. dete est l'unique forme n-lin�eaire altern�ee ' v�eri�ant '(e1; : : : ; en) = 1.2
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 4 :1. On 
onsid�ere � 2 An(E) et (X1; : : : ; Xn) 2 En tel que Mate(X1; : : : ; Xn) = ((xij))1�i;j�n.Cal
ulons : �(X1; : : : ; Xn) = �( nXi=1 xi1ei; : : : ; nXi=1 xinei) = X�2 Sn x�(1)1 : : : x�(n)n:�(e�(1); : : : ; e�(n))= X� 2 Sn "(�):x�(1)1 : : : x�(n)n:�(e1; : : : ; en)= dete(X1; : : : ; Xn):�(e1; : : : ; en)2. On d�emontre de fa�
on dire
te que dete 2 An(E).(a) La n-lin�earit�e ne pose pas de diÆ
ult�e.(b) On montre le 
ara
t�ere altern�e en e�e
tuant un 
hangement d'indi
e �0 = � Æ �ij .(
) On montre que dete(e1; e2; : : : ; en) = 1 en remarquant que 8k 2 [[1;n℄℄; ek = nXik=1 Æikkeik.Remarque 4. dans la notation x�(i)j : � i donne la position du ve
teur dans le n-upletj indique qu'il s'agit d'une 
oordonn�ee du ve
teur Xj .D�efinition 3 : D�eterminant d'un syst�eme de ve
teurs dans une baseSoit un espa
e ve
toriel E de dimension n et une base e = (e1; : : : ; en) de 
et espa
e.Soit un syst�eme de n ve
teurs S = (X1; : : : ;Xn).On note (xij) les 
oordonn�ees des ve
teurs de S dans la base e.On appelle d�eterminant du syst�eme S dans la base e, le s
alaire :dete(S) = X� 2 Sn "(�)x�(1)1 : : : x�(n)n que l'on note dete(S) = �������x11 : : : x1n... ...xn1 : : : xnn�������Remarque 5. On retrouve ainsi les formules du d�eterminant ren
ontr�ees en d�ebut d'ann�ee pour n = 2 et n = 3.Exer
i
e : 2(��) Soit n 2 N� , E un K -ev de dimension n, f 2 L(E) et e = (e1; : : : ; en) une base de E.Montrer que il existe � 2 C (�a d�eterminer) tel que nXj=1 dete(X1 : : : ; f(Xj); : : : ; Xn) = �: dete(X1; : : : ; Xn).2.2 Propri�et�es de baseProposition 5 : Propri�et�es �el�ementaires du d�eterminant1. E
hanger la pla
e de deux ve
teurs multiplie le d�eterminant par �1.2. Si deux ve
teurs sont identiques, le d�eterminant est nul.3. Le d�eterminant d'un syst�eme li�e est nul.4. Ajouter �a un ve
teur une 
ombinaison lin�eaire des autres ve
teurs ne 
hange pas la valeur du d�eterminant.5. Multiplier un seul des ve
teurs par � multiplie le d�eterminant par �.6. Multiplier tous les ve
teurs par � multiplie le d�eterminant par �n.Preuve 5 : Pas de diÆ
ult�e.Th�eor�eme 6 : Formule de 
hangement de baseSoit un K -espa
e ve
toriel E de dimension n et � e = (e1; : : : ; en)e0 = (e01; : : : ; e0n) deux bases de E.Pour tout syst�eme S = (X1; : : : ; Xn) de n ve
teurs de E, on a :dete0(X1; : : : ; Xn) = dete0(e)� dete(X1; : : : ; Xn)Preuve 6 : Les d�eterminants dans deux bases e et e0 de E sont deux formes n-lin�eaires altern�ees de E.Ils sont don
 proportionnels ... 3
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 6. Sa
hez retrouver 
ette formule en retenant que dete et dete0 sont proportionnels.L'int�erêt prin
ipal du d�eterminant r�eside dans la propri�et�e suivante :Th�eor�eme Fondamental 7 : Cara
t�erisation des basesSoit E un K -ev de dimension n de base e et S = (X1; : : : ; Xn) un syst�eme de n ve
teurs de E. Alors :S est une base de E () dete(X1; : : : ; Xn) 6= 0Preuve 7 :) Il suÆt d'utiliser la formule de 
hangement de bases pr�e
�edente.( Par 
ontrapos�ee en utilisant le fait que dete 2 An(E) ...Exer
i
e : 3(�) Soit e = (1 +X +X2; 1 + 2X + 4X2; 1 + 3X + 9X2) une famille de polynômes de R2 [X ℄.Montrer que e est une base de R2 [X ℄D�efinition 4 : Orientation d'une baseSoient e et e0 deux bases de E un R-ev.On dira que :1. e et e0 ont la même orientation si et seulement si dete(e0) > 02. e et e0 ont une orientation oppos�ee si et seulement si dete(e0) < 0Exemple 3. V�eri�er sur un exemple en dimension 2 que 
ette d�e�nition de l'orientation de deux bases est bien
oh�erente ave
 votre 
onnaissan
e intuitive de 
ette notion.3 D�eterminant d'un endomorphismeIl est plus judi
ieux de 
ommen
er par d�e�nir la notion de d�eterminant d'un endormorphisme avant 
elle de d�eterminantd'une matri
e, 
ar les propri�et�es du premier se transf�erent tr�es fa
ilement au se
ond.D�efinition 5 : Soit ' un endomorphisme de E et B une base de E.Le d�eterminant de ' dans la base B est :detB(') = detB('(e1); : : : ; '(en)) = detB('(B))Th�eor�eme Fondamental 8 : Le d�eterminant d'un endomorphisme est ind�ependant de la base 
hoisie.Preuve 8 : Soit ' 2 L(E) et � B = (e1; : : : ;en)B0 = (e01; : : : ;e0n) deux bases de E.1. Comme l'appli
ation (u1; : : : ; un) 7! detB0('(u1); : : : ; '(un)) est une forme n-lin�eaire altern�ee, ond�emontre fa
ilement que : detB0('(u1); : : : ; '(un)) = detB0('(B0)): detB0(u1; : : : ; un).Puis, on applique 
ette formule �a (e1; : : : ; en).2. On applique ensuite la formule de 
hangement de base �a detB0('(e1); : : : ; '(en)).3. Il ne reste plus qu'�a 
on
lure ...Remarque 7. Contrairement au d�eterminant d'un syst�eme de ve
teurs, on pourra don
 parler du d�eterminant d'unendomorphisme sans pr�e
isez de base. Pour le 
al
ul de 
e d�eterminant, nous pourrons don
 
hoisir la base qui nous
onvient le mieux.Exemple 4. (�) On munit l'espa
e eu
lidien R2 de sa base 
anonique et on 
onsid�ere E1 = Ve
t((1; 1)).D�eterminer le d�eterminant de la sym�etrie orthogonale par rapport �a E1 et de la proje
tion orthogonale sur E1.Exer
i
e : 4(�) Soit V = fx 7! ex:P (x) j P 2 Rn [X ℄g.1. Montrer que V est un espa
e ve
toriel dont on d�eterminera la dimension.2. Montrer que l'appli
ation D : f 7! f 0 est un endomorphisme de V dont on 
al
ulera le d�eterminant.4
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 9 : Propri�et�es du d�eterminant d'endomorphismesSoit E de dimension n et 
onsid�erons deux endomorphismes (';  ) 2 L(E)2.Alors :1. det(idE) = 1K2. det(0E) = 0K 3. det(�') = �n det(')4. det(' Æ  ) = det(') � det( )Preuve 9 :1. Par d�e�nition du d�eterminant.2. Evident.3. Evident.4. (a) Si  n'est pas un automorphisme, alors la d�emontration est �evidente.(b) Sinon, on note B = (e1; : : : ; en) et B0 = ( (e1); : : : ;  (en)) deux bases de E.On 
al
ule alors det' Æ  en se pla�
ant dans la base B, puis en e�e
tuant un 
hangement de base.Th�eor�eme Fondamental 10 : Cara
t�erisation des automorphismes1. ' 2 GL(E) () det(') 6= 0 2. Si ' 2 GL(E), alors : det('�1) = 1det(')Preuve 10 : Soit B une base de E.1. ' est un automorphisme de E () ('(e1); : : : ; '(en)) est une base de E () detB('(e1); : : : ; '(en)) 6= 0.2. Imm�ediat ave
 la formule det(' Æ  ) = det(') � det( ).Exer
i
e : 5(�) Soit E un R-ev de dimension n 2 N� et u 2 L(E) tels que u2 = � idE .Montrer que la dimension de E est paire et que u 2 GL(E).Remarque 8.1. L'appli
ation det : L(E) 7! K n'est pas lin�eaire. En g�en�eral : det(u+ v) 6= det(u) + det(v).2. Le d�eterminant est un morphisme de groupes :det : �GL(E);Æ� �! �R? ;��u 7! det(u)4 D�eterminant d'une matri
eD�efinition 6 : Soit A 2Mn(K ).Le d�eterminant de A est le d�eterminant des ve
teurs 
olonnes de A.Ainsi : Si A = 0B�a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann1CA alors :det(A) = X�2Sn "(�):a�(1)1 : : : a�(n)n = �������a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann�������Remarque 9. Le d�eterminant d'une matri
e A est don
 un polynôme en les 
oeÆ
ients de A o�u 
haque 
oeÆ
ient estde degr�e � 1 au plus.Exemple 5. (��) Soient A = (aij) et B = ((�1)i+jaij), deux matri
es de Mn(K ). Comparer leurs d�eterminants ...Th�eor�eme 11 : Soit u 2 L(E) ave
 E un K -ev de dimension n et B une base de l'espa
e E.Soit A 2Mn(K ), telle que A = MatB u.On a alors : det(u) = det(A)5
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 11 : Pas de diÆ
ult�e !Remarque 10. Ce r�esultat va nous servir de passerelle pour transf�erer aux matri
es les r�esultats d�emontr�es au para-graphe pr�e
�edent.Th�eor�eme Fondamental 12 : Propri�et�es du d�eterminant d'une matri
eSoit deux matri
es 
arr�ees A; B 2Mn(K ).On a les propri�et�es suivantes :P1 : A inversible () det(A) 6= 0 et dans 
e 
as det(A�1) = 1det(A) .P2 : det(AB) = det(A) det(B).Preuve 12 : Il suÆt de 
onsid�erer les endomorphismes 
anoniquement asso
i�es �a u et v.Exemple 6. (�)1. Prouver que la matri
e suivante est inversible : A = 0�1 + i �1 2ii 0 11 i 11A.2. Un produit de matri
es AB peut-il être inversible si l'une des deux matri
es ne l'est pas?3. Montrer, �a l'aide de deux arguments distin
ts que deux matri
es semblables ont le même d�eterminant.Exer
i
e : 6(�) L'obje
tif est de 
al
uler le d�eterminant de la matri
e : A = 0�1 2a+ 3 3a2 + 4a1 2b+ 3 3b2 + 4b1 2
+ 3 3
2 + 4
1A appartenant �a M3(C ).1. Exprimez A 
omme le produit de 2 matri
es de M3(C ).2. En d�eduire une expression fa
toris�ee du d�eterminant de A.Exer
i
e : 7(��) Soit n 2 N� , A 2 GLn(R) et B 2Mn(R).Montrer qu'il existe " > 0 tel que : 8x 2 [�"; "℄, A+ xB 2 GLn(R).Voi
i quelques propri�et�es utiles permettant de simpli�er le 
al
ul d'un d�eterminant :Th�eor�eme 13 : Propri�et�es imm�ediatesSoient C1, . . . , Cn des ve
teurs de Kn (n=2 ou 3).P1 : On ne 
hange pas le d�eterminant d'une matri
e en ajoutant �a une 
olonne une CL des autres 
olonnes.det(C1; : : : ; Ci +Xk 6=i �kCk; : : : ; Cn) = det(C1; : : : ; Ci; : : : ; Cn).P2 : det(C1; : : : ; �Ci; : : : ; Cn) = � det(C1; : : : ; Ci; : : : ; Cn).P3 : det(�A) = �n det(A).P4 : Inverser deux 
olonnes 
hange le signe du d�eterminant.Preuve 13 : C'est un transfert des propri�et�es 
onnues sur le d�eterminant d'un syst�eme de ve
teurs.Exemple 7. (�) Prouver sans le 
al
uler, que le d�eterminant de la matri
e suivante est nul :A = 0� 2a a+ b a+ 
a+ b 2b b+ 
a+ 
 b+ 
 2
 1A.Th�eor�eme 14 : det(A) = det(tA).Ainsi, les propri�et�es pr�e
�edentes 
it�ees sur les 
olonnes de la matri
es sont en
ore vraies sur les lignes.
6
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Preuve 14 : Remarquons que : det(tA) = X�2Sn "(�) nYi=1 ai�(i).� En posant j = �(i)et don
 i = ��1(j) on a alors : det(tA) = X�2Sn "(�) nYj=1 a��1(j)j .Or "(�) = "(��1) don
 det(tA) = X��12Sn "(��1) nYj=1 a��1(j)j = detA.Remarque 11. D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, les OEL d'un d�eterminant produit le même e�et qu'une OEC.V�eri�ons si vous avez 
ompris : Que se passe-t-il si on intervertit deux lignes dans le 
al
ul d'un d�eterminant?Exemple 8. (�) Prouver sans le 
al
uler, que le d�eterminant de la matri
e suivante est nul : A = 0� 0 a b�a 0 
�b �
 01A.Que dire plus g�en�eralement des matri
es antisym�etriques?Exer
i
e : 8(��) Soit A 2Mn(C ) v�eri�ant tA = �A. Montrer que detA 2 R.Th�eor�eme 15 : Appli
ation du d�eterminant �a la r�esolution des syst�emes de CramerSoit S un syst�eme de Cramer d'expression matri
ielle AX = b. (A 2 GLn(K )).On note (
1; : : : ; 
n) les ve
teurs 
olonnes de A.On a alors : 8j 2 f1;ng; xj = det(
1; : : : ; 
j�1; b 
j+1; : : : ; 
n)detAPreuve 15 : Il suÆt de 
al
uler det(
1; : : : ; 
j�1; b 
j+1; : : : ; 
n).Remarque 12. Cette formule n'a en fait que tr�es peu d'int�erêt en pratique. Même si elle semble simple, elle engendreen e�et beau
oup trop de 
al
uls. On lui pr�ef�erera don
 en g�en�erale la m�ethode du pivot.Exemple 9. Appliquer 
es formules pour r�esoudre un syst�eme quel
onque de votre 
hoix.5 M�ethodes de 
al
ul du d�eterminant d'une matri
eLa formule qui d�e�nit le d�eterminant d'un syst�eme de ve
teurs ne permet pas un 
al
ul ais�e de 
elui-
i. Nous allonsdon
 passer en revue une 
ertain nombre de m�ethodes plus op�erationnelles.5.1 En dimension 2 et 3M�ethodes d�ej�a ren
ontr�ees en d�ebut d'ann�ee ...Vous pouvez retrouver sans diÆ
ult�e les formules 
onnues �a partir de la d�e�nition donn�ee dans 
e 
hapitre.5.2 D�eterminant d'une matri
e triangulaireTh�eor�eme 16 : Le d�eterminant d'une matri
e triangulaire est le produit des �el�ements diagonaux.det(A) = nYi=1 aiiPreuve 16 : On a det(A) = X�2Sn "(�):a�(1)1 : : : a�(n)n.Or, le seul terme non nul de 
ette somme est a�(1)1 : : : a�(n)n o�u �(i) = i pour tout i 2 f1;ng.Remarque 13.1. A fortiori, le d�eterminant d'une matri
e diagonale s'obtient en multipliant les 
oeÆ
ients diagonaux.2. On retrouve le fait qu'une matri
e triangulaire dont les �el�ements diagonaux sont non nuls est inversible.7
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ul par blo
sTh�eor�eme 17 : Si 8<: A est une matri
e p� pB une matri
e 
arr�ee q � q telles que p+ q = nC une matri
e re
tangulaire p� q . On a alors :D = ����A C0 B���� = det(A) det(B)Preuve 17 :1. Consid�erons D 
omme une fon
tion f des ve
teurs 
olonnes de A (on �xe les autres 
olonnes).On peut sans diÆ
ult�e aÆrmer que dans 
e 
as D est une appli
ation de Ap(K p ) que l'on notera f .Par 
ons�equent, D = f(A) = det(A):f(e1; : : : ; ep) o�u (e1; : : : ; ep) est la base 
anonique de K p .Ainsi : D = det(A): ����Ip C0 B����.2. On e�e
tue un raisonnement semblable sur le d�eterminant de la transpos�ee de la matri
e �Ip C0 B�.3. Ainsi : D = det(A): det(B): ����Ip 0qtC Iq ���� et 
omme ����Ip 0qtC Iq ���� = 1 ...Remarque 14. Attention, 
e r�esultat ne se g�en�eralise pas aux matri
es non diagonales par blo
s !! Trouvez un 
ontreexemple pour vous en 
onvain
re ...Exemple 10. (�) Cal
uler le d�eterminant suivant : � = ����������1 2 � ln 2 173 4 e ln 7 �230 0 1 0 �20 0 �3 2 00 0 0 0 �3 ����������Exer
i
e : 9(��) Soient A, B, C et D des matri
es de Mn(K ) qui 
ommutent deux �a deux et M = �A BC D�.1. Cal
uler M ��In �N0n In � pour N 2Mn(K ).2. Supposons que A est inversible.En 
hoisissant N judi
ieusement, montrer que detM = det(AD �BC).5.4 D�eveloppement d'un d�eterminant par rapport �a une ligne (ou une 
olonne)Il s'agit d'une m�ethode assez rapide pour 
al
uler un d�eterminant, surtout lorsque 
elui-
i 
omporte un nombreimportant de 0.D�efinition 7 : Cofa
teursSoit � le d�eterminant d'une matri
e n� n. � = �������a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann�������1. On note mij le d�eterminant (n � 1) � (n � 1) obtenu en barrant la i�eme ligne et la ji�eme 
olonne de �.mij s'appelle le mineur relatif �a aij2. On appelle 
ofa
teur de � relatif �a aij , le s
alaire �ij = (�1)i+jmij
8
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Cofa
teur �ij d'un d�eterminant :Remarque 15. pour se souvenir du 
oeÆ
ient (�1)i+j du 
ofa
teur �ij , on pla
e un signe + sur le premier 
oeÆ
ientpuis on r�epartit de fa�
on altern�ee les signes + et � au niveau des autres 
oeÆ
ients de la matri
e.Th�eor�eme 18 : D�eveloppement d'un d�eterminant par rapport �a une ligne-
olonneSoit un d�eterminant n� n : � = �������a11 : : : a1n... ...an1 : : : ann�������1. D�eveloppement par rapport �a la ji�eme 
olonne : � = nXi=1 aij�ij2. D�eveloppement par rapport �a la i�eme ligne : � = nXj=1 aij�ijPreuve 18 : D�emontrons i
i la formule de d�eveloppement par rapport �a la jeme 
olonne Cj .Id�ee : On d�e
ompose Cj en Cj = nXk=1 akj :0BBBB�0:1:01CCCCA, puis on applique la lin�earit�e par rapport �a la jeme variable ...Remarque 16. Pour 
al
uler un d�eterminant n� n, on dispose don
 de la strat�egie g�en�erale suivante :1. Retran
her aux 
olonnes (lignes), un multiple d'une 
olonne (ligne) 
hoisie a�n de faire apparâ�tre des 0sur la ligne 
hoisie (
olonne).2. D�evelopper le d�eterminant par rapport �a 
ette ligne (
olonne).3. Re
ommen
er ave
 le d�eterminant (n � 1)� (n � 1) obtenu, jusqu'�a aboutir �a un d�eterminant 3� 3 quel'on sait 
al
uler.Exemple 11. (�) Cal
uler les deux d�eterminants suivants : D = ��������2 0 �1 01 2 0 02 �1 2 10 0 2 1�������� et � = ��������1 1 �1 23 0 1 22 2 1 11 1 3 1��������.Exer
i
e : 10(�) Soient a et 
 deux r�eels. Soient e1 = (1; 1; 1), e2 = (a; 0; 
) et e3 = (a2; 1; 
2) trois ve
teurs de R3 .A quelle 
ondition 
es 3 ve
teurs forment une base de R3 ?Exer
i
e : 11(�) Trouver une CNS sur les r�eels a, b et 
 pour que la matri
e suivante soit inversible : A = 0� 1 1 1a b 
a2 b2 
21A.Exer
i
e : 12(��) Cal
uler le d�eterminant de la matri
e de Mn(N) de terme g�en�eral : aij = supfi ; jg9
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i
e : 13(�) Cal
uler le d�eterminant de l'endomorphisme de M2(K ) d�e�ni par f : M 7! tM .Th�eor�eme 19 : Appli
ation au 
al
ul de l'inverse d'une matri
eSoit A 2Mn(K ).On appelle la 
omatri
e de A, la matri
e d�e�nie par : eA = (�ij)(i;j)2f1;ng2 .On a alors le r�esultat suivant : A:t eA = detA:InDans la 
as o�u A est inversible, on a alors : A�1 = 1detA:t eAPreuve 19 : Il s'agit de d�emontrer que :1. (A:t eA)ii = detA Pas de diÆ
ult�e2. (A:t eA)ij = 0 pour i 6= j Pour 
ela on introduira la matri
e Nij obtenueen rempla�
ant la jeme ligne de A par la iemeRemarque 17. Dans le 
as d'une matri
e A = �a b
 d� 2 GL2(K ) on a alors la formule : A�1 = 1detA � d �b�
 a �.Exemple 12. (�)1. Choisir une matri
e inversible 4� 4 et en d�eterminer son inverse par la m�ethode pr�e
�edente.2. Con�rmer le r�esultat obtenu en 
al
ulant l'inverse par inversion de syst�eme.3. Comparer l'eÆ
a
it�e des deux m�ethodes.Remarque 18. Peut-on exprimer le d�eterminant de la 
omatri
e eA en fon
tion du d�eterminant de A?Exer
i
e : 14(��) Soit A = (aij) 2Mn(Z).1. Justi�er que detA 2 Z2. Montrer que l'inverse de A existe et est �a 
oeÆ
ients entiers si et seulement si detA = �15.5 Utilisation d'une formule de r�e
urren
eLorsque la stru
ture d'un d�eterminant est r�ep�etitive, on peut tenter d'exprimer �n en fon
tion de �n�1, �n�2 ...Exer
i
e : 15(��) Trouver une relation de r�e
urren
e lin�eaire d'ordre 2 v�eri��ee par : �n = ������������a 
 0b a 
b . . . . . .. . . . . . 
0 b a
������������Appli
ation : En d�eduire le d�eterminant �n dans le 
as o�u a = 2 et b = 
 = 1.Exer
i
e : 16(� � �)Cal
uler le d�eterminant d'ordre n suivant : �n = ���������� 0 1 : : : 1�1 . . . . . . ...... . . . . . . 1�1 : : : �1 0����������.Exer
i
e : 17(��) Soient a 2 R, � X 2M1n(R)Y 2Mn1(R) . Prouver que : det0BB� In YX a1CCA = a�XY
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