
Les Fra
tions Rationnelles|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur23 f�evrier 20111 D�e�nition du 
orps des fra
tions rationnellesK [X ℄ est un anneau 
ommutatif int�egre, mais 
e n'est pas un 
orps.A partir de l'anneau Z, nous avons 
onstruit le 
orps Q. De la même mani�ere, nous pouvons 
onstruire �a partir deK [X ℄ le 
orps K (X) des fra
tions rationnelles. Le d�etail de la 
onstru
tion de K (X) n'est pas au programme.D�efinition 1 : Fra
tions rationnellesUne fra
tion rationnelle sur K est not�ee F (X) = P (X)Q(X) o�u P et Q sont deux polynômes de K [X ℄, ave
 Q 6= 0.On note K (X) l'ensemble des fra
tions rationnelles.D�efinition 2 :On d�e�nit l'�egalit�e de deux fra
tions rationnelles par : P1Q1 = P2Q2 () P1:Q2 = P2:Q1Si F = PQ alors PQ est appel�e un repr�esentant de F .Exemple 1. XX2 + 1, 2X2X2 + 2 et X2X3 +X repr�esentent la même fra
tion.D�efinition 3 : Repr�esentant irr�edu
tibleSi F 2 K (X) s'�e
rit F = PQ ave
 P ^Q = 1 alors le 
ouple (P;Q) est unique �a une 
onstante multipli
ative nonnulle pr�es.PQ est alors appel�e un (et pas "le" !!) repr�esentant irr�edu
tible de F .Exemple 2. Soit F = X2 � 3X + 2X2 � 1 . Alors F admet X � 2X + 1 pour repr�esentant irr�edu
tible.Remarque 1. On obtient un repr�esentant irr�edu
tible de PQ en divisant P et Q par P ^Q.D�efinition 4 :On d�e�nit sur K (X) la somme +, le produit � et la loi externe . par les formules suivantes :Soient (F1; F2) 2 K (X) telles que F1 = P1Q1 , F2 = P2Q2 et � 2 K1. F1 + F2 = P1Q2 + P2Q1Q1Q2 2. F1 � F2 = P1P2Q1Q2 3. �:F1 = �:P1Q1Remarque 2.On v�eri�e simplement que les r�esultats de 
es 3 op�erations sont ind�ependants des r�epr�esentants 
hoisis.1



Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 1 : Stru
tureMuni des lois pr�e
�edentes :1. �K (X); + ; �� est un 
orps.2. �K (X); + ; :� est un K -ev.3. �K (X); + ; � ; :� est une K -alg�ebre 
ommutative et unitaire (
ar � � est 
ommutativeadmet un �el�ement neutre ).Preuve 1 : Il faut red�emontrer une �a une toutes les propri�et�es qui d�e�nissent 
ha
une de 
es stru
tures.Th�eor�eme 2 :La fon
tion � : K [X ℄ �! K (X)P 7! P1 est un morphisme inje
tif d'alg�ebres.
Preuve 2 : Il faut d�emontrer que K [X ℄ et K (X) sont deux K -alg�ebres et que 8>><>>: �(P +Q) = �(P ) + �(Q)�(P �Q) = �(P )� �(Q)�(�:P ) = �:�(P )�(1) = 1Remarque 3.Cela signi�e que tout P 2 K [X ℄ s'indenti�e �a la fra
tion P1 et que l'on peut don
 
onsid�erer que K [X ℄ � K (X).D�efinition 5 : Degr�e d'une fra
tion rationnelleSoit une fra
tion rationnelle F = PQ 2 K (X). On appelle degr�e de F , l'�el�ement de Z d�e�ni par :degF = degP � degQLorsque F 6= 0, le degr�e de F est un entier relatif.Lorsque F = 0, degF = �1.Remarque 4. La fon
tion "degr�e" est bien ind�ependante du repr�esentant 
hoisi !Exemple 3. Si F = X2X4 + 1 et G = X2X � 1 alors deg(F ) = �2 et deg(G) = 1.ATTENTIONUne fra
tion rationnelle de degr�e positif n'est pas for
�ement un polynôme(
f la fra
tion G).Proposition 3 : Propri�et�es du degr�e d'une fra
tion rationnelleOn a les mêmes propri�et�es que pour le degr�e des polynômes :1. deg(F1 + F2) � max(degF1; degF2)2. deg(F1F2) = degF1 + degF23. deg(�:F ) = deg(F ) si � 6= 0 et deg(�:F ) = �1 si � = 0.Preuve 3 : Il suÆt de faire les 
al
uls ...Remarque 5. Si deg(F1) 6= deg(F2), alors on a deg(F1 + F2) = max(degF1; degF2).Proposition 4 : Soit n 2 Z.L'ensemble Kn (X) des fra
tions rationnelles de degr�e inf�erieur ou �egal �a n est un sev de K (X).Preuve 4 : On utilise la m�ethode usuelle pour d�emontrer qu'un ensemble est un sev.Remarque 6. En revan
he, 
omme Kn (X) n'est pas stable par �, 
e n'est pas une sous-alg�ebre de K (X).2



Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 6 : Z�eros, pôles d'une fra
tion rationnelleSoit F = PQ 2 K (X) o�u PQ est irr�edu
tible . Les ra
ines de � P s'appellent les z�eros de FQ s'appellent les pôles de F .Remarque 7.1. La d�e�nition des z�eros et des pôles d'une fra
tion rationnelle est ind�ependante du repr�esentant irr�edu
tible 
hoisi.2. Un pôle (resp. z�ero) a 2 K de la fra
tion F = PQ est dit de multipli
it�e k 2 N, lorsque a est une ra
ine d'ordrede multipli
it�e k du polynôme Q (resp. P ).Exemple 4. Soit F = (X � 1)2(X2 + 1)(X + 1) .1. Dans R(X), 1 est le seul z�ero de F (d'ordre 2) et -1 est le seul pôle de F .2. Dans C (X), 1 est le seul z�ero de F (d'ordre 2) et -1, i et -i sont les pôles de F .D�efinition 7 : fon
tions rationnellesSoit F = PQ 2 K (X) o�u PQ est irr�edu
tible et P est l'ensemble des pôles de F .La fon
tion rationnelle eF asso
i�ee �a F est d�e�nie par : eF : K n P �! Kx 7! eP (x)eQ(x) .On pourra noter K (x) l'ensemble des fra
tions rationnelles.Th�eor�eme 5 : Si K = R ou K = C :La fon
tion � : K (X) �! K (x)F 7! eF est un isomorphisme d'alg�ebres.Preuve 5 : D�emonstration non exigible.Remarque 8. Cela signi�e en parti
ulier que dans R(X) et C (X), deux fra
tions rationnelles sont �egales si et seulementsi leurs fon
tions rationnelles asso
i�ees sont �egales.D�efinition 8 : D�eriv�ee d'une fra
tion rationnelleSoit une fra
tion rationnelle F = PQ 2 K (X).On d�e�nit formellement la d�eriv�ee de 
ette fra
tion rationnelle par la formule F 0 = P 0Q� PQ0Q2Remarque 9. On d�e�nit la fon
tion rationnelle d�eriv�ee asso
i�ee �a la d�eriv�ee de F : fF 0 : K n P 7! K .Cette fon
tion d�eriv�ee 
o��n
ide ave
 la d�eriv�ee usuelle de la fon
tion eF lorsque K = R.2 D�e
omposition en �el�ements simples (DES) d'une fra
tion rationnelle2.1 R�esultats g�en�eraux dans K(X)2.1.1 Re
her
he de la partie enti�ere d'une fra
tion rationnelleProposition 6 : D�e
omposition 1 : Parties enti�ere et fra
tionnaire d'une fra
tion rationnelleSoit une fra
tion rationnelle F = PQ 2 K (X) irr�edu
tible.Il existe un unique 
ouple (E; bF ) 2 K [X ℄ � K (X) tel que (F = E + bFdeg bF < 0E est appel�e la partie enti�ere et bF est appel�ee la partie fra
tionnaire de la fra
tion F .Preuve 6 :1. L'existen
e provient de la division eu
lidienne de P par Q.2. L'uni
it�e se d�emontre de fa�
on usuelle en pensant �a utiliser la fon
tion degr�e.3



Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 10. E est le quotient de la division eu
lidienne de P par Q.Proposition 7 : On montre fa
ilement que : - E = 0 lorsque degF < 0- degE = degF lorsque degF � 0.Preuve 7 : Pas de diÆ
ult�e !On d�etermine � la partie enti�erela partie fra
tionnaire d'une fra
tion PQ en e�e
tuant la division eu
lidienne de P par Q.Exemple 5. D�eterminer la d�e
omposition de F (X) = X4 +X + 1X(X � 1)(X � 2) sous la forme F = E+ bF ave
 � E 2 R[X ℄deg bF < 0 .2.1.2 D�e
omposition de la partie fra
tionnaire d'une fra
tion rationnelleOn s'int�eresse �a la d�e
omposition de bF , une fra
tion rationnelle de degr�e < 0.Proposition 8 : D�e
omposition 2 : Parties polaires d'une fra
tion rationnelleSoit bF = R(X � a)k bQ 2 K (X) irr�edu
tible de degr�e < 0 et un pôle a 2 K de multipli
it�e k (don
 bQ(a) 6= 0).Il existe un unique 
ouple (Ak; Bk) 2 K [X ℄2 tels que :R(X � a)k bQ = Ak(X � a)k + BkbQ et � deg(Ak) < kdeg(Bk) < deg bQAk(X � a)k est appel�ee partie polaire de la fra
tion bF relative au pôle a.Preuve 8 :1. On d�emontre fa
ilement qu'il existe deux polynômes Ak et Bk tels que R = bQ:Ak + (X � a)k:Bk ave
degAk < k �a l'aide du th�eor�eme de Bezout et en adaptant le degr�e de Ak grâ
e �a une division eu
lidienne.2. Le fait que degBk < deg bQ est alors quasi-imm�ediat.3. L'uni
it�e s'obtient fa
ilement grâ
e au th�eor�eme de Gauss.Corollaire 9 : D�e
omposition de la partie fra
tionnaire pour Q s
ind�eSoit une fra
tion rationnelle F = PQ 2 K (X) telle que :Q se d�e
ompose sous la forme : Q = (X � a1)�1 : : : (X � an)�n ave
 les ai distin
ts deux �a deux.Il existe alors n polynômes Ak 2 K [X ℄ et un polynôme E 2 K [X ℄ tels que :F = E + nXk=1 Ak(X � ak)�k ave
 8k 2 [[1;n℄℄; deg(Ak) < �kPreuve 9 : On d�e
ompose la partie fra
tionnaire en g�en�eralisant le th�eor�eme pr�e
�edent par r�e
urren
e.Remarque 11. Bien entendu, le 
orollaire pr�e
�edent est valable pour toute fra
tion rationnelle de C (X).2.2 D�e
omposition en �el�ements simples (DES) pour Q s
ind�e2.2.1 Forme de la d�e
omposition en �el�ements simplesSoit F = PQ 2 K (X) ave
 Q = (X � a1)�1 : : : (X � an)�n .
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Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Lemme 10 : D�e
omposition d'une partie polaireLa partie polaire asso
i�ee au pôle ak se d�e
ompose de fa�
on unique sous la forme :Ak(X � ak)�k = �k1X � ak + �k2(X � ak)2 + � � �+ �k�k(X � ak)�k (on rappelle que : degAk < �k)Les 
oeÆ
ients �ki �etant des �el�ements de K .Preuve 10 :1. Ce th�eor�eme se d�emontre fa
ilement en d�e
omposant le polynômes Ak ave
 la formule de Taylor.2. Pour l'uni
it�e, on peut utiliser l'uni
it�e de la d�e
omposition d'un polynôme �a l'aide de la formule de Taylor.Remarque 12. Les �el�ements de la d�e
omposition de la partie polaire sont appel�es �el�ements simples.On dit ainsi qu'on e�e
tue une d�e
omposition en �el�ements simples.Exemple 6. D�e
omposer en �el�ements simples la fra
tion rationnelle : F = X2 + 2X � 1(X � 1)3Th�eor�eme Fondamental 11 : D�e
omposition �nale d'une fra
tion rationnelle lorsque Q est s
ind�eSoit une fra
tion rationnelle F = PQ 2 K (X) ave
 Q s
ind�e,de pôles a1, . . . , an d'ordres de multipli
it�e respe
tifs �1, . . . , �n.La fra
tion F s'�e
rit alors de fa�
on unique sous la formeF = E +� �11X � a1 + �12(X � a1)2 + � � �+ �1�1(X � a1)�1 �+ � � �++� �n1X � an + �n2(X � an)2 + � � �+ �n�n(X � an)�n�1. Si deg(F ) < 0 alors E = 02. Si deg(F ) � 0 alors E est un polynôme de degr�e deg(F ) (Quotient de la DE de P par Q)Cette relation s'appelle la D�e
omposition en El�ements Simples (DES) de F .Preuve 11 :1. L'existen
e est une 
ons�equen
e imm�ediate des th�eor�emes pr�e
�edents.2. L'uni
it�e provient de l'uni
it�e des di��erentes d�e
ompositions intervenant dans le 
al
ul.Remarque 13. Les termes apparaissant dans la d�e
omposition pr�e
�edente de F sont appel�es des �el�ements simples.Ainsi, les �el�ements simples dans C (X) sont :1. Les polynômes de C [X ℄.2. Les fra
tions rationnelles de la forme �(X � a)� ave
 �; a 2 C et � 2 N� .M�ethode g�en�erale de d�e
omposition en �el�ements simples lorsque Q est s
ind�e1. On regarde le degr�e de la fra
tion F �a d�e
omposer.{ Si 
elui-
i est positif : on d�etermine par division eu
lidienne � la partie enti�ere Ela partie fra
tionnaire bF .{ Sinon : F = bF .2. On d�e
ompose ensuite la partie fra
tionnaire bF en 
ommen�
ant par fa
toriser son d�enominateur :(a) On �e
rit la forme de la d�e
omposition �a obtenir (th�eor�eme pr�e
�edent) ave
 les 
oeÆ
ients �ij .(b) On trouve les param�etres asso
i�es aux pôles simples et aux pôles multiples en utilisant les te
hniquessuivantes.
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Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Proposition 12 : Soit P 2 C n [X ℄ de ra
ines �1; : : : ; �n (�eventuellement 
onfondues) o�u n 2 N� .La d�e
ompostion en �el�ements simples de la fra
tion rationnelle P 0P est alors :P 0P = nXk=1 1X � �kPreuve 12 : Il suÆt de faire le 
al
ul ...Exer
i
e : 1Soit P 2 C [X ℄ de degr�e n 2 N� et de ra
ines x1, . . .xn distin
tes ou non. Soit a 2 C tel que eP (a) 6= 0.Cal
uler �a l'aide des donn�ees, les sommes :1. nXi=1 1a� xi 2. nXi=1 xia� xi 3. nXi=1 1(a� xi)2 4. nXi=1 �:xi + �(a� xi)2 (� 6= 0)2.2.2 Re
her
he des 
oeÆ
ients asso
i�es aux pôles simplesRe
her
he de la partie polaire �X � a asso
i�ee �a un pôle simple aNotons bF = PQ la partie fra
tionnaire �a d�e
omposer.Pour trouver le s
alaire �, on peut utiliser l'une des deux formules suivantes :1. � = eP (a)ebQ(a) si Q = (X � a) bQ 2. � = eP (a)eQ0(a) si Q n'est pas fa
toris�eExemple 7. Trouver dans C (X) les parties polaires asso
i�ees aux di��erents pôles de 
es 3 fra
tions rationnelles.1. F (X) = X � 4(X � 1)(X + 1)X 2. G(X) = X4 +X + 1X(X � 1)(X � 2) 3. H(X) = Xn�1Xn � 1 (n 2 N� )2.2.3 Re
her
he des 
oeÆ
ients asso
i�es aux pôles multiplesRe
her
he des 
oeÆ
ients asso
i�es �a la partie polaire �X � a + �(X � a)2 d'un pôle d'ordre 2Attention : la te
hnique suivante ne s'applique qu'�a la partie fra
tionnaire bF d'une fra
tion rationnelle.1. On peut multiplier la DES de bF par (X�a) et faire tendre x vers1 dans la fon
tion rationnelle asso
i�ee.2. On peut multiplier la DES de bF par (X � a)2 et prendre x = a dans la fon
tion rationnelle asso
i�ee.Exemple 8. D�e
omposer en �el�ements simples dans R(X) la fra
tion F = X5 + 1(X � 3)(X � 1)2 .Remarque 14. Pour aller en
ore plus vite ...1. Si bF 2 R(X), on peut trouver des relations entre les 
oeÆ
ients de la DES dans C , en 
onsid�erant la fra
tion
onjugu�ee de bF .2. Si bF est paire o�u impaire, on peut trouver des relations entre les 
oeÆ
ients en 
onsid�erant bF (�X).3. On peut fa
ilement obtenir des relations v�eri��ees par les 
oeÆ
ients en 
hoisissant des valeurs simples de x dansles fra
tions rationnelles asso
i�ees.Exemple 9. D�e
omposer en �el�ements simples dans C (X) les fra
tions rationnelles suivantes :1. G = X(X2 + 1)2 2. H = X2X4 + 1
6



Cours MPSI-2010/2011 Les fra
tions rationnelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Re
her
he des 
oeÆ
ients asso
i�es �a la partie polaire d'un pôle a d'ordre k � 31. M�ethode standard :(a) Comme pr�e
�edemment, on peut multiplier la relation par (X � a)k puis prendre x = a.On obtient alors la valeur de ak.(b) En soustrayant ak(X � a)k de part et d'autre de la relation, on diminue de 1 l'ordre du pôle a.(
) On peut alors r�e-it�erer l'algorithme pr�e
�edent.2. Lorsque que l'on 
onnâ�t la forme expli
ite Ak(X � a)k de la partie polaire asso
i�ee au pôle a, on peut aussiutiliser la formule de Taylor 
omme nous l'avons vu dans un th�eor�eme pr�e
�edent ou une d�e
ompositionpas �a pas 
omme nous l'avons vu dans un exemple pr�e
�edent (Ak = a0 + � � �+ ak�1(X � a)k�1)3. D'autres m�ethodes existent, mais elles ne sont pas au programme de MPSI (division selon les puissan
es
roissantes ...)Exemple 10. D�e
omposer dans C (X) les fra
tions rationnelles suivantes :1. I = X2 � 1X(X � i)3 2. J = 2X2 + 5(X2 � 1)3Remarque 15. Pour obtenir la DES de F (X) sous maple, on utilise la syntaxe : > 
onvert(F(X),parfra
,X);Remarque 16.La d�e
omposition en �el�ements simples sur R n'est pas au programme. On l'obtient 
ependant fa
ilement en :1. E�e
tuant une DES de la fra
tion dans C (X).2. On regroupant entre eux deux �a deux les �el�ements simples 
orrespondant aux ra
ines 
omplexes et �a leur 
onjugu�e.On 
onstate alors que dans R(X) les �el�ements simples sont :1. Les polynômes de R[X ℄.2. Les fra
tions rationnelles de la forme �(X � a)� ave
 �; a 2 R et � 2 N� .3. les fra
tions rationnelles de la formes P(X2 + aX + b)� ave
 � P 2 R[X ℄ = degP � 1X2 + aX + b 2 R[X ℄ = irr�edu
tible et � 2 N� .Remarque 17. La d�e
omposition en �el�ements simples sert en parti
ulier dans le 
al
ul de primitives mais trouve denombreuses autres appli
ations 
omme nous le verrons dans les exer
i
es de TD.
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