
Les �equations di��erentielles lin�eaires|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur17 otobre 2010Dans e hapitre, le orps K repr�esente R ou C .Une �equation di��erentielle est une �equation o�u l'inonnue est une fontion y de variable t (par exemple), et danslaquelle peuvent �gurer : la variable t, la fontion y et ses d�eriv�ees suessives.1 Le th�eor�eme fondamental du alulD�efinition 1 : PrimitivesSoit un intervalle I et une fontion f : I 7! R.On dit qu'une fontion F : I 7! R est une primitive de f sur I si1. la fontion F est d�erivable sur l'intervalle I2. 8x 2 I , F 0(x) = f(x)Remarque 1. Attention !!!Vous remarquerez ii que l'on onsid�ere I un intervalle de R et non un sous-ensemble quelonque de R.Proposition 1 :Si f est une fontion d�erivable sur un intervalle I .Si 8x 2 I , f 0(x) = 0, alors f est une fontion onstante sur I .Preuve 1 : Admis pour l'instant ...Remarque 2. Trouver une fontion d�erivable non onstante dont la d�eriv�ee est nulle.Corollaire 2 : Deux primitives de f sur un intervalle I sont �egales �a une onstante pr�es.Preuve 2 : Soit F1 et F2 deux primitives d'une même fontion f sur un intervalle [a; b℄.On onsid�ere alors la fontion F = F1 � F2 et on la d�erive ...Th�eor�eme 3 : Existene de primitives d'une fontion ontinueSoit f : I 7! R une fontion ontinue sur un intervalle I . La fontion f admet des primitives sur l'intervalle I .En partiulier, si l'on onsid�ere un point a 2 I , la fontionF : I �! Rx 7! Z xa f(t) dtest l'unique primitive de la fontion f qui s'annule en a et est de lasse C1.Preuve 3 : Admis pour l'instant. 1



Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 3. Il existe des fontions non ontinues qui admettent des primitives.2 Equations lin�eaires du premier ordre2.1 IntrodutionD�efinition 2 :1. On appelle �equation di��erentielle lin�eaire du premier ordre, toute �equation di��erentielle de la forme(E) : a(t)y0 + b(t)y = f(t)ave a, b et f , 3 fontions ontinues sur un intervalle I de R et �a valeurs dans K .2. On dit que l'�equation est normalis�ee si elle s'exprime sous la forme(E) : y0 + a(t)y = f(t)ave a et f deux fontions ontinues sur un intervalle I de R et �a valeurs dans K .Remarque 4.1. On note SE l'ensemble des fontions y solutions de l'�equation di��erentielle (E).2. On dit que deux �equations di��erentielles sont �equivalentes lorsqu'elles ont même ensemble de solutions.3. Lorsque K = R, on appelle ourbe int�egrale de l'�equ. di�., une ourbe repr�esentative d'une solution y 2 SE .D�efinition 3 : Solution d'une Equation di��erentielleOn dit que u : I 7! K est solution sur I de (E) a(t)y0 + b(t)y = f(t) ssi :1. u est une fontion d�erivable sur I2. 8t 2 I , a(t)u0(t) + b(t)u(t) = f(t)Exemple 1. D�eterminer une �equation di��erentielle dont la fontion f d�e�nie par f(t) = t:e2t est solution sur R.Remarque 5. R�esoudre (on dit aussi int�egrer ) sur I une �equation di��erentielle (E) onsiste �a d�eterminer l'ensembleSE des solutions sur I de (E). Il sera n�eanmoins n�eessaire de pr�eiser si l'on reherhe les solutions r�eelles ou lessolutions omplexes de l'�equation.L'objetif de ette partie est de d�eterminer des m�ethodes de r�esolution d'une �equation di��erentielle de la forme :(E) : y0 + a(t)y = f(t) sur un intervalle I .2.2 R�esolutionSoit (E) une �equation di��erentielle de la forme y0 + a(t):y = f(t) ave a et f ontinues sur I .D�efinition 4 : On appelle �equation homog�ene assoi�ee �a (E), l'�equation (ave seond membre nul) :(H) y0 + a(t)y = 0Th�eor�eme 4 : Solutions de l'�equation homog�ene (H) y0 + a(t)y = 0Soit A : I 7! K une primitive de la fontion a(t) sur l'intervalle I .L'ensemble des solutions de (H) est alors : SH = ft 7! Ce�A(t) ; C 2 KgPreuve 4 : On multiplie l'�equation par eA(t) et on reonnâ�t la d�eriv�ee d'une fontion.Remarque 6. L'ensemble SH des solutions de l'�equation homog�ene (H) est une droite vetorielle de F(I;K ).On note : SH = Vet(t! e�A(t)).Exemple 2.1. Reherher les solutions omplexes de l'�equation di��erentielle (E) : y0 + y = 0 sur l'intervalle I = R.2



Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/2. Trouver l'unique solution de (E) v�eri�ant y(0) = 2.3. Dessiner l'ensemble des ourbes int�egrales.Exemple 3. D�eterminer les solutions �a valeurs dans C de l'�equation di��erentielle (E) : (1 + t2)y0 + 4ty = 0 surl'intervalle I = R.Exerie : 1R�esolution de l'�equation fontionnelle f(t+ u) = f(t):f(u)D�eterminer l'ensemble des appliations f d�erivables de R dans C v�eri�ant la relation f(t+ u) = f(t):f(u).Th�eor�eme 5 : Solutions de l'�equation ompl�ete (E) : y0 + a(t):y = f(t) (a, f ontinues sur I)Soit ey une solution partiuli�ere de (E).L'ensemble SE des solutions �a valeurs dans K de (E) sur l'intervalle I est :S = ft 7! Ce�A(t) + ey(t) ; C 2 KgPreuve 5 : Il suÆt de raisonner par �equivalenes suessives : "y sol de (E)" () : : :Remarque 7. On dit que S est la droite aÆne de F(I;K ) passant par ey et de diretion Vet(t 7! e�A(t)).On note aussi : SE = ey +Vet(t 7! e�A(t)).R�esolution pratique d'une �equation de la forme y0 + a(t)y = f(t)1. On r�esout l'�equation homog�ene :La solution g�en�erale de l'�equation homog�ene est de la forme :t 7! Ce�A(t) ave � C 2 KA une primitive de a sur I2. On herhe une solution partiuli�ere ey.3. On en d�eduit l'ensemble des solutions de l'�equation ompl�ete : SE = ey +Vet(t 7! e�A(t)).Reherhe d'une solution partiuli�ere1. (a) On ommene par regarder s'il existe une solution �evidente.(b) Sinon, on peut pr�esumer de la forme d'une solution et pro�eder par identi�ation.() En�n, la m�ethode de la variation de la onstante montre que l'on peut herher une solution parti-uli�ere de l'�equation ompl�ete sous la forme ey(t) = C(t)e�A(t) o�u C(t) est une fontion d�erivable surI v�eri�ant : C 0(t)e�A(t) = f(t)2. Lorsque le seond membre est de la forme f(t) = f1(t) + � � � + fn(t), on pourra utiliser le prinipe desuperposition des solutions qui dit que :Si l'on onnâ�t des solutions partiuli�eres ey1; : : : ;fyn des �equations ave seonds membres f1(t); : : : ; fn(t),alors la fontion ey(t) = ey1(t) + � � �+fyn(t)est une solution partiuli�ere de l'�equation (E)Remarque 8. La d�emonstration de la m�ethode de variation de la onstante prouve l'existene de solutions de (E).Exerie : 2Reherher sur I = R, les solutions omplexes des �equations di��erentielles suivantes :1. y0 + ty = t2. y0 + tt2 + 1y = 1t2 + 1 3. y0 + y = 2ex + 4 sinx+ 3 osx4. y0 + 2xy = ex�x2
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Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 6 : R�esolution du probl�eme de CauhyOn appelle probl�eme de Cauhy, la r�esolution d'une �equation di��erentielle v�eri�ant une ondition initiale.Soit t0 2 I et y0 2 K . Soit a et f deux fontions ontinuent sur I .Il existe une et une seule solution de (E) : y0 + a(t)y = f(t) v�eri�ant y(t0) = y0.Lorsque K = R, ela signi�e qu'il existe une unique ourbe int�egrale de (E) passant par le point de oordonn�ees(t0; y0).Preuve 6 : Faile !Exerie : 3Consid�erons un iruit RC mont�e en s�erie aux bornes d'un g�en�erateur qui d�elivre une tension V (t).On appelle u(t) la tension �a l'instant t aux bornes du ondensateur.Cette tension v�eri�e l'�equation dif�erentielle suivante : RC dudt + u = V .
Fig. 1 { Ciruit RC en s�erieL'objetif de et exerie est d'�etudier la forme du signal u selon la nature de la tension fournie par le g�en�erateur.Pour failiter les aluls, nous pourrons supposer que RC = 1.1. On suppose que le g�en�erateur d�elivre une tension ontinue V onstante �egale �a 1 volt.D�eterminer la repr�esentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0.2. On suppose que le g�en�erateur d�elivre une tension alternative V telle que : 8p 2 N; � V (t) = 1 si 2p � t < 2p+ 1V (t) = 0 si 2p+ 1 � t < 2p+ 2D�eterminer la repr�esentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0.3. On suppose que le g�en�erateur d�elivre une tension alternative V telle que : V (t) = 2 os(2�t).D�eterminer la repr�esentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0.3 M�ethode d'EulerComment d�eterminer les solutions r�eelles d'une �equation di��erentielle de la forme y0 + a(t):y = b(t) lorsqu'on ne saitpas trouver une primitive de la fontion a? Une m�ethode algorithmique appel�ee la m�ethode d'Euler permet d'obtenirune approximation de la ourbe int�egrale passant par un point de oordonn�ees (t0; y0) donn�e. Cette m�ethode seraappliqu�ee lors d'un TD Maple.Remarque 9. Comme toute solution u de y0+a(t):y = f(t) v�eri�e u0(t) = �a(t):u(t)+f(t), on onnait en tout point deI �R le veteur tangent �a la ourbe int�egrale passant par e point. La m�ethode d'Euler utilise ette onstatation pourd�eterminer des approximations des ourbes int�egrales. La m�ethode reste valable dans le as d'une �equation di��erentiellede la forme y0 = g(y; t).
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Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Dessin
Champs de veteurs et m�ethode d'EulerSoit (E) y0 + a(t):y = f(t) d�e�nie sur un intervalle I = [� ; �℄Soit y0 2 R.Soit ', la solution de (E) telle que '(�) = y0.On herhe �a d�eterminer une approximation de la ourbe int�egrale C' sur l'intervalle I .Etape 1 : Subdivision.On ommene par �xer la valeur du nombre de points reherh�es n .Puis on d�eompose [� ; �℄ en une r�eunion de n intervalles de longueur p = � � �n .Etape 2 : Approximation de C' sur [� ; �+ p℄.Au point A(�; y0), la pente de la tangente �a C' vaut '0(�) = �a(�):'(�) + f(�) = �a(�):y0 + f(�).On peut don failement traer ette tangente �1 !On d�eide alors d'approximer C' par �1 sur [�;� + p℄.Plus n sera grand, plus p sera petit et plus ette approximation sera bonne.Etape 3 : Approximation de C' sur [�+ p ; �+ 2p℄.On r�e��t�ere le raisonnement pr�e�edent en supposant que la ourbe C' passe par l'extr�emit�e du segment tra�e dansl'�etape pr�e�edente. Bien entendu, il s'agit l�a enore d'une approximation !On poursuit ainsi la m�ethode sur haun des intervalles [�+ ip : �+ (i+ 1)p℄.La ourbe obtenue est une approximation de la ourbe int�egrale herh�ee !

M�ethode d'Euler :Remarque 10. Les erreurs s'aumulent au �l des r�eit�erations. Ainsi, la ourbe dessin�ee s'�earte progressivement de laourbe int�egrale reherh�ee.Exemple 4.Donner la relation reliant les ordonn�ees suessives de deux points An et An+1 obtenus par la m�ethode d'Euler.5



Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 5.Appliquer la m�ethode d'Euler pour traer sur l'intervalle [0 ; 4℄ une approximation de la ourbe int�egrale de l'�equationdi��erentielle y0 = 2px+ 1x+ 1 :y + 1 passant par O.4 Equations di��erentielles du seond ordre �a oeÆients onstantsOn rappelle que dans e hapitre, le orps K repr�esente enore R ou C .Dans ette partie, on s'int�eresse �a la r�esolution des �equations di��erentielles de la forme(E) : y00 + ay0 + by = f(t)D�efinition 5 : Equation lin�eaire du seond ordre �a oeÆients onstantsSoient (a; b) 2 K 2 , et une fontion f : I 7! K ontinue sur l'intervalle I � R.On dit qu'une fontion u : I 7! K est une solution de l'�equation di��erentielle(E) : y00 + ay0 + by = f(t)si 1. u est une fontion deux fois d�erivable sur I ;2. 8t 2 I , u00(t) + au0(t) + bu(t) = f(t).On notera SE l'ensemble des solutions de (E) sur I .Exemple 6. Ciruit RLC.Un iruit RLC v�eri�e une �equation di��erentielle de la forme y00 + woQ0 y0 + w20y = f(t) ave :1. w0 = pLC2. y repr�esentant la harge irulant dans le iruit et Q0 = 1RCw0 si le iruit est en s�erie.3. y repr�esentant la tension aux bornes du ondensateur et Q0 = RCw0 si le iruit est en parall�ele.4. f non nulle si le r�egime est for�e (pr�esene d'un g�en�erateur).Ce hapitre doit nous permettre de r�esoudre une telle �equation dans le as des r�egimes for�es habituels (f : tensionontinue, en r�eneau, sinuso��dale).4.1 R�esolution de l'�equation homog�ene (H)On onsid�ere l'�equation homog�ene (H) : y00+ay0+ by = 0 et l'on note SH l'ensemble de ses solutions (�a valeursdans K ) sur I .D�efinition 6 : L'�equation (C) : r2 + ar + b = 0 est appel�ee l'�equation arat�eristique assoi�ee �a (H).Th�eor�eme 7 : Solutions omplexes de (H)L'ensemble SH des solutions omplexes de (H) est un C -ev de dimension 2.Et :1. Si l'�equation arat�eristique poss�ede deux raines distintes r1 et r2, alorsSH = Vet(t 7! er1t; t 7! er2t) = ft 7! Aer1t +Ber2t j (A; B) 2 C 2g2. Si l'�equation arat�eristique poss�ede une raine double r 2 C , alorsSH = Vet(t 7! ert; t 7! tert) = ft 7! (A+Bt)ert j (A; B) 2 C 2g
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Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 7 : L'id�ee de ette d�emonstration est int�eressante !Soit r une solution de (C). On ommene par v�eri�er que la fontion t 7! ert est bien solution de (H).Puis, on reherhe les solutions de (H) sous la forme : t 7! C(t):ert.Proposition 8 : SH est dans haque as, engendr�ee par deux fontions lin�eairement ind�ependantes.On dira que 'est un K -ev de dimension 2 et que les deux fontions forment une base de et espae vetoriel.Preuve 8 : Soient � uv telles que SH = Vet(u; v). Il s'agit de prouver que �u+ �v = 0) � � = 0� = 0 .Exemple 7. D�eterminer les solutions omplexes des �equations di��erentielles suivantes : � (E1) : y00 � (2� i):y0 � 2iy = 0(E2) : y00 + (1� i)y = 0 .Exemple 8. D�eterminer une �equation di��erentielle dont les fontions suivantes sont solution :1. � x 7! e2xx 7! e�x 2. � x 7! exx 7! x:exEn pratique, on est souvent amen�e �a reherher les solutions r�eelles d'�equations di��erentielles �a oeÆients r�eels.On utilisera don plutôt le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 9 : Solutions r�eelles de (H)Lorsque (a; b) 2 R2 , on peut d'int�eresser uniquement aux solutions y : I 7! R r�eelles.L'ensemble SH des solutions r�eelles est un R-ev de dimension 2.1. Si l'�equation arat�eristique poss�ede deux raines r�eelles distintes r1 et r2, alors :SH = ft 7! Aer1t +Ber2t j (A; B) 2 R2g2. Si l'�equation arat�eristique poss�ede une raine double r 2 R, alors :SH = ft 7! (A+Bt)ert j (A; B) 2 R2g3. Si l'�equation arat�eristique poss�ede deux raines omplexes onjugu�ees � r1 = �+ i�r2 = �� i� , alors :SH = ft 7! e�t(A os(�t) +B sin(�t)) j (A; B) 2 R2gPreuve 9 : Il s'agit de reherher parmi les solutions omplexes de l'�equation, elles qui sont r�eelles !Exemple 9. D�eterminer les solutions r�eelles des �equations di��erentielles suivantes :1. y00 = !2y,y00 = �!2y puis y00 + 3y = 0. 2. y00 � 5y0 + 6y = 03. y00 � 4y0 + 4y = 0Exemple 10. D�eterminer une �equation di��erentielle dont les fontions suivantes � x 7! e2x: osxx 7! e2x: sinx sont solutions.Exerie : 4Disuter la nature des solutions r�eelles de l'�equation di��erentielle d�erivant le iruit RLC en r�egime libre (f(t) = 0).Exerie : 5En r�egime libre (absene de stimulation ext�erieure) et pour des petites osillations, l'angle que fait un pendule ave lavertiale v�eri�e l'�equation di��erentielle suivante :(E) d2�dt2 + 2�! d�dt + !2� = 0En supposant qu'�a t = 0, �(0) = �0 et �0(0) = 0, d�eterminer la fontion �.R�eponse : On obtient un mouvement pseudo-p�eriodique : �(t) = �0e��!t os(p1� �2!t+ ')7



Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/4.2 R�esolution de l'�equation ave seond membre exponentielle-polynômeOn onsid�ere l'�equation ompl�ete (E) : y00 + ay0 + by = f(t) ave � (a; b) 2 C 2f ontinue sur I .Th�eor�eme 10 : Struture de l'ensemble des solutionsSoit ey une solution partiuli�ere de (E). On a alors :SE = ft 7! y(t) + ey(t) : ave y solution quelonque de SHgPreuve 10 : Il suÆt de raisonner par �equivalenes suessives : "y sol de (E)" () : : :Remarque 11. On dit que l'ensemble SE est un espae aÆne de dimension 2 passant par t 7! ey(t) et de diretion SH .Th�eor�eme 11 : Probl�eme de Cauhy : Uniit�e de la solution v�eri�ant deux CISoit l'�equation di��erentielle (E) : y00 + ay0 + by = f(t) d�e�nie sur un intervalle I .Soit t0 2 I et (y0; y1) 2 K 2 .(E) admet une unique solution y telle que � y(t0) = y0y0(t0) = y1Preuve 11 :1. On admettra l'existene de solutions dans le as o�u f est une fontion ontinue quelonque.2. On prouve l'uniit�e en herhant parmi les solutions possibles, elles v�eri�ant les onditions donn�ees.Sahant r�esoudre l'�equation homog�ene, notre probl�eme onsiste alors �a d�eterminer une solution partiuli�ere.Th�eor�eme 12 : Prinipe de superpositionSupposons que : f(t) = f1(t) + � � �+ fn(t).Si eyi(t) est une solution partiuli�ere de l'�equation ave pour seond membre fi(t), alors :ey(t) = nXi=1 eyi(t) est une solution partiuli�ere de l'�equation ave seond membre f(t)Preuve 12 : Pas de diÆult�e.On onsid�ere alors l'�equation ompl�ete (E) : y00 + ay0 + by = f(t) ave � (a; b) 2 K 2f(t) = emtP (t) o�u m 2 K et P 2 K [X ℄Th�eor�eme 13 : Solution partiuli�ere omplexe de y00 + ay0 + by = f(t) ave � (a; b) 2 Cf omplexeLorsque : f(t) = emtP (t) ave m 2 C et P 2 C [X ℄.Si Solution partiuli�ere1) m n'est pas raine de (C) ey(t) = emtQ(t) ave deg(Q) = deg(P )2) m raine simple de (C) ey(t) = emtQ(t) ave deg(Q) = deg(P ) + 1 et valQ = 13) m raine double de (C) ey(t) = emtQ(t) ave Q00(t) = P (t) et valQ = 2Preuve 13 : Il suÆt de herher les onditions sur la fontion polynômiale Q(t) pour que ey(t) = emtQ(t) soitune solution partiuli�ere de (E).
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Cours MPSI-2010/2011 Les �equations di��erentielles http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 14 : Solution partiuli�ere r�eelle de y00 + ay0 + by = f(t) ave � (a; b) 2 Rf r�eelle1. Lorsque f(t) = emtP (t) ave � m 2 RP 2 R[X ℄ , on peut appliquer la m�ethode pr�e�edente.2. Lorsque f(t) = e�tP (t) os(�t) ave �; � 2 R et P 2 R[X ℄ :On peut exprimer f(t) sous la forme f(t) = Re(P (t)emt) ave m 2 C (m = �+ i�).On herhe alors une solution omplexe ey en utilisant le th�eor�eme pr�e�edent, puis on en d�eduit une solutionpartiuli�ere de (E) en prenant la partie r�eelle de ey.Preuve 14 : Pas de diÆult�e.Remarque 12. On a bien entendu une m�ethode �equivalente lorsque f(t) = eatP (t) sin(bt) ave la partie imaginaire.Exemple 11. D�eterminer les solutions r�eelles des �equations di��erentielles suivantes :1. y00 � y0 � 2y = 3tet + 12. y00 � 4y0 + 4y = (t2 + 1)e2t 3. y00 + 2y0 + 5y = e�t os 2t4. y00 + 2y0 � 2y = e�x(h(p3x) + os(p3x))
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