
Les Suites r�eelles|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur7 d�eembre 20101 D�e�nitionsD�efinition 1 : SuiteUne suite r�eelle est une appliation u : N 7! R.Au lieu de noter ette appliation sous la forme standard, on la note plutôt sous une forme indiielle :(un)n2N ou enore (un) o�u un repr�esente l'image de nOn note S(R) ou RN l'ensemble des suites r�eelles.Remarque 1. On dira qu'une appliation d�e�nie �a partir d'un ertain rang n0 est aussi une suite.Cependant, pour simpli�er les notations, on onsid�erera par la suite que les suites sont d�e�nies �a partir de n0 = 0.. Attention aux notations :(un) d�esigne une suite , alors que un d�esigne un terme de la suite. Ainsi, (un) 2 S(R) tandis que un 2 R.Remarque 2. Les deux graphes suivants permettent de visualiser les premiers termes d'une suite :
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N u0u1 u2u3u4 RFig. 1 { Repr�esentation d'une suiteD�efinition 2 : Op�erations sur les suitesOn d�e�nit les lois suivantes sur l'ensemble des suites :1. Addition de 2 suites : (un) + (vn) = (un + vn).2. Multipliation d'une suite par un r�eel : �(un) = (�un).3. Multipliation de deux suites : (un):(vn) = (un:vn).D�efinition 3 : Suites born�eesOn dit qu'une suite (un) est major�ee ssi 9M 2 R tel que 8n 2 N, un �M .On dit qu'une suite (un) est minor�ee ssi 9m 2 R tel que 8n 2 N, m � un.On dit qu'une suite (un) est born�ee ssi elle est major�ee et minor�ee.1



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 4 : Suites monotonesOn dit qu'une suite (un) est roissante ssi 8n 2 N, un � un+1.On dit qu'une suite (un) est d�eroissante ssi 8n 2 N, un+1 � un.On dit qu'une suite (un) est monotone ssi elle est roissante ou d�eroissante.On dit qu'une suite (un) est stationnaire ssi elle onstante �a partir d'un ertain rang.M�ethode 1 : Pour D�eterminer le sens de variation d'une suite, on pourra don �etudier le signe deun+1 � unExemple 1. D�eterminer le sens de variation de la suite de terme g�en�eral : un = nXk=1 1n+ kM�ethode 2 : Lorsque (un) est stritement positive, on pourra �etudier son sens de variation en omparantun+1un et 1. M�ethode valable uniquement si l'on est sûr que la suite (un) a tous ses termes stritement positifs !!Exemple 2. D�eterminer le sens de variation de la suite (un) d�e�nie par : un = n!nnD�efinition 5 : Propri�et�e d�e�nie �a partir d'un ertain rangOn dit qu'une propri�et�e p(n) est v�eri��ee �a partir d'un ertain rang si et seulement si :9n0 2 N tel que 8n � n0; la propri�et�e p(n) est vraie.Exemple 3. Traduire math�ematiquement les propositions :1. "La suite (un) est roissante �a partir d'un ertain rang"2. "La suite (un) est born�ee �a partir d'un ertain rang"2 Limite d'une suite2.1 D�e�nition - exemplesD�efinition 6 : Limite �nie d'une suiteOn dit que la suite (un) onverge vers un r�eel l 2 R lorsque8" > 0; 9n0 2 N tel que 8n � n0; jun � lj � "On note alors limn!+1un = l ou enore un ! l.. La limite d'une suite (un) est un nombre r�eel ind�ependant de l'indie n !!Dessin
Limite d'une suite 2



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 3.1. S'il existe un r�eel l tel que la suite onverge vers l, on dit que la suite est onvergente.2. S'il n'existe pas de r�eel l v�eri�ant la propri�et�e i-dessus, on dit que la suite diverge.Ainsi, une suite divergente soit n'admet pas de limite, soit tend vers l'in�ni.3. D�emontrer que un 7! l revient �a d�emontrer que un � l 7! 0.Remarque 4. Rappelons que les suites sont en partiulier utilis�ees lors de :1. La arat�erisation s�equentielle de la borne sup2. La arat�erisation s�equentielle de la densit�e3. La arat�erisation s�equentielle de la limite d'une fontionPour montrer que un ! l �a l'aide de la d�e�nition, on ommene par poser " > 0 et on herhe un rang n0 �apartir duquel : jun � lj � ". On pourra envisager un raisonnement par analyse / synth�eseExemple 4. (�) Montrer en utilisant la m�ethode pr�e�edente que la suite (1=n) onverge vers 0.Remarque 5. Plus tard, pour �etudier la limite d'une suite, nous utiliserons plutôt les th�eor�emes g�en�eraux de onvergeneainsi que la onvergene ou la divergene des suites �el�ementaires.Cependant, dans ertains as, il sera n�eanmoins utile de revenir �a la m�ethode issue de la d�e�nition (f exerie suivant).Exerie : 1(��) Moyenne de C�esaroSoit (un) une suite onvergente vers une limite L 2 R.Soit la suite (vn) d�e�nie pour n > 0 par : vn = u1 + u2 + � � �+ unn .1. Montrer que (vn) onverge vers L (ommener par le as o�u L = 0).2. Montrer que la r�eiproque est fausseD�efinition 7 : On peut �etendre la notion de limite d'une suite �a R :1. un 7! +1 () 8A 2 R; 9n0 2 N tel que 8n � n0; un � A2. un 7! �1 () 8A 2 R; 9n0 2 N tel que 8n � n0; un � ADans es deux as, on dit que (un) diverge vers +1 ou �1.Pour montrer que un ! +1 �a l'aide de la d�e�nition, on ommene par poser A > 0 et on herhe un rang n0�a partir duquel : A � un. On pourra envisager un raisonnement par analyse / synth�eseExemple 5. (�) Montrez en utilisant la m�ethode pr�e�edente que la suite (pn) diverge vers +1.Exemple 6. (�)1. Trouver une suite onvergente qui n'est pas monotone.2. Trouver une suite divergente qui ne tend pas vers �1.3. Trouver une suite born�ee divergente.4. Trouver une suite non-born�ee qui ne diverge pas vers �1.Exerie : 2(�) Erire �a l'aide de quanti�ateurs les propri�et�es :1. (un) ne onverge pas vers l 2 R.2. (un) ne diverge pas vers +1.3. (un) diverge.Th�eor�eme 1 : Suite de rationnels onvergeant vers un r�eelSoit x 2 R. Alors :1. Il exite une suite (an) d'�el�ements de Q telle que : 8n 2 N; (an) 7! x ave an � x2. Il exite une suite (bn) d'�el�ements de Q telle que : 8n 2 N; (bn) 7! x ave x � bnPreuve 1 : On onstruit les suites (an) et (bn) en utilisant la densit�e de Q dans R.Remarque 6. De même tout r�eel x est limite d'une suite de nombres irrationnels.3



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/2.2 Propri�et�es des suites onvergentesTh�eor�eme 2 : Uniit�e de la limiteSi elle existe, la limite d'une suite est unique.Preuve 2 : On peut pro�eder par l'absurde ... en faisant un dessin !Th�eor�eme 3 : Une suite onvergente est born�ee.Toute suite r�eelle onvergente est born�ee.Preuve 3 :1. Prenons " = 1.On sait qu'�a partir d'un ertain rang n0 , jun � lj � 1. Don (un) est born�ee �a partir de n0.2. D'autre part, fun; n 2 [[0;n0℄℄g est �ni. Cet ensemble est don born�e.3. Globalement, (un) est don born�ee.Remarque 7. Que dire alors d'une suite major�ee par une suite onvergente?Th�eor�eme 4 : Enadrement des termes d'une suite onvergenteSoit (un) onvergeant vers un r�eel l 2 R.Alors pour tous k; k0 2 R tels que k < l < k0, il existe un rang n0 2 N tel que :8n 2 N; n � n0 ) k < un < k0Preuve 4 : C'est l'appliation de la d�e�nition de la onvergene vers l en prenant " = min(jl � k0j;jl � kj).Remarque 8. On en d�eduit que si une suite (un) onverge vers une limite l > 0, alors ette suite est �a termes stritementpositifs �a partir d'un ertain rang.Th�eor�eme 5 : Suites qui onvergent vers 01. L'ensemble des suites r�eelles onvergeant vers 0 est stable par l'addition et par multipliation par un r�eel.2. Le produit d'une suite qui tend vers 0 par une suite born�ee est une suite qui tend vers 0Preuve 5 : M�ethode lassique vue pr�e�edemment pour prouver la onvergene d'une suite.Th�eor�eme 6 : Passage �a la limite dans les in�egalit�esSoit deux suites r�eelles (un) et (vn) :Si un � vn �a partir d'un ertain rang et ( un �����!n!+1 lvn �����!n!+1 l0 alors : l � l0.Preuve 6 : On pro�ede par l'absurde en s'aidant d'un dessin.. Même si pour tout entier n on a un < vn, on obtient une in�egalit�e large apr�es passage �a la limite.Prenez par exemple les suites d�e�nies par un = 1=n et vn = 2=nTh�eor�eme 7 : Th�eor�eme de majoration (Etude de onvergene 1)Soit une suite (un) et un r�eel l 2 R.Si il existe une suite (�n) et un rang n0 2 N tels que : (8n � n0, jun � lj � �n�n 7! 0 alors un �����!n!+1 l.Preuve 7 : Faile : il suÆt de traduire la onvergene de (�n) vers 0.Remarque 9. Ce th�eor�eme est tr�es utilis�e en pratique pour montrer la onvergene d'une suite lorsqu'on est apablede deviner sa limite.Exemple 7. (�) Montrer que la suite de terme g�en�eral un = 2n=n! onverge vers 0.Exerie : 3(�) Etudier les limites des suites de termes g�en�eraux suivants :4



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/1. un = sinnn+ (�1)n 2. vn = n!nn 3. wn = n� (�1)nn+ (�1)nTh�eor�eme 8 : Th�eor�eme des gendarmes (Etude de onvergene 2)On onsid�ere trois suites (un), (vn) et (wn).1. Si : (vn � un � wn �a partir d'un ertain rang(vn) et (wn) onvergent vers la même limite l alors la suite (un) onverge vers l.2. Si : (vn � un (�a partir d'un ertain rang)limn!+1 vn = +1 alors limn!+1 un = +1Preuve 8 :1. On ommene par traduire que (un) et (vn) onvergent vers l. L'enadrement permet alors de onlure ...2. On utilise la d�e�nition de la divergene vers +1.Remarque 10. Ce th�eor�eme pr�esente l'avantage de pouvoir �etudier la onvergene d'une suite lorsqu'on n'a auuneid�ee de sa limite �eventuelle.Exemple 8. (�) Etudier la onvergene de la suite de terme g�en�eral : un = np2 + (�1)n.1. Même si �n � un � �n �a partir d'un ertain rang et que �n �����!n!+1 l1 et �n �����!n!+1 l2, on ne peut pas enonlure que (un) onverge vers une limite l v�eri�ant : l1 � l � l2.2. En revanhe, si l'on sait que la suite (un) est onvergente vers l, alors on a bien : l1 � l � l2. Il s'agit alors d'unsimple passage �a la limite dans les in�egalit�es.Exerie : 4(�) Etudier la suite de terme g�en�eral : Sn = nXk=1 n2n3 + k2 .Exerie : 5(�) On onsid�ere la suite de terme g�en�eral : Sn = nXk=2 1k1. Pour k 2 N� , omparer 1k ave Z k+1k dtt et Z kk�1 dtt .2. Montrer que Snlnn �����!n!+1 1. (on dira que Sn est �equivalent �a lnn en +1)3 Th�eor�emes g�en�eraux sur les limites de suitesTh�eor�eme 9 : Th�eor�emes g�en�erauxSoit (un) une suite onvergeant vers l 2 R et (vn) une suite onvergeant vers l0 2 R. Alors1. la suite (junj) onverge vers jlj2. la suite (un + vn) onverge vers l + l03. Pour � 2 R, la suite(�un) onverge vers �l 4. la suite (unvn) onverge vers ll05. Si l0 6= 0, la suite �unvn� onverge vers ll0 .Preuve 9 :1. On utilise l'in�egalit�e triangulaire pour majorer jjunj � jljj par ".2. On utilise l'in�egalit�e triangulaire pour majorer j(un + vn)� (l + l0)j par ".3. Faile.4. On peut remarquer que unvn � ll0 = un(vn � l0) + l0(un � l) puis pro�eder aux majorations usuelles.5. On ommene par prouver que 1vn 7! 1l0 . Pour ela, on montre que jvnj � jl0j2 �a partir d'un ertain rang.5



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 10 : Cas des suites fontionnelles (Etude de onvergene 3)Soit (un) la suite de terme g�en�eral un = f(n) o�u f 2 F(R+ ; R).Si f(x) �����!x!+1 l 2 R alors un ! l.Preuve 10 : On traduit simplement la limite de f en +1. (f le ours sur les fontions !)Exemple 9. (�) Etudier les suites de termes g�en�eraux :1. un = 2n2 + n� 13n2 + 1 .2. un = (1 + 1n)n 3. un = 3n � (�2)n3n + (�2)n4. un = pn2 + n+ 1�pn2 � n+ 1 5. un = 1n2 nXk=1 k6. un = npn2Exerie : 6(�)1. Si (un) est born�ee et (vn) diverge vers +1, montrer que : un + vn 7! +12. Si (un) onverge et (vn) diverge, montrer que : (un + vn) diverge.Exerie : 7(�) Soit (un) et (vn) deux suites r�eelles telles que (un + vn) et (un � vn) onvergent.Montrer que (un) et (vn) onvergent.4 Suites et s�eries g�eom�etriquesTh�eor�eme 11 : Convergene des suites g�eom�etriquesSoit k 2 R. On appelle suite g�eom�etrique de raison k, la suite d�e�nie par : un = u0:kn ave u0 2 R.Cei est �equivalent �a dire qu'elle v�eri�e la relation de r�eurrene un+1 = k:un pour tout n � 0.1. Si jkj < 1, alors la suite (un) onverge vers 02. Si jkj > 1, alors la suite (un) diverge (junj ! +1)3. Si k = 1, alors la suite (un) est onstante et onverge vers u04. Si k = �1, alors la suite (un) divergePreuve 11 : Simples propri�et�es des fontions exponentielles.
k�1 1CVDV DVFig. 2 { Convergene des suites g�eom�etriquesTh�eor�eme 12 : Convergene des suites �a termes stritement positifs (Etude de onvergene 4)Si (un) est une suite �a termes stritement positifs, alors :1. un+1un ! l < 1 ) un ! 0 2. un+1un ! l > 1 ) un ! +1. L'�etude de la limite de un+1un ne peut s'appliquer que pour des suites �a termes stritement positifs !!Preuve 12 :1. On peut remarquer que 0 < un+1un < l + 12 < 1 �a partir d'un ertain rang n0.On peut alors majorer junj �a partir de n0 par une suite g�eom�etrique qui tend vers 0.2. M�ethode semblable. 6



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 11. Que dire si un+1un ! 1?Exemple 10. (�) Soit a 2 R ave a > 0. Etudier la onvergene de la suite (un) d�e�nie par : un = ann!Exerie : 8(��) Soit a un r�eel di��erent de -1. Etudier la suite d�e�nie pour tout n entier naturel par : un = an nYk=1 11 + akD�efinition 8 : S�erie g�eom�etriqueSoit un r�eel k 2 R.On d�e�nit (Sn), la progression g�eom�etrique (ou s�erie g�eom�etrique) de raison k par :Sn = 1 + k + � � �+ kn = nXi=0 kiTh�eor�eme 13 : Convergene d'une s�erie g�eom�etriqueLe terme g�en�eral Sn est donn�e par la formule : Sn =8<:1� kn+11� k si k 6= 1(n+ 1) si k = 1 .Si jkj < 1, alors la suite(Sn) onverge vers le r�eel 11� k .Si jkj � 1, alors la suite (Sn) diverge.Preuve 13 : L'expression de Sn se d�emontre failement par r�eurrene.L'�etude de la onvergene est alors imm�ediate.
k�1 1CVDV DVFig. 3 { Convergene des s�eries g�eom�etriquesRemarque 12. Les suites et s�eries g�eom�etriques sont tr�es utilis�ees en analyse. On essaie souvent de majorer des suitespar des suites g�eom�etriques puisqu'on onnâ�t bien leur omportement.5 Suites extraitesD�efinition 9 : Suite extraiteOn dit qu'une suite (vn) est une suite extraite d'une suite (un) s'il existe une appliation ' de N dans Nstritement roissante telle que 8n 2 N, vn = u'(n).Exemple 11. les suites � (vn) telle que vn = u2n(wn) telle que wn = u2n+1 sont extraites de la suite (un).Th�eor�eme 14 : Suite extraite d'une suite ayant une limite (Etude de onvergene 5)Soit a 2 R.Toute suite extraite d'une suite de limite a est une suite de limite a.Preuve 14 :1. On peut ommener par remarquer que si ' : N 7! N est stritement roissante, alors 8n 2 N, '(n) � n.2. La d�emonstration est alors imm�ediate.Remarque 13. Cette propri�et�e peut être tr�es utile pour d�emontrer qu'une suite diverge.

7



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Utilisation des suites extraites pour prouver la divergene d'une suiteas 1 Si (un) est une suite dont on peut extraire deux suites (vn) et (wn) onvergeant vers des limites di��erentes,alors (un) est divergente.as 2 Si de (un) on peut extraire une suite (vn) divergente, alors (un) est divergente.Exemple 12. (�) Montrez que la suite de terme g�en�eral un = os �n2 � 1n ��, est une suite divergente.Exerie : 9(��) Soit la suite de terme g�en�eral un = osn.Prouver la divergene de (un) en alulant os(n+ 2) + osn et os 2n.Exerie : 10(��) Soit une suite (un) dont les deux suites extraites (u2n) et (u2n+1) onvergent vers la même limite l 2 R.Montrer que la suite (un) onverge vers l.Exerie : 11(� � �) Si une suite n'est pas major�ee, prouver qu'on peut en extraire une suite roissante qui divergent vers +1.6 Suites monotonesRemarque 14. Les deux th�eor�emes qui suivent permettent, dans le as des suites monotones, de montrer qu'une suiteonverge, sans avoir besoin de deviner sa limite !Th�eor�eme Fondamental 15 : Th�eor�eme de la limite monotone (Etude de onvergene 6)Soit (un) une suite roissante. On a les deux possibilit�es suivantes :� Si (un) est major�ee alors (un) onverge vers une limite �nie.� Si (un) n'est pas major�ee alors (un) diverge vers +1.u0 u1 u2u3 l� RFig. 4 { Th�eor�eme de la limite monotonePreuve 15 :1. Comme fun; n 2 Ng est une partie non vide de R major�ee, elle admet une borne sup�erieur l.On d�emontre alors que un 7! l.2. On onsid�ere A > 0. Comme (un) n'est pas major�ee, alors il existe n0 2 N tel que un0 > A.Mais omme (un) est roissante ...Exemple 13. (�) On suppose que (un) est une suite r�eelle roissante telle que (u2n) onverge.Montrer que (un) onverge.Remarque 15.1. Une suite d�eroissante minor�ee onverge et une suite d�eroissante non minor�ee diverge vers �1.2. Si (un) est roissante et major�ee, elle onverge vers la borne sup des valeurs de (un) : l = supfun j n 2 Ng.Exemple 14. (��) Soit la suite (Sn) de terme g�en�eral : Sn = nXk=1 1k .1. Montrer que pour tout n � 1, on a S2n � Sn � 12.2. En d�eduire que (Sn) diverge vers +1Exerie : 12(��)1. Montrer que 8k 2 N� , 1k(k + 1) = 1k � 1k + 1. 8



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/2. En d�eduire que la suite (un) de terme g�en�eral : un = nXk=1 1k2 onverge.Exerie : 13(��) Etudier la onvergene de la suite de terme g�en�eral : un = nXk=1 1k:2kD�efinition 10 : Suites adjaentesSoient (un) et (vn) deux suites r�eelles. On dit qu'elles sont adjaentes ssi1. les deux suites sont monotones de sens ontraire.2. La suite (dn) = (vn � un) onverge vers 0.Th�eor�eme 16 : Convergene des suites adjaentesDeux suites adjaentes onvergent et ont la même limite.Preuve 16 :1. En remarquant que (dn) est d�eroissante et tend vers 0, on en d�eduit que dn > 0 puis que (un) (la suiteroissante) est major�ee et que (vn) (la suite d�eroissante) est minor�ee.2. On sait alors que un 7! l1 = supun, que vn 7! l2 = inf vn. On d�emontre failement que l1 = l2.Remarque 16. Si � (un) (roissante)(vn) (d�eroissante) sont adjaentes, alors leur limite ommune l v�eri�e : 8n 2 N; un � l � vn.
On dit alors que un et vn sont des approximations de l �a jun � vnj pr�es (faire un dessin) !Exerie : 14(��) On d�e�nit la s�erie altern�ee (Sn) par : Sn = nXk=0 (�1)k1 + k1. Caluler S0; S1; S2; S3.2. Montrer que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjaentes et en d�eduire que (Sn) onverge.3. Si l est la limite de (Sn), majorer l'erreur en = jSn � lj en fontion de n.4. Comment hoisir la valeur de n pour que Sn soit une valeur approh�ee de l �a 10�2 pr�es?Exerie : 15(��) Soit les suites de terme g�en�eral : un = nXk=0 1k! et vn = un + 1n! .1. Montrez que les suites (un) et (vn) sont adjaentes.2. Montrez que leur limite ommune est un nombre irrationnel ('est le nombre de Neper e = exp(1)).Th�eor�eme 17 : Th�eor�eme des segments embô�t�esSoit (In)n2N une suite de segments : In = [an; bn℄ tels que1. Ils sont embô�t�es : 8n 2 N, In+1 � In ;2. Leur diam�etre tend vers 0 : (bn � an) �����!n!+1 0.Alors il existe un r�eel l 2 R tel que \n2N In = flgPreuve 17 :1. On montre failement que (an) et (bn) sont adjaentes. Elles onvergent don vers un r�eel l.2. On montre alors que \n2N In = flgTh�eor�eme 18 : Th�eor�eme de Bolzano-WeierstrassDe toute suite r�eelle born�ee, on peut extraire une suite onvergente.9



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 18 : Th�eor�eme admis !L'id�ee de la d�emonstration onsiste �a isoler par dihotomie une in�nit�e de termes de la suite appartenant �a unesuite d'intervalles dont le diam�etre tend vers 0. En utilisant le th�eor�eme des segments emboit�es, on onstruitainsi une suite extraite qui onverge.Corollaire 19 :Soit un segment [a;b℄ et une suite (xn) de points de e segments.Il existe alors une suite extraite de la suite (xn) qui onverge vers un point l 2 [a;b℄.Preuve 19 : Cons�equene imm�ediate du th�eor�eme de Bolzano-Weierstrass.Remarque 17. Le th�eor�eme de Bolzano-Weierstrass s'�etend �a la notion plus g�en�erale de partie ompate de Rn (vueen MP). Les segments de R sont des parties ompates ar ferm�ees et born�ees.7 Etude de suites r�eurrentes.Soit une fontion ontinue f : R 7! R.On peut d�e�nir une suite (un) par la donn�ee de son premier terme u0 et d'une relation de r�eurrene de la forme8n 2 N; un+1 = f(un)7.1 R�esultats pr�eliminairesOn peut repr�esenter la suite (un) dans (O; ~i; ~j) en utilisant des riohets sur la premi�ere bissetrie.Exemple 15. D�eterminez graphiquement les premiers termes de la suite (un) d�e�nie par les relations de r�eurrenesuivantes.

� un+1 = �u2n + 1u0 = 0;1 � un+1 = eunu0 = 0 � un+1 = p1 + unu0 = 0Remarque 18. Ces repr�esentations graphiques permettent :1. de pr�evoir le omportement de la suite (un) �etudi�ee.2. de mettre en plae une strat�egie d'�etude :(a) Pr�evision du sens de variation(b) Pr�evision d'un �eventuel majorant o�u minorant() Pr�evision du signe des �el�ements de la suite(d) Pr�evision de la limite �eventuelle.Th�eor�eme 20 : limite �nie �eventuelleSi la suite � un+1 = f(un)u0 onverge vers une limite l 2 R ave f ontinue en l , alors : l = f(l) .. Vous ne pouvez aÆrmer que l = f(l) qu'apr�es avoir v�eri��e que la fontion f �etait ontinue en l.En g�en�eral, on ne onnâ�t pas l, mais on sait que l 2 I . On v�eri�e alors la ontinuit�e de f sur I .10



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 20 : Par passage �a la limite dans un+1 = f(un) en utilisant la ontinuit�e de f . (vu plus tard ...)Remarque 19. Une solution de l'�equation x = f(x) est appel�ee un point �xe de f . On reherhera don les limites pos-sibles de (un) parmi les points �xes de f (graphiquement les intersetions du graphe de f ave la premi�ere bissetrie).Si l'�equation f(x) = x n'admet pas de solution, alors la suite (un) diverge !Exemple 16. Soit f : R �! Rx 7! xx2 + 1 et (un) une suite d�e�nie par un+1 = f(un).Montrer que si (un) onverge, alors sa limite ne peut être que 0.7.2 Exemples d'�etudesPour �etudier une suite r�eurrente de la forme � un+1 = f(un)u0 , on pro�edera de la fa�on suivante :1. On ommene par faire un dessin pour onjeturer l'�evolution des termes de la suites (sens de variation,enadrement, onvergene ...)2. Puis, on reherhe les limites �nies �eventuelles en r�esolvant l = f(l) (bien justi�er ette relation !)3. En�n, on d�emontre les onjetures d�eduites de l'�etude graphique.Pour ela, il est souvent utile d'�etudier la fontion f pour enadrer la suite (un) et la fontion f � id a�nde onnâ�tre son sens de variation.Exerie : 16Etudier la onvergene de la suite d�e�nie par � u0 2 Run+1 = un � u2n .Exerie : 17Soit un r�eel positif u0 � 0.Etudier en fontion de u0 la suite r�eurrente d�e�nie par : un+1 = p4 + 3unExerie : 18Soit 0 � u0 � 1. Etudier la suite r�eurrente d�e�nie par : un+1 = 2unu2n + 17.3 Approximation de la solution de l'�equation f(x) = 0Dans ette setion, nous onsid�ererons f 2 F([a; b℄; R) o�u a; b 2 R ave a < b telle que8<: f est ontinue sur [a; b℄f est stritement roissante sur [a; b℄f(a) < 0 et f(b) > 0Sauriez-vous justi�er rigoureusement le fait que l'�equation f(x) = 0 admet une unique solution � sur [a; b℄?Les deux m�ethodes usuelles d'approximation num�erique de � sont les suivantes :

Par dihotomie M�ethode des tangentes (m�ethode de Newton)1. M�ethode par dihotomie : 11



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/On onstruit deux suites (an) et (bn) telles que :(a) a0 = a et b0 = b(b) ( an+1 = an + bn2bn+1 = bn si f(an + bn2 ) < 0 et ( an+1 = anbn+1 = an + bn2 sinon.On d�emontre failement que es deux suites sont adjaentes et onvergent vers �.an et bn sont alors deux approximations de � �a jbn � anj pr�es.2. M�ethode de Newton :Dans e as, nous devons supposer de plus que la fontion f est onvexe.On onstruit une suites (un) telle que :(a) u0 = b(b) un+1 est l'absisse du point d'intersetion de l'axeOx ave la tangente �a C passant par le pointMn(un; f(un)).On d�emontre que ette suite (un) onverge vers �.Remarque 20. Quelle est la m�ethode qui vous semble la plus eÆae?7.4 Quelques relations de r�eurrene lassiques7.4.1 Suites arithm�etiquesTh�eor�eme 21 : Suites arithm�etiquesOn onsid�ere une suite de r�eels (un) v�eri�ant 8n 2 N; un+1 = un + a o�u � 2 R.Alors, 8n 2 N, un = u0 + a:n.Preuve 21 : R�eurrene �evidente.7.4.2 Suites g�eom�etriquesTh�eor�eme 22 : Suites g�eom�etriquesOn onsid�ere une suite de r�eels (un) v�eri�ant 8n 2 N; un+1 = k:un o�u k 2 R.Alors, 8n 2 N, un = u0:kn.Preuve 22 : R�eurrene �evidente.7.4.3 Suites arithm�etio-g�eom�etriquesOn onsid�ere une suite de r�eels (un) v�eri�ant : 8n 2 N; un+1 = kun + a o�u 8<: (a; k) 2 R2k 6= 1a 6= 0Pour trouver la forme fontionnelle d'une suite arithm�etio-g�eom�etrique, on peut utiliser la m�ethode suivante :1. On ommene par trouver le point �xe : � = k�+ a2. On montre que la suite (vn) d�e�nie par vn = un � � est g�eom�etrique de raison k3. On en d�eduit l'expression fontionnelle de un.Exemple 17. On onsid�ere une suite (un) v�eri�ant la relation de r�eurrene 8n 2 N; un+1 = 2un + 3D�eterminez l'expression de un en fontion de n.
12



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/7.4.4 Cas des suites r�eurrentes lin�eaires d'ordre 2Soit (un) 2 RN d�e�nie par 8<: u0u1un+2 = aun+1 + bun ave (a; b) 2 R � R� .On appelle �equation arat�eristique de (un) l'�equation : (C) : x2 = ax+ b.Plusieurs as se produisent alors :Th�eor�eme 23 :1. Si � > 0 : on note r1 et r2 les deux raines r�eelles distintes de (C).Il existe alors deux onstantes r�eelles A et B telles que : un = A:rn1 +Brn2 8n 2 N2. Si � = 0 : on note r la raine r�eelles de (C).Il existe alors deux onstantes r�eelles A et B telles que : un = (A:n+B)rn 8n 2 N3. Si � < 0 : soit z = �ei� une des deux raines omplexes de (C).Il existe alors deux onstantes r�eelles A et B telles que : un = �n(A osn� +B sinn�) 8n 2 NPreuve 23 : Voir le ours sur les espaes vetoriels de dimension �nie.. Si les deux premiers as sont analogues aux as renontr�es dans la r�esolution de l'�equation di��erentielley00 + ay0 + by = 0, en revanhe on remarquera que lorsque � < 0 on a :Pour y00 + ay0 + by = 0 les solutions sont : y(x) = e�x(A os(�x) +B sin(�x)) o�u r = �+ i� est rainePour un+2 = aun+1 + bun les solutions sont : un = �n(A osn� +B sinn�) o�u r = �ei� est raineExerie : 19D�emonstration du as 2 :Soient a et b deux r�eels tels que a2 + 4b = 0.On onsid�ere l'ensemble E des suites omplexes qui satisfont la relation de r�eurrene un+2 = aun+1+bun (ave b 6= 0)pour tout entier n.1. Quelles sont les suites g�eom�etriques de E ?2. Soit r la solution de x2 � ax� b = 0. Montrer que la suite (nrn) est dans E.3. D�erire l'ensemble E.Aide : Vous pourrez reherher les suites de E sous la forme un = an:rnExerie : 20Etudier les suites d�e�nies par :1. 8<: u0 > 0u1 > 0un+2 = un+1un 2. 8<: u0 > 0u1 > 0un+2 = pun+1un8 Relations de omparaisonL'objetif de ette partie est l'�etude du omportement d'une suite en +1 par omparaison �a des suites plus simples.8.1 La relation O : "est domin�e par ..."D�efinition 11 :Soient deux suites (un) et (�n).On dit que la suite (un) est domin�ee par la suite (�n) et l'on note un = O(�n) lorsque9M > 0; 9N 2 N tels que 8n � N; junj �M:j�njSi la suite (�n) ne s'annule pas �a partir d'un ertain rang, 'est �equivalent �a dire que (un�n ) est born�ee.Remarque 21. un = O(�n) se lit de la fa�on suivante : un est un grand "O" de �n.13



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Pour prouver que un = O(�n), on pourra si possible, �etudier la limite de un�n .Si ette limite existe et est �nie, alors on aura bien un = O(�n).Remarque 22. Erire que un = O(1) est �equivalent �a dire que (un) est born�ee.. O(�n) d�esigne une suite qui est domin�ee par (�n).Elle est abusive dans le sens o�u deux suites domin�ees par (�n) seront not�ees de la même fa�on.. Dire que (un) est domin�ee par la suite (�n) ne signi�e pas que un � �n �a partir d'un ertain rang.Exemple 18. Montrer que :1. 2n(n+ 1) = O( 1n2 ) 2. 2n = O(n) 3. n2 + sinn = O(n2)8.2 La relation o : "est n�egligeable devant ..."D�efinition 12 :Soient deux suites (un) et (�n).On dit que la suite (un) est n�egligeable devant la suite (�n) et l'on note un = o(�n) lorsque8" > 0; 9N 2 N tel que 8n � N; junj � "j�njSi la suite (�n) ne s'annule pas �a partir d'un ertain rang, 'est �equivalent �a dire que : un�n 7! 0. un = o(�n) se lit de la fa�on suivante : un est un petit "o" de �n.. o(�n) d�esigne une suite n�egligeable devant (�n).Elle est abusive dans le sens o�u deux suites n�egligeables devant (�n) seront not�ees de la même fa�on.Remarque 23.1. Erire que : un = o(1) est �equivalent �a dire que (un) onverge vers 0.2. Si �n ! l 2 R alors toute suite n�egligeable devant (�n) onverge vers 0 : o(�n)! 0.Proposition 24 : Caluls ave o1. Une ombinaison lin�eaire de deux suites n�egligeables devant (�n)est n�egligeable devant (�n) : �:o(�n) + �:o(�n) = o(�n)2. Une suite n�egligeable devant (�n)est domin�ee par (�n) : o(�n) = O(�n) mais O(�n) 6= o(�n)3. Le produit d'une suite (�n) par une suite n�egligeable devant (�n)est n�egligeable devant (�n:�n) : �n:o(�n) = o(�n:�n)4. La notation o est transitive : si � an = o(bn)bn = o(n) alors an = o(n)Preuve 24 : Pas de diÆult�e partiuli�ere .... Dans les �egalit�es pr�e�edentes, le signe "=" signi�e " ... est un ..." ou " ... peut s'�erire omme un ...".Ainsi, o(n) = o(n2) est vrai alors que o(n2) = o(n) est faux !. Attention !! On �evitera d'�erire des �egalit�es du type : un = 1n + 1n2 + o( 1n ).En e�et, dans ette expression le terme 1=n2 est un o(1=n) et n'apporte don auune information int�eressante.On �erira don simplement un = 1n + o( 1n ).Exemple 19.1. Si un = n+ 1n2 + 1 d�emontrer que un = 1n + o( 1n ). 14



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/2. Si un = 1n + o( 1n ) et vn = 1n2 + o( 1n2 ), que peut-on dire de un + vn ?Exerie : 21Soit l 2 R.Que dire d'une suite (un) �a termes non nuls v�eri�ant un = l + o(un)?Th�eor�eme 25 : Comparaisons de r�ef�erene1. Si 0 < � < � alors n� = o(n�) et 1n� = o( 1n� )2. Si 0 < � et 0 < � alors (lnn)� = o(n�)3. Si 0 < � et 0 < � alors n� = o(e�n) et par transitivit�e : (ln n)� = o(e�n)4. Si 1 < a et 0 < � alors n� = o(an)5. Si 1 < a alors an = o(n!)6. n! = o(nn)Preuve 25 :1. Les 4 premiers r�esultats proviennent des omparaisons entre fontions de r�ef�erene.2. Pour prouver que an = o(n!), en pourra montrer que un = ann! ! 0 en �etudiant la limite de un+1un3. Pour prouver que n! = o(nn), en pourra montrer que un = n!nn ! 0 en majorant junj par 1n .Remarque 24. Bien retenir es r�esultats ar ils sont tr�es utilis�es en pratique !!Exemple 20. Classer les suites, dont les termes g�en�eraux sont les suivants, par ordre de n�egligeabilit�e.1. (a) 1n (b) 1n2 () lnnn (d) lnnn2 (e) 1n: lnn2. (a) n (b) n2 () n lnn (d) pn lnn (e) n2lnn8.3 La relation � : "est �equivalent �a ..."D�efinition 13 : Suites �equivalentesOn dit que deux suites (un) et (vn) sont �equivalentes (Notation : un � vn) lorsque : un � vn = o(vn)Lorsque la suite (vn) ne s'annule pas �a partir d'un ertain rang, ela revient �a dire que :unvn �����!n!+1 1Remarque 25. La relation "�" est une relation d'�equivalene sur l'ensemble des suites.. un � vn n'implique pas que : un � vn ! 0.. un � vn ! 0 n'implique pas que : un � vn.Pour montrer que un � vn, on peut utiliser l'une des 3 m�ethodes suivantes :{ soit on montre que : unvn ! 1,{ soit on montre que : un = vn(1 + "n) ave "n ! 0,{ soit on montre que : un = vn + "n ave "n = o(vn).Exemple 21. Trouver un �equivalent de la suite (un) v�eri�ant : un + o(un) = n+ o(n).Remarque 26. Equivalent d'une suite onvergente : Si un ! l 2 R� alors un � l. En revanhe, si un ! 0 il ne faudra pas �erire un � 0 !!En e�et, d'apr�es la d�e�nition, un � 0 signi�e que un est nulle �a partir d'un ertain rang, e qui n'est en g�en�eral pas leas d'une suite qui tend vers 0. 15



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 22.{ Si P est une fontion polynomiale alors P(n) est �equivalent au terme de plus haut degr�e{ Si F est une fontion rationnelle alors F(n) est �equivalent au rapport des termes de plus haut degr�e{ Si un = �n + o(�n) alors un � �n. Ainsi : � n+ lnn � nn2 + n+ 1n � n2Th�eor�eme Fondamental 26 : Un �equivalent permet d'obtenir la limite d'une suiteSi � un � vnvn 7! l 2 R , alors un 7! l.Preuve 26 : On a un = vn(1 + "n) ave "n ! 0.Th�eor�eme 27 : Un �equivalent simple permet d'obtenir le signe d'une suiteSi deux suites sont �equivalentes : un � vn alors elles sont de même signe �a partir d'un ertain rang.Preuve 27 : Dans le as o�u vn 6= 0, on a : unvn = 1 + o(1). Par ons�equent, unvn � 0 �a partir d'un ertain rang.Remarque 27. Lorsqu'une suite (un) admet pour limite 0 ou l'1, un �equivalent de un donne la "vitesse" �a laquelle untend vers ette limite.Ainsi :1. si un � 1n et vn � 1n2 , omme 1n2 = o( 1n ), alors vn = o(un) et don (vn) tend plus rapidement vers 0 que (un).2. si un � n2 et vn � en, omme n2 = o(en), alors un = o(vn) et don (vn) tend plus rapidement vers +1 que (un).9 Reherhe pratique d'�equivalentsPour reherher la limite d'une suite (un), il est tr�es utile de ommener par en reherher un �equivalent !!9.1 Les �equivalents usuelsNous admettrons pour l'instant les �equivalents lassiques suivants :Th�eor�eme 28 : Equivalents usuelsSoit (un) une suite telle que un 7! 0 .Alors :1. sinun � un2. tanun � un3. shun � un4. th un � un5. arsinun � un 6. artanun � un7. argshun � un8. argthun � un9. [1� osun℄ � u2n=210. [1� hun℄ � �u2n=2 11. ln(1 + un) � un12. [eun � 1℄ � un13. [(1 + un)� � 1℄ � �unlorsque � 2 R�Exemple 23. Donner des �equivalents des suites suivantes :1. un =r1� sin 1nn2 � 1 2. vn = en2e�n+1 � e 3. wn = ln(n sin 1n )9.2 Produit, quotient et puissane d'�equivalentsTh�eor�eme 29 : Produit, quotient, puissane d'�equivalentsSoient quatre suites (un), (an) et (vn), (bn) v�eri�ant un � an et vn � bn alors :1. unvn � anbn2. unvn � anbn (si vn et bn ne s'annulent pas)3. u�n � a�n 8� 2 R (uniquement pour des suites �a termes positifs lorsque � =2 Z).. Ii � est un r�eel qui ne doit pas d�ependre de n.16



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 29 : On se plae dans le as o�u les suites (an) et (bn) ne s'annulent pas et on utilise la d�e�nition parla limite.. On peut multiplier ou diviser des �equivalents, mais nous allons voir qu'on ne peut pas les additionner ouprendre leur image par une fontion quelonque (exponentielle, logarithme et . . . ) sans prendre ertaines pr�eautions.Exemple 24.1. Somme : Soit � un = n3 + nvn = �n3 + n2 . On a alors � un � n3vn � �n3 et pourtant (un + vn) 6� 02. Exponentielle : Soit un = n2 + n. On a alors un � n2 et pourtant eun 6� en23. Logarithme : Soit un = 1 + 1=n. On a alors un � 1 et pourtant lnun 6� ln 1.9.3 Logarithme et exponentielle d'�equivalentsTh�eor�eme 30 : Logarithme et Exponentielle d'�equivalentsSoient (un); (an) 2 RN , telles que : un � an :- Si un ! l 2 Rnf1g alors lnun � ln an- Si un ! 1 alors lnun = ln(1 + (un � 1)) � un � 1- Si un � an ! 0 alors eun � eanPreuve 30 : Pas de diÆult�e.Exemple 25. D�eterminer un �equivalent simple des suites de terme g�en�eral :1. un = ln(sin 1n). 2. vn = e(sin 1n ).Remarque 28.Un �equivalent simple d'une suite est un produit-quotient de suites de r�ef�erenes. Par exemple : p2�n2n2 , n3: ln2 n3n . . .En partiulier, un �equivalent simple ne sera jamais une somme de suites.Exemple 26. Prouver que :1. 1�(n+ 1) � 1�n2. en2+n+ 1n � en2 :en3. ln(n2 + n+ 1) � 2 lnn4. �n2 + 3n4:3n � 2n+1 � �n24:3n5. pln(n+ 1)� lnn � 1pn
6. ln(n2 + 1)n+ 1 � 2 lnnn7. en + n!n+ 1 � (n� 1)!8. pn+ 1�pn � 12pn9. en + e�n + npn2 + n� n � 2en

10. en2+n!+ 1n � en2+n!11. ln(n2 + 3n)� ln(n2 + 4n) � n ln 3412. lnn+ n!n2 + (n+ 1)! � 1n+ 1. Contrairement aux "o" et aux "O", on ne peut supprimer les onstantes multipliatives dans les �equivalents.Cas des suites de la forme un = abnnLorsqu'une suite se pr�esente sous la forme un = abnn , il faut ommener par l'exprimer sous la formeun = ebn: ln(an)On essaie alors de faire apparâ�tre les �equivalents onnus pour le logarithme et l'exponentielle .... Si ( un �����!n!+1 1vn �����!n!+1 +1 , alors uvnn ne tend pas for�ement vers 1: 'est une forme ind�etermin�ee 11 !Exemple 27. Trouvez la limite des suites de terme g�en�eral : �1 + 1n�n et �1� 1n�n.17



Cours MPSI-2010/2011 Les suites r�eelles http://pasal.delahaye1.free.fr/9.4 Reherhe d'un �equivalent d'une sommeSi un = an + bn.1. Cherher un �equivalent simple des suites (an) et (bn) : � an = �n + o(�n)bn = �n + o(�n) .2. (a) Si les deux �equivalents ne sont pas du même ordre de grandeur :Si par exemple �n = o(�n), alors un = �n + o(�n) et don un � �n.(b) Si �n + �n 6= 0 :Alors �n = ��n ave � 6= �1 et on a un = (�+ 1)�n + o(�n) et don un � (�+ 1)�n() Si �n + �n = 0 :Alors on re-transforme un en essayant de faire apparâ�tre les �equivalents usuels ou en utilisant lesd�eveloppements Limit�es.Remarque 29. Les r�esultats pr�e�edents doivent être syst�ematiquement r�ed�emontr�es �a haque fois qu'ils sont utilis�es.Exemple 28. Montrer que :1. pn+ 1�pn� 1 � 1pn2. ln(1 + 1=n2) + sin(1=n) � 1n3. ln(1 + 1=n) + sin(2=n) � 3n4. pos(1=n)� esin(1=n2) � �54n2
5. ln(n2 + 3)� ln(n2 + 1=n) � 3n26. os�ln�1 + sin(1=n)��� esin(1=n) � � 1n7. esin 1n2 �p1 + e�n � 1n28. ln(n2 + 2n) � n ln 29. ln�en2 + 1n2 + n �� os(1=n) � �1n9.5 Appliation �a l'�etude de la onvergene des suites fontionnellesLorsqu'une suite fontionnelle fait apparâ�tre une forme ind�etermin�ee, on pourra la lever en utilisant les �equivalentsplutôt que les limites usuelles.Exemple 29. Reherher la limite des suites suivantes et en donner un �equivalent.:1. un = sin[tan(ln(n+ 1)� lnn)℄ 2. vn = qos 1n � 1ln(n+ 1)� lnn 3. wn = ln �os 1n�1� os e�n. Inutile de s'aharner �a trouver un �equivalent de un lorsque l'objetif est simplement de reherher sa limite !Exemple 30. Trouvez les limites des suites de terme g�en�eral : �1 + 1n�n2 et �1� 1n�n2 .Exerie : 22Etudier la onvergene de la suite de terme g�en�eral : un = �os 1n�n4 sin 1n2Remarque 30. Lorsqu'une suite onverge vers un r�eel l, on pourra �etudier la vitesse de onvergene vers l en reherhantun �equivalent de vn = un � l.Exemple 31. Vitesse de onvergene de (un) d�e�nie par : un = ln enn+ 1.
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