
Les fon
tions r�eelles d'une variable r�eellePropri�et�es Globales|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur5 janvier 2011Dans 
e 
hapitre, les fon
tions sont �a valeurs dans R et seront d�e�nies sur un intervalle I de R.Apr�es nous être int�eress�es aux propri�et�es LOCALES des fon
tions (limite, 
ontinuit�e en un point, �equivalents, bran
hesin�nies), nous allons maintenant d�e
rire les fon
tions de fa�
on plus GLOBALE en nous int�eressant �a leur 
omportementsur la totalit�e de leur ensemble de d�e�nition.1 Propri�et�es de baseD�efinition 1 : Fon
tions paires, impairesSoit f une fon
tion d�e�nie sur un intervalle I sym�etrique par rapport �a 0.On dit que : f est paire ssi 8x 2 I; f(�x) = f(x)f est impaire ssi 8x 2 I; f(�x) = �f(x)Remarque 1. Si f et g sont paires (resp. impaires) alors, f+g, et �f le sont aussi.On dira que l'ensemble des fon
tions paires (resp. impaires) de F (I;R) forment un sous-espa
e ve
toriel de F (I;R).(Voir le 
ours sur les espa
es ve
toriels)Remarque 2. Sauriez-vous red�emontrer que toute fon
tion r�eelle se d�e
ompose de fa�
on unique 
omme somme d'unefon
tion paire et d'une fon
tion impaire?Exemple 1. (�) Etudier la parit�e de la fon
tion f d�e�nie par f(x) = ln(p1 + x2 � x).D�efinition 2 : Fon
tions p�eriodiquesUne fon
tion f d�e�nie sur R est p�eriodique ssi 9T > 0; 8x 2 I; f(x+ T ) = f(x)Remarque 3. Si f et g sont p�eriodiques de même p�eriode T, alors f + g, f:g et �f sont aussi p�eriodiques de p�eriode T .On dira que l'ensemble des fon
tions p�eriodiques de F (I;R) forme une sous-alg�ebre de F (I;R).(Voir le 
ours sur les espa
es ve
toriels)Exemple 2. (�) D�eterminer la plus petite p�eriode de la fon
tion d�e�nie sur I par f(x) = 
os(5x+ 3)1 + tan2(x=3) .D�efinition 3 : Fon
tions lips
hitziennes aUne fon
tion f 2 F(I; R) est lips
hitzienne sur l'intervalle I ssi9k > 0 tel que 8(x; y) 2 I2; ��f(x)� f(y)�� � kjx� yjDans 
e 
as, on dit que la fon
tion f est k-lips
hitzienne sur I .aRudolf Lips
hitz (1832 � 1903), Allemand. 1
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Fon
tions k-lips
hitziennesExemple 3.1. (�) Montrer que la fon
tion sin est 1-lips
hitzienne sur R.2. (��) Montrer que la fon
tion x 7! px n'est pas lips
hitzienne sur R+ .Remarque 4. Une fon
tion qui admet une tangente verti
ale ou une asymptote verti
ale sur un intervalle I n'est paslips
hitzienne sur 
et intervalle. Cette propri�et�e ne peut être utilis�ee en exer
i
e. Il faut don
 savoir mettre en pla
eun raisonnement adapt�e �a 
haque 
as.Proposition 1 : Compos�ee de fon
tions lips
hitziennesSi f et g sont lips
hitziennes sur I � R, alors f Æ g l'est aussi.Preuve 1 :On montre fa
ilement que si � f est k1-lips
hitzienne sur Rg est k2-lips
hitzienne sur R alors fog est k1:k2-lips
hitzienne sur I .Exer
i
e : 1(�) Montrer que si f est lips
hitzienne sur [a;b℄ et [b;
℄ alors f est lips
hitzienne sur [a;
℄.Exer
i
e : 2(�) Soit une fon
tion f lips
hitzienne sur R. Montrez qu'il existe (a; b) 2 R2 tels que 8x 2 R; jf(x)j � ajxj+ b.2 Continuit�e2.1 D�e�nition et propri�et�esD�efinition 4 : Fon
tions 
ontinues sur un intervalleOn dit qu'une fon
tion f est 
ontinue sur un intervalle I ssi 
ette fon
tion est 
ontinue en 
haque point de I .On note C(I) ou C0(I) l'ensemble des fon
tions 
ontinues sur I .Remarque 5. Le fait qu'une fon
tion soit 
ontinue sur un intervalle I , 
orrespond intuitivement au fait que l'on puissetra
er sa 
ourbe repr�esentative sans lever le 
rayon. La 
ontinuit�e en un point est une notion lo
ale, alors que la
ontinuit�e sur un intervalle est une notion globale.Exemple 4.{ Les fon
tions polynomiales sont 
ontinues sur R{ Les fon
tions rationnelles sont 
ontinues sur leur ensemble de d�e�nition.{ Les fon
tions ln ; exp ; sin ; 
os ; tan ; ar

os ; ar
sin ; ar
tan ; 
h ; sh ; th ; arg
h ; argsh ; argth sont 
ontinuessur leur ensemble de d�e�nition.Th�eor�eme 2 : Op�erations sur les fon
tions 
ontinues1. Si f et g sont 
ontinues sur un intervalle I, alors f + g, f � g, jf j et �:f le sont aussi.Si de plus, g ne s'annule pas sur I alors fg est aussi 
ontinue sur I .2. Si f et g sont 
ontinues sur un intervalle I, alors � sup(f; g)inf(f; g) le sont aussi.3. Si (f est 
ontinue de I sur Jg est 
ontinue sur J , alors gof est 
ontinue sur I.4. Si (f est 
ontinue sur [a, b℄f est 
ontinue sur [b, 
℄ , alors f est 
ontinue sur [a; 
℄.5. Si f est la restri
tion sur J � I d'une fon
tion 
ontinue sur I , alors f est 
ontinue sur J .2
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 2 : La plupart de 
es r�esultats ont �et�e d�emontr�es de fa�
on lo
ale. Leur extension �a I est imm�ediate !Remarque 6. On dira que (C(I; R); + ; :) est un R-espa
e ve
toriel.Exer
i
e : 3(�) Etudier la 
ontinuit�e de la fon
tion d�e�nie sur R par : f(x) = E(x) +px�E(x)Exer
i
e : 4(�) Soit n 2 N� . Etudier la 
ontinuit�e de la fon
tion un d�e�nie sur [0; 1℄ par :- un(x) = pn si 0 � x � 12n- un(x) = 2pn(1� nx) si 12n < x < 1n- un(x) = 0 si 1n � x � 1Exer
i
e : 5(��) On 
her
he i
i les morphismes 
ontinus du groupe (R;+).1. Soit f : R 7! R une fon
tion v�eri�ant : 8(x; y) 2 R2 ; f(x+ y) = f(x) + f(y)(a) D�emontrer que 8k 2 Z et 8x 2 R on a : f(kx) = k:f(x)(b) En notant � = f(1), 
al
uler f(p) pour tout p 2 Z, puis d�eterminer f(1=q) et f(p=q) pour p 2 Z et q 2 N� .2. D�eterminer alors toutes les fon
tions f 
ontinues v�eri�ant la relation 
i-dessus.2.2 Cas des fon
tions lips
hitiziennesTh�eor�eme 3 : Une fon
tion lips
hitzienne est 
ontinueSi une fon
tion f : I 7! R est k-lips
hitzienne sur I , alors f est 
ontinue sur l'intervalle I .Preuve 3 : La relation qui 
ara
t�erise les fon
tions lips
hitziennes sur un intervalle I donne fa
ilement la
ontinuit�e en tout point de I .Exemple 5.Les fon
tions x 7! x2, et x 7! px, sont-elles lips
hitziennes sur leur ensemble de d�e�nition? Sont-elles 
ontinues?Remarque 7. Comme le montre un des exemples pr�e
�edents, une fon
tion peut-être 
ontinue sur un intervalle sans êtrelips
hitzienne sur 
et intervalle. Pensez-vous qu'une fon
tion d�erivable sur I est lips
hitizienne sur I ? Et l'inverse?

Fon
tions 
ontinues, lips
hitziennes et d�erivablesExer
i
e : 6(�) Soit une fon
tion f : R 7! R k-lips
hitzienne sur R, ave
 0 < k < 1. (On dit que la fon
tion f est 
ontra
tante).On 
onsid�ere la suite r�e
urrente d�e�nie par : u0 2 R et 8n 2 N; un+1 = f(un)1. Montrez que si la fon
tion f admet un point �xe l alors il est unique.2. On suppose que la fon
tion f admet un point �xe l.Montrez que la suite (un) 
onverge vers 
e point �xe l.
3
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al.delahaye1.free.fr/2.3 Th�eor�emes des Valeurs Interm�ediaires (TVI)Th�eor�eme Fondamental 4 : Th�eor�eme des valeurs interm�ediaires (TVI-1)Soit un intervalle I � R et une fon
tion f : I 7! R.Soit deux r�eels (a; b) 2 I 2 ave
 a < b.Si (f est 
ontinue sur le segment [a;b℄t 2 [f(a); f(b)℄ alors il existe 
 2 [a; b℄ tel que f(
) = t.Preuve 4 : Ce r�esultat est normalement admis mais la d�emonstration est int�eressante.Dans le 
as o�u f(a) � t, � = fx 2 [a; b℄ j f(x) � tg est une partie non vide de R major�ee.Elle admet don
 une borne sup�erieure 
. Il s'agit alors de prouver que f(
) = t.
a b� 
 = sup�utFig. 1 { D�emonstration du TVI-1Remarque 8.1. Si f n'est pas 
ontinue, alors 
 n'existe pas for
�ement.2. TVI-2 : Lorsque � f est 
ontinue sur [a; b℄f(a)f(b) < 0 , il existe 
 2 [a; b℄ tel que f(
) = 0.Dessin

TVI-1 TVI-2 Cas non 
ontinuRemarque 9. : les TVI montrent l'existen
e d'un r�eel 
, mais pas son uni
it�e.Pour prouver l'uni
it�e, on utilisera plutôt le th�eor�eme de la bije
tion vu au paragraphe suivant.Exer
i
e : 7(�) Soit une fon
tion f : [0;1℄ 7! [0;1℄ 
ontinue. Montrez qu'elle admet un point �xe.Exer
i
e : 8(��) Un 
y
liste par
ourt 20 km en une heure.1. Montrer qu'il existe un intervalle d'une demi-heure pendant lequel il a par
ouru exa
tement 10 km.2. Montrer qu'il existe un intervalle de 3mn pendant lequel il a par
ouru exa
tement 1 km.Exer
i
e : 9(�) Montrer qu'une fon
tion f : I ! J bije
tive et 
ontinue est stri
tement monotone sur I .Corollaire 5 : Image 
ontinue d'un intervalleSoit un intervalle I et une fon
tion f 2 C(I) 
ontinue sur 
et intervalle.Alors, la partie f(I) est aussi un intervalle de R (ou un singleton).4



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Globale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 5 : Grâ
e au th�eor�eme pr�e
�edent, 
e r�esultat se d�emontre fa
ilement par l'absurde.Ce th�eor�eme peut être utilis�e pour prouver la non 
ontinuit�e d'une appli
ation sur ISi I est un intervalle et si f(I) n'en est pas un, alors f n'est pas 
ontinue sur I .Exemple 6. (�) Soit la fon
tion f d�e�nie sur I = [0;1℄ par : (f(x) = x si x 2 Qf(x) = 1=2 si x 62 QAlors : � sup f([0;1℄) = 1inf f([0;1℄) = 0 mais f([0;1℄) 6= [0;1℄ don
 la fon
tion f n'est pas 
ontinue sur [0; 1℄.Exer
i
e : 10(� � �) Soit f une appli
ation r�eelle monotone d�e�nie sur un intervalle I . Montrer que :f est 
ontinue sur I () f(I) est un intervalleTh�eor�eme Fondamental 6 : Weierstrass : L'image 
ontinue d'un segment est un segmentSoit deux r�eels (a; b) 2 R2 et une fon
tion f : [a;b℄ 7! R 
ontinue sur le segment [a;b℄.Alors, l'image dire
te du segment [a;b℄, est un segment [m; M ℄.
Image 
ontinue d'un segment Image 
ontinue d'un intervalle ouvertPreuve 6 : R�esultat admis !Exemple 7. (�) Soit f une appli
ation 
ontinue sur R.Prouver que la fon
tion h d�e�nie par h(x) = supu2[0; px℄ f(u) est d�e�nie sur R+ .Remarque 10. Cas des fon
tions 
ontinues et monotones :1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b℄.{ Si f est stri
tement 
roissante sur [a;b℄ alors f([a;b℄) = [f(a);f(b)℄{ Si f est stri
tement d�e
roissante sur [a;b℄ alors f([a;b℄) = [f(b);f(a)℄2. Plus g�en�eralement, si f est 
ontinue et stri
tement monotone sur I alors I et f(I) sont de même nature.Par exemple, si f est une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissante sur ℄a; b[ dans f(℄a; b[) (a et b �eventuellementin�nis) alors :f(℄a; b[) =℄�; �[ ave
 ( � = limx!a f(x)� = limx!b f(x) . (v�eri�er l'existen
e de 
es limites !)Plus g�en�eralement, les bornes de J et de I se 
orrespondent �a l'ordre pr�es.Corollaire 7 : une fon
tion r�eelle d�e�nie et 
ontinue sur un segment est don
 born�ee et atteint ses bornes !Preuve 7 : Imm�ediat !Exer
i
e : 11(�) Soient deux fon
tions f; g : [0;1℄ 7! R 
ontinues telles que 8x 2 [0;1℄; f(x) < g(x)Montrer qu'il existe � > 0 tel que 8x 2 [0;1℄; f(x) + � � g(x)5
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i
e : 12(�) Soit f : R 7! R born�ee et g : R 7! R 
ontinue sur R.Montrer que les fon
tions fog et gof sont elles aussi born�ees.Exer
i
e : 13(��) Soient f; g 2 C([0; 1℄; R) telles que 8x 2 [0; 1℄, 0 < f(x) < g(x).Soit (xn) 2 [0; 1℄N et (un) 2 RN d�e�nie par un = �f(xn)g(xn) �n.Etudier la 
onvergen
e de (un).2.4 Th�eor�eme de la bije
tionTh�eor�eme Fondamental 8 : Th�eor�eme de la bije
tionSoit une fon
tion f : I 7! R. On note J = f(I).On suppose que la fon
tion f est : (
ontinue sur l'intervalle Istri
tement monotone sur IAlors la fon
tion f r�ealise une bije
tion de l'intervalle I vers l'intervalle J , et sa bije
tion r�e
iproque f�1 : J 7! Iest une fon
tion stri
tement monotone de même sens que f et 
ontinue sur J .Preuve 8 : Nous avons i
i 4 r�esultats �a d�emontrer ...1. On justi�e que J est un intervalle.2. On montre que si f n'est pas bije
tive, alors elle ne peut pas être stri
tement monotone.3. On suppose par exemple que f est stri
tement 
roissante et on d�emontre par l'absurde que f�1 l'est aussi.4. Pour montrer la 
ontinuit�e de la fon
tion f�1, on peut utiliser 
e que l'on sait sur l'image d'un intervallepar une fon
tion 
ontinue et stri
tement monotone.Remarque 11. Une fon
tion f stri
tement monotone sur I est une bije
tion de I dans f(I), même si f n'est pas
ontinue. En revan
he, rien ne nous permet d'aÆrmer que f(I) est i
i un intervalle.Remarque 12. Graphe de la bije
tion r�e
iproqueLes 
ourbes repr�esentatives de f et f�1 se d�eduisent l'une de l'autre par une sym�etrie par rapport �a la droite y = x.

Exemple 8. La fon
tion ln est 
ontinue et stri
tement 
roissante de R+� dans R. Elle admet don
 une bije
tionr�e
iproque (appel�ee "fon
tion exponentielle") 
ontinue et stri
tement 
roissante de R dans R+� .Remarque 13. Que dire d'une fon
tion 
ontinue et inje
tive sur un intervalle I ?Exer
i
e : 14(��) Soit f : R 7! R d�e�nie par f(x) = x1 + jxj .1. Montrer que f est bije
tive de R dans un intervalle J que l'on d�eterminera.2. D�eterminer pour y 2 J , une expression de f�1(y) analogue �a 
elle de f(x).Exer
i
e : 15(�) D�eterminer le nombre de solution(s) de l'�equation a = x:e�x selon les valeurs de a.Exer
i
e : 16 6
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al.delahaye1.free.fr/(��) Pour un entier n 2 N� , on d�e�nit la fon
tion fn : [0;+1[ �! Rx 7! xn + xn�1 + � � �+ x� 11. Montrez qu'il existe un unique r�eel un 2 [0;1℄ tel que fn(un) = 0.2. Montrez que la suite (un) 
onverge.3. D�eterminez la limite de la suite (un).Remarque 14. Sauriez-vous expliquer les 
onditions d'appli
ation et justi�er la m�ethode d'estimation de la solution del'�equation f(x) = 0 par di
hotomie?3 Fon
tions uniform�ement 
ontinuesD�efinition 5 : Fon
tion uniform�ement 
ontinueSoit une fon
tion f : I 7! R d�e�nie sur un intervalle I .On dit qu'elle est uniform�ement 
ontinue sur I lorsque :8" > 0; 9� > 0; tel que 8(x; y) 2 I2; jx� yj � � ) jf(x)� f(y)j � "Le nombre � est ind�ependant des r�eels (x; y) et s'appelle un module d'uniforme 
ontinuit�e.
Fon
tion uniform�ement 
ontinue :Proposition 9 : Soit f : I 7! R. Alors :(f lips
hitzienne sur I)) (f uniform�ement 
ontinue sur I)) (f 
ontinue sur I)Preuve 9 : Pas de diÆ
ult�e.

Ensembles des fon
tions 
ontinues, uniform�ement 
ontinues et lips
hitziennesExemple 9. (��) Montrer que la fon
tion f : x 7! px est uniform�ement 
ontinue sur R+ .Proposition 10 : CS de non 
ontinuit�e uniformeSoit f : I 7! R.Si il existe (xn); (yn) 2 IN telles que � xn � yn 7! 0f(xn)� f(yn) 67! 0 alors f n'est pas uniform�ement 
ontinue sur I .Preuve 10 : On montre que si f �etait uniform�ement 
ontinue alors on aurait f(xn)� f(yn) 7! 0.7
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 15. On pourra utiliser la proposition pr�e
�edente pour prouver qu'une appli
ation f : I 7! R n'est pasuniform�ement 
ontinue sur l'intervalle I .Exemple 10. (�) Montrer que f : R+� �! Rx 7! lnx et g : R �! Rx 7! 
osx2 ne sont pas uniform�ement 
ontinues.
Exemples de fon
tions non uniform�ement 
ontinuesTh�eor�eme 11 : Th�eor�eme de HeineUne fon
tion 
ontinue sur un segment est uniform�ement 
ontinue sur 
e segment.Preuve 11 : La d�emonstration de 
e th�eor�eme n'est pas exigible.On pro
�ede par l'absurde.Supposons qu'il existe un " > 0 tel que 8� > 0, il existe (x; y) 2 [a; b℄2 tel que jx� yj � � et jf(x)� f(y)j > ".Pour tout n 2 N� , prenons � = 1n .On 
onstruit alors deux suites (xn) et (yn) de [a; b℄ telles que jxn � ynj � 1n+ 1 et jf(xn)� f(yn)j > ".La suite (xn) est born�ee ...On peut don
 en extraire une suite 
onvergente (th�eor�eme de Bolzano-Weirstrass) (x'(n)) 7! 
 2 [a; b℄.On montre alors fa
ilement que (y'(n)) 7! 
 2 [a; b℄.La 
ontinuit�e de f en 
 permet alors de mettre en �eviden
e une 
ontradi
tion !Exemple 11. (�) Prouver que si une appli
ation est uniform�ement 
ontinue sur les segments [a; b℄ et [b; 
℄, alors elleest uniform�ement 
ontinue sur [a; 
℄.Exer
i
e : 17(��) On 
onsid�ere une fon
tion 
ontinue f : R 7! R et on suppose que f(x) �����!x!�1 l 2 R.Montrer que la fon
tion f est uniform�ement 
ontinue sur R.Exer
i
e : 18(��) Montrer qu'une fon
tion f 
ontinue et p�eriodique sur R est uniform�ement 
ontinue sur R.
Exemples de fon
tions uniform�ement 
ontinues
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