
Comment faire des math�ematiques ?|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur12 septembre 20101 Table de v�erit�e1.1 Notion de propositionD�efinition 1 :Une proposition est une aÆrmation qui peut prendre deux valeurs logiques : V (VRAI) ou F (FAUX).Remarque 1. Une proposition est aussi parfois appel�ee une propri�et�e, une aÆrmation ou une assertion.Exemple 1. Voi
i quelques exemples de propositions :1. "Il pleut a
tuellement �a Ta��wan"2. "Toute fon
tion f d�e�nie sur R est d�erivable sur R"3. "Il existe une in�nit�e de nombres premiers"4. "lnx > 0"5. "Dieu existe !" 6. "Par deux points il ne passe qu'une seule droite"7. "Tout entier pair est somme de deux nombres premiers"(Conje
ture de Goldba
h 1670 - 1764)8. 1 + 1 = 39. "Je suis un menteur"Remarque 2. Il existe don
 plusieurs types de propositions :1. Des propositions qui sont fausses ou vraies de fa�
on �evidente. (8)2. Des propositions que l'on a

epte 
omme vraies sans 
her
her �a les remettre en 
ause. (6)3. Des propositions dont la valeur logique est v�eri�able �a l'aide �eventuellement d'une d�emonstration. (2, 3)4. Des propositions pour lesquelles nos 
onnaissan
es sont insuÆsantes pour r�epondre. (1, 4)5. Des propositions inv�eri�ables. (5, 7?)6. Des propositions paradoxales qui ne peuvent être ni vraies, ni fausse. (9)Remarque 3.1. Pour exprimer qu'une proposition A est vraie, on dira tout simplement : "On a A".Ainsi au lieu de dire "la proposition 1 + 1 = 2 est vraie", on dira : "on a 1 + 1 = 2".2. Dans le 
ours de math�ematiques les propositions ren
ontr�ees seront soit vraies, soit fausses soit in
ompl�etes.On rendra soin de ne jamais �e
rire de proposition in
ompl�ete !Exemple 2. (�) Les propositions math�ematiques suivantes sont-elles vraies, fausses ou in
ompl�etes?Justi�ez votre r�eponse et 
ompl�eter les propositions in
ompl�etes a�n de les rendre vraies.1. sinx � x2. 2Z� N3. x � 0 si et seulement si x2 � 0 4. Soit z 2 C .Si z + �z = 0 alors z 2 R5. x 7! jxj est d�erivable. 6. Les nombres impairs sont premiers.7. 
os2 x+ sin2 x = 18. ex s'annule sur [�1; 1℄
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Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Prin
ipe des math�ematiques :On "fait des math�ematiques" en partant de d�e�nitions (R, ensemble, point, droite, parall�elisme . . . ) et d'un petitnombre de propositions que l'on suppose être VRAIES (les axiomes). On 
onstruit alors de nouvelles propositions quel'on d�emontre être soit vraies soit fausses, le but �etant d'a

roitre le plus possible le nombre de propositions VRAIES.D�emontrer une proposition 
onsiste �a justi�er, sans sus
iter le moindre doute, qu'une proposition donn�ee est vraie.Exemple 3. En g�eom�etrie eu
lidienne par exemple, on d�e�nit entre autre les notions de points, de droites et deparall�elisme et on pose l'axiome suivant : "par un point, il ne passe qu'une seule droite parall�ele �a une droite donn�ee".A l'aide de 5 axiomes de base (
f 
i-dessous), on peut alors d�emontrer l'ensemble des propri�et�es usuelles de g�eom�etrieeu
lidienne. Pour d�evelopper des g�eom�etries non-eu
lidiennes, il suÆt de remettre en 
ause l'un des 5 axiomes d'Eu
lide.Les axiomes d'Eu
lide :1. Tout segment peut se prolonger ind�e�niment des deux 
ôt�es.2. Par deux points du plan, il ne passent qu'une seule droite.3. Par un point du plan, il ne passe qu'une seule droite parall�ele �a une autre.4. Tous les angles droits ont la même mesure.5. On peut 
onstruire des 
er
les de rayon aussi grand que l'on veut et dont le 
entre est un point du plan donn�e.Les d�emonstrations permettant de d�e
ouvrir la valeur de v�erit�e (vrai ou faux) d'une proposition donn�ee reposent surdes r�egles de logique abord�ees dans la partie suivante.1.2 R�egles de logiqueUne fa�
on simple de 
onstruire de nouvelles propositions �a l'aide de propositions initiales est d'utiliser les 5 
onne
teurslogiques : "non", "et", "ou", ")" et "()".Les valeurs logiques des nouvelles propositions obtenues d�ependent des valeurs logiques des propositions initiales de lafa�
on suivante :D�efinition 2 : R�egles de logiqueSoient 2 propositions donn�ees A et B :1) On dira que "nonA" est VRAIE si A est FAUSSE.2) On dira que "A et B" est VRAIE si A et B sont VRAIES simultan�eement.3) On dira que "A ou B" est VRAIE si l'une des 2 propositions est VRAIE.4) On dira que "A) B" est VRAIE si A est fausseou si B est VRAIE lorsque A est VRAIE.5) On dira que "A() B" est VRAIE si A et B ont la même valeur de v�erit�e.Remarque 4. Dans le 
as o�u la 
ondition n'est pas v�eri��ee, les 5 propositions pr�e
�edentes sont bien entendu, FAUSSES.Une "table de v�erit�e" r�esume 
ela :A B non A A et B A ou B A) B A() BV V F V V V VV F F F V F FF V V F V V FF F V F F V VRemarque 5. Commentaires sur A) B.1. Pour prouver que A) B est VRAIE, 
omme la valeur de v�erit�e de A n'est en g�en�eral pas 
onnue, on montreraque si A est vraie, alors B l'est aussi.Ainsi, le raisonnement sera le suivant : "Supposons que A est vraie et montrons que B l'est aussi ..."2. Que dire de la proposition : "pour x 2 R; ex < 0) x > 0"?Exemple 4. (�) La valeur de v�erit�e de "(A et B) () (A ) B)" d�epend-elle des valeurs de v�erit�e de A et B ?Remarque 6.Les probl�emes de math�ematiques se pr�esentent sous la forme : << D�emontrer que "proposition" >>.Il faut en fait 
omprendre la question de la fa�
on suivante : << D�emontrer que "proposition" est vraie >>.2



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple : "d�emontrer que A() B" signi�e, "d�emontrer que la proposition A() B est VRAIE". Pour 
ela, il suÆtd'apr�es la table de v�erit�e de d�emontrer que A et B ne peuvent pas être l'une VRAIE et l'autre FAUSSE.D�efinition 3 : Propositions logiquement �equivalentesOn dira que deux propositions sont logiquement �equivalentes lorsqu'elles ont la même table de v�erit�e.Remarque 7. Dans le 
as de deux propositions logiquement �equivalentes, on pourra montrer que l'une est vraie (oufausse) en prouvant que l'autre l'est.Th�eor�eme 1 : Quelques propositions logiquement �equivalentes1. "A() B" est logiquement �equivalente �a "(A) B) et (B ) A)"2. "non(A et B)" est logiquement �equivalente �a "(nonA ou nonB)"3. "non(A ou B)" est logiquement �equivalente �a "(nonA et nonB)"4. "(A) B)" est logiquement �equivalente �a "(nonB ) nonA)"Preuve 1 : On 
onstruit les tables de v�erit�e de 
ha
une des deux propositions.Remarque 8. On dispose ainsi d'une grande diversit�e de m�ethodes pour d�eterminer la valeur de v�erit�e d'une propositionmath�ematique.2 La logique des pr�edi
atsDans 
ette se
tion, nous nous int�eressons aux propositions dont la formulation fait apparâ�tre les symboles 8 (signi�-ant "Quel que soit") et 9 (signi�ant "il existe"). On trouve aussi le symbole 9! qui signi�e "il existe un unique". Cessymboles sont appel�es des quanti�
ateurs.1. << 8x 2 A; P (x) >> se lit "Pour tout �el�ement x de l'ensemble A, ON A la propri�et�e P (x)"2. << 9x 2 A j P (x) >> se lit "Il existe un �el�ement x de l'ensemble A TEL QUE la propri�et�e P (x) est vraie"Exemple 5. (�) Comprendre et donner la valeur de v�erit�e des propositions suivantes :1. 8x 2 A; x � 02. 9z 2 C j jzj = 1 3. 8y 2 R; 9x 2 R j y = lnx4. 8x; y 2 R; 9z 2 C j z > x+ y 5. 9N j 8n 2 N; n � N6. 9y 2 R 8x 2 R; y = f(x)Exer
i
e : 1(�) Soit f 2 F(R; R). E
rire �a l'aide des quanti�
ateurs, les propositions suivantes :1. f est 
roissante.2. f est p�eriodique 3. f(R) � [�1; 1℄.4. f prend au moins une fois deux valeurs distantes de 1Remarque 9. ATTENTION �a l'ordre des quanti�
ateurs !!1. 8x 2 A; 8y 2 B; : : : a le même sens que 8y 2 B; 8x 2 A; : : :2. 9x 2 A; 9y 2 B; : : : a le même sens que 9y 2 B; 9x 2 A; : : :3. Mais attention :La proposition 
hange de sens lorsque l'on �e
hange l'ordre les quanti�
ateurs 8 et 9.Expl : on 
onsid�ere f 2 F(R; R). Donnez le sens des deux propositions suivantes :(a) 9y 2 R 8x 2 R; y = f(x)(b) 8x 2 R 9y 2 R j y = f(x)
3



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/M�ethode IMPORTANTE: Pour d�emontrer une proposition formul�ee �a l'aide de quanti�
ateurs :1. << 8x 2 A; P (x) >> se d�emontre toujours en 
ommen�
ant par prendre un x quel
onque dans A.La r�eda
tion est alors la suivante :"Soit x 2 A, prouvons la propri�et�e P (x)"2. Prouver que << 9x 2 A; P (x) >> 
onsiste �a trouver ou �a justi�er �a l'aide d'un th�eor�eme l'existen
e d'un�el�ement x de A tel que la propri�et�e P (x) est vraie.La r�eda
tion est alors la suivante :"Prouvons qu'il existe x 2 A tel que P (x)"Exemple 6. (�) Prouver les propositions suivantes :1. 8m 2 R; 9x 2 R j x2 + (1�m)x�m = 0 2. 9! x 2 R+ j lnx = 3Remarque 10. N�egation d'une proposition formul�ee �a l'aide de quanti�
ateurs :1. le 
ontraire de 8x 2 A; P (x) est :2. le 
ontraire de 9x 2 A; P (x) est :3. le 
ontraire de 8x 2 A; 9y 2 B j P (x; y) est :4. le 
ontraire de 9x 2 A; 8y 2 B j P (x; y) est :Plus g�en�eralement, on nie une proposition formul�ee �a l'aide de quanti�
ateurs :1. en rempla�
ant tous les 8 par des 92. en rempla�
ant tous les 9 par des 83. en prenant le 
ontraire de la proposition �naleExemple 7. (�) Soit f : R ! R. Formuler le 
ontraire des propositions suivantes :1. 9M 2 R j 8x 2 R; f(x) �M 2. 8x 2 R; f(x) � 1 ou f(x) � �1 3. 8x 2 R; f(x) � 0) x � 0Exer
i
e : 2(�) Soit z 2 C . Prouver que : 8" > 0; jzj < ") z = 03 Les m�ethodes usuelles de raisonnementNous allons maintenant pr�esenter les te
hniques de raisonnement les plus usuelles.3.1 Utilisation d'un th�eor�emeD�efinition 4 : Th�eor�emeUn th�eor�eme est une proposition math�ematique VRAIE qui se pr�esente sous la forme d'une impli
ation :00A) B00Il se lit de la fa�
on suivante : << Si A est VRAIE alors B l'est aussi >>.� A 
orrespond aux hypoth�eses du th�eor�eme� B 
orrespond �a la 
on
lusion du th�eor�emeCe th�eor�eme permet don
 de prouver que la proposition B est vraie en v�eri�ant simplement que la propositionA l'est aussi. En d'autres termes, si les hypoth�eses A sont v�eri��ees alors la proposition B est VRAIE.Exemple 8. Reformuler sous la forme "Si... alors..." les th�eor�emes suivants :1. "Toute fon
tion r�eelle d�erivable sur un intervalle I � R est 
ontinue sur 
et intervalle"4



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/2. "Les m�edianes d'un triangle sont 
on
ourantes"3. "Une fon
tion r�eelle 
ontinue sur un intervalle I admet des primitives sur I"Ave
 les r�egles de logique, les th�eor�emes sont les outils les plus utilis�es lors des d�emonstrations math�ematiques. L'essen-tiel du 
ours 
onsistera don
 �a d�emontrer les th�eor�emes sus
eptibles de g�en�erer le plus grand nombre de r�esultatsnouveaux.M�ethode : montrer qu'une proposition B est VRAIE �a l'aide d'un th�eor�emeSi l'on dispose d'un th�eor�eme de la forme A ) B, on peut montrer que B est VRAIE en prouvant quela proposition A (plus simple �a prouver) est VRAIE.La r�eda
tion est alors la suivante :1. Montrons A : ...2. D'apr�es le th�eor�eme "A) B", on en d�eduit que B est vraie.Remarque 11. N'oubliez pas de 
iter le nom des th�eor�emes que vous utilisez !!Exemple 9. Dans le 
as des fon
tions d�erivables, on dispose du th�eor�eme suivant :"La d�eriv�ee d'une fon
tion f d�erivable est positive sur l'intervalle I ) la fon
tion f est 
roissante sur I".Ainsi, pour montrer que la fon
tion f d�e�nie par f(x) = x3 est 
roissante sur R, on peut pro
�eder ainsi :{ Etape 1 : On 
ommen
e par montrer que "la fon
tion f est d�erivable, puis que "sa d�eriv�ee est positive sur R"{ Etape 2 : On 
ite le th�eor�eme utilis�e{ Etape 3 : On 
on
lut que "f est 
roissante sur R"3.2 Montrer une proposition A par �equivalen
es su

essivesL'id�ee est de transformer la proposition A en une proposition �equivalente dont on sait qu'elle est vraie.Raisonnement par �equivalen
es su

essivesPour prouver que la proposition A est vraie :1. Remarquons que : A() : : :() B (Attention �a bien justi�er TOUTES les �equivalen
es !)2. Or, la proposition B est vraie.3. Don
 la proposition A est elle aussi vraie.Exemple 10. (�) Prouver que pour tout a; b 2 R, on a l'in�egalit�e suivante : jaj � pa2 + b2.Exemple 11. (�) Comparer 8p14 et p19.Remarque 12. ATTENTION : On a "x � y () x2 � y2" uniquement si x et y sont POSITIFS !!Exer
i
e : 3(�) Prouver que pour tout x; y 2 R, on a l'in�egalit�e suivante : 12(x + y)2 � x2 + y2.3.3 Pour montrer qu'une proposition de la forme "A) B" est VRAIEOn dira plutôt : "pour montrer que A) B".Dans 99;9% des 
as, on ne 
onnâ�t pas la valeur de v�erit�e de la proposition A.M�ethode pour montrer que : A) BOn peut utiliser l'un des deux raisonnements suivants :Raisonnement dire
t : Supposons A VRAI, et montrons qu'alors B est VRAI.Raisonnement par 
ontrapos�ee : Supposons B FAUX et montrons que A est FAUX.Preuve1. Par d�e�nition2. Car nous savons que (A) B) et (nonB ) nonA) sont logiquement �equivalentes5



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 12. (�) Montrer que : x 6= y ) (x+ 1)(y � 1) 6= (x� 1)(y + 1)Remarque 13. TRES IMPORTANT !!!Dans vos r�eda
tions, faites attention �a l'utilisation du mot "DONC" et du symbole ")" :� "A don
 B" signi�e :COMME A est VRAI alors B est aussi VRAI (i
i on SAIT que A est vraie)� "A) B" signi�e :SI A est VRAI alors B le sera aussi (i
i on ne sait RIEN sur la valeur de v�erit�e de A)En g�en�eral, les d�emonstrations math�ematiques utilisent des raisonnements par d�edu
tion : on part de propositionsque l'on sait être VRAIES et on en d�eduit des propositions vraies jusqu'�a aboutir �a la 
on
lusion souhait�ee. Par
ons�equent, on utilisera le mot "Don
" et non l'impli
ation ")".Exer
i
e : 4(�) Prouver que : "n impair ) n2 impair"3.4 Autour de l'�equivalen
e A() B3.4.1 Pour montrer que A() BM�ethode pour montrer que : A() BM�ethode 1 : On pro
�ede souvent en deux temps : � 1) On montre que A) B est VRAIE2) On montre que B ) A est VRAIE .M�ethode 2 : On peut aussi parfoit raisonner par "�equivalen
es su

essives' : A() : : :() : : :() BPreuveM�ethode 1 : (A) B et B ) A) et (A() B) sont logiquement �equivalentes.M�ethode 2 : Cela provient de la transitivit�e de la relation "()"Exemple 13.(�) On 
onsid�ere une fon
tion f : R 7! R et les deux propositions � A : f est une fon
tion paire et impaireB : f est la fon
tion nulle .Montrer que A() B.3.4.2 Attention �a l'utilisation du signe ()1. Dans les raisonnements par �equivalen
es su

essives :Le signe () est une double impli
ation !!En �e
rivant A() B, demandez-vous toujours si A implique bien B et si B implique bien A.Ex : Peut-on �e
rire : a2 = b2 () a = b ?2. Dans les raisonnements par �equivalen
es su

essives pour prouver une proposition A:Si votre raisonnement montre que la proposition A() B est vraie, vous ne pourrez 
on
lure que A est VRAIEqu'apr�es avoir v�eri��e que B l'�etait. Cette remarque est parti
uli�erement valable lors de la r�esolution de syst�emesou d'�equations.Ex : R�esoudre (x + 1)2 = 2x� 1.3. Dans les raisonnements par �equivalen
es su

essives :Si la m�ethode par "�equivalen
es su

essives" n'aboutit pas, (
ar votre "()" se transforme en ")"), il fautreprendre le raisonnement en pro
�edant par "double impli
ation" ou par Analyse / Synth�ese.Ex : R�esoudre dans R : p�2x� 1 = x4. Dans les raisonnements d�edu
tifs : (par exemple pour prouver que "A) C")Ce type de raisonnement part d'une proposition A que l'on sait être VRAIE pour prouver qu'une autre C l'estaussi. Même si l'on a A () B, on n'�e
rira jamais 
ette �equivalen
e !! Le raisonnement se r�edigera de la fa�
onsuivante : "Comme A est vraie ALORS on a B . . . " et ainsi de suite jusqu'�a prouver que C est vraie.6
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al.delahaye1.free.fr/Ex : Soit x 2 R tel que ln(x� 1) = 3. Prouver que x � 13.4.3 Reformuler plus simplement un �enon
�eRemarque 14. Une d�emar
he 
lassique des math�ematiques, 
onsiste �a modi�er l'�enon
�e (et/ou la 
on
lusion) duprobl�eme par �equivalen
es su

essives a�n d'obtenir une formulation plus simple et plus expli
ite de la question.

Modi�
ation de l'�enon
�eExemple 14. (�) Soit x 2 R. Prouver que si x2 � x� 2 � 0 alors x2 � 1 > 0.3.4.4 Condition N�e
essaire et Condition SuÆsanteD�efinition 5 : Condition N�e
essaire et SuÆsante :Supposons qu'une proposition A) B soit VRAIE.Alors :� Il est n�e
essaire que B soit VRAI pour que A le soit. B est une Condition N�e
essaire (CN) pour avoir A� Il suÆt que A soit VRAI pour que B le soit. A est une Condition SuÆsante (CS) pour avoir BRemarque 15.1. Si l'on a : A() B, alors B est une Condition N�e
essaire et SuÆsante (CNS) pour avoir A.2. Dans un th�eor�eme, la 
on
lusion est une 
ondition n�e
essaire pour que les hypoth�eses soient v�eri��ees.3. La re
her
he de Conditions N�e
essaires pour avoir une proposition A se fait par un raisonnement d�edu
tif : onpart de la proposition A et tout 
e que l'on peut en d�eduire 
onstitue des CN.Exemple 15. (�) Compl�etez la phrase suivante : "a+b est pair" est une 
ondition ........ pour que "ab soit impair"Exer
i
e : 5(�) On s'int�eresse aux fon
tions r�eelles f solutions de l'�equation fon
tionnelle : 8x; y 2 R; f(x+ y) = f(x):f(y).1. D�eterminer une 
ondition n�e
essaire portant sur la valeur de f(0) pour que f 
onvienne.2. D�eterminer une 
ondition suÆsante sur f pour que f 
onvienne.M�ethode pour trouver une CNS pour avoir A.1. Meth 1 : On transforme A par �equivalen
es su

essives : A() : : :() : : :() B2. Meth 2 :(a) On suppose que la proposition A est vraie et on en d�eduit des propositions n�e
essaires par unraisonnement d�edu
tif. Parmi 
es propositions, on s�ele
tionne une proposition B qui semble 
onvenir.On dira i
i qu'on e�e
tue une analyse du probl�eme.(b) Il s'agit alors de d�emontrer que B est aussi une 
ondition suÆsante.Pour 
ela, on montre que si B est vraie alors A l'est aussi.i. Cas 1 : B est bien une CS. CQFDii. Cas 2 : B n'est pas une CS.Alors le raisonnement fait apparâ�tre une nouvelle CN que l'on in
lut dans la proposition B.Exemple 16. (�)1. D�eterminer une CNS sur a; b; 
 2 R pour que la fon
tion f d�e�nie par f(x) = ax2 + bx+ 
 soit paire.7



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/2. D�eterminer une CNS sur a; b; 
 2 R pour que la fon
tion f d�e�nie par f(x) = ax2 + bx+ 
 soit impaire.3.4.5 Triple �equivalen
eM�ethode pour montrer l'�equivalen
e de trois propositions A() B () C :Il suÆt de montrer trois impli
ations 
onvenablement 
hoisies, par exemple A) B, B ) C et C ) A.Exemple 17. D�emontrer la validit�e de la m�ethode pr�e
�edente.3.5 Raisonnement par l'absurdeCe mode de raisonnement a �et�e propos�e par Eu
lide 330 avant JC.M�ethode pour montrer par l'absurde qu'une proposition A est VRAIE :On suppose que la proposition A est FAUSSE et on en d�eduit un 
ertain nombre de r�esultats.Si, parmi les r�esultats obtenus, on aboutit �a une 
ontradi
tion ave
 une proposition que l'on sait être VRAIE(une hypoth�ese, un axiome ou un r�esultat pr�e
�edemment d�emontr�e), alors A ne peut être FAUSSE. On a don
ainsi montr�e que A �etait VRAIE.Exer
i
e : 6(��) Soit f une appli
ation de R dans R 
roissante v�eri�ant f Æ f = idR.Montrer que f = idR.Exer
i
e : 7(��) Sauriez-vous prouver, 
omme Eu
lide, que le r�eel p2 n'est pas un rationnel.3.6 Uni
it�e d'un �el�ementM�ethodes pour montrer l'uni
it�e d'un �el�ement :1. On peut supposer qu'il existe 2 �el�ements a et a0 r�epondant �a la question et on prouve alors que a = a0.2. On peut dire
tement d�eterminer l'�el�ement dont on veut prouver l'uni
it�e.3. On peut utiliser un th�eor�eme (dit "th�eor�eme d'uni
it�e").4. On peut utiliser une fon
tion bije
tive.Exemple 18. (�)1. Montrer l'uni
it�e de la d�e
omposition d'un ve
teur du plan 
omme 
ombinaison lin�eaire de deux ve
teurs non
olin�eaires donn�es.2. Prouver l'uni
it�e de la solution de l'�equation x3 + x� 1 = 0.3. Prouver l'existen
e et l'uni
it�e de la solution du syst�eme � 2x+ y = �1�3x+ y = 2 .3.7 Utilisation d'un 
ontre-exempleD�efinition 6 : Un 
ontre-exemple est un exemple qui permet de montrer qu'une proposition de la fome "Pourtout x v�eri�ant une 
ondition, on a P (x)" est FAUSSE.Exemple 19. (�) Soit f est une appli
ation 
ontinue de [�1; 1℄ dans R.Prouvez que l'impli
ation suivante est FAUSSE : "Si Z 1�1 f(x) dx = 0 alors f = 0 sur [�1; 1℄ "
8



Cours MPSI-2010/2011 Les raisonnements math�ematiques http://pas
al.delahaye1.free.fr/3.8 Raisonnement par disjon
tion de 
asCe mode de raisonnement repose sur le fait que : "(A) B) ET (nonA) B)" est logiquement �equivalente �a "B".M�ethode pour prouver qu'une proposition B est vraie :1. On suppose qu'une situation donn�ee est v�eri��ee (proposition A vraie).On d�emontre alors que B est vraie.2. On suppose que la situation pr�e
�edente n'est pas v�eri��ee (proposition A fausse).On d�emontre alors que B reste vraie.Exemple 20. Prouver en 
onsid�erant le nombre p2p2 qu'il existe deux irrationnels a et b tels que ab 2 Q.3.9 Raisonnement par Analyse/Synth�ese :Exemple 21.(�) D�emontrer que toute fon
tion de R dans R s'�e
rit 
omme somme d'une fon
tion paire et d'une fon
tion impaire.On pourra utiliser 
e type de raisonnement d�es lors que la question demande de d�eterminer des �el�ements.1. L'analyse du probl�eme 
onsiste �a supposer VRAI le r�esultat �a d�emontrer POUR re
her
her des 
onditionsn�e
essairement v�eri��ees par les �el�ements in
onnus. Dans beau
oup de 
as, l'analyse se 
on
lut par lad�etermination exa
te et unique de 
es �el�ements.2. La synth�ese 
onsiste alors �a prouver qu'en prenant les �el�ements d�etermin�es dans la partie analyse, lapropri�et�e �a d�emontrer est alors VRAIE.Remarque 16. Cette m�ethode s'apparente �a la m�ethode de re
her
he d'une CNS.Exer
i
e : 8(�) Prouver l'existen
e et l'uni
it�e du 
er
le 
ir
ons
rit �a un triangle non applati.Exer
i
e : 9(��) D�eterminez l'ensemble des appli
ations de R dans R qui v�eri�ent la proposition suivante :8(x; y) 2 R2 f(x)f(y)� f(xy) = x+ y3.10 Le raisonnement par r�e
urren
eCe type de raisonnement peut s'utiliser lorsqu'il s'agit de montrer qu'une propri�et�e P (n) est VRAIE pour tous lesentiers n sup�erieurs �a un entier n0 (8n � n0) donn�e. On pro
�edera de la fa�
on suivante :M�ethode : r�e
urren
e simpleOn 
ommen
e par bien d�e�nir la propri�et�e P (n) que l'on souhaite d�emontrer.ATTENTION : le "8n 2 N" ne fait pas partie de la propri�et�e P (n) !!1. Initialisation : (amor�
age)On prouve que la propri�et�e P (n0) est VRAIE.2. Constru
tion du moteur : (h�er�edit�e)On 
onsid�ere un entier n � n0. (Ce qui se r�edige sous la forme "Soit n � n0")On suppose que P (n) est VRAIE et l'on d�emontre alors que P (n+ 1) est VRAIE.3. Con
lusion :Les r�esultats pr�e
�edents prouvent que P (n) est vraie pour tout entier n � n0.
9
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Raisonnement par r�e
urren
eRemarque 17. Il existe d'autres types de raisonnements par r�e
urren
e ("r�e
urren
e forte" et "r�e
urren
e ave
 pr�ed�e
esseurs")que l'on ren
ontrera lors du 
ours sur les entiers naturels.Exemple 22. Prouver que pour tout a � 1 et pour tout n 2 N, on a : 1 + (a� 1)n � an.Exer
i
e : 10Soit n 2 N. La propri�et�e : << 2n � n! � nn >> est-elle vraie �a partir d'un 
ertain rang?3.11 Comment montrer l'�egalit�e de deux ensembles?Montrer que deux sous-ensemblesA et B d'un ensemble E sont identiques est une question fr�equente en math�ematiques.Pour prouver que A = B on dispose de deux m�ethodes :1. M�ethode 1 : Par �equivalen
es su

essives.On r�edige le raisonnement de la fa�
on suivante :Soit x 2 E.On a : x 2 A() : : :() x 2 B.Par 
ons�equent, A = B2. M�ethode 2 : Par double in
lusion(a) On 
ommen
e par montrer que A � B.Pour 
ela, on peut r�ediger le raisonnement de la fa�
on suivante :Soit x 2 A, prouvons que x 2 B : ...(b) Puis on d�emontre d'une fa�
on �equivalente que B � A.Exemple 23. Prouver que les sous-ensembles A et B du plan aÆne P suivants sont identiques :1. A = fM(x; y) 2 P j 2x+ y = 1g2. B = fM(x; y) 2 P j il existe � 2 R tel que � x = ��y = 1 + 2� gExer
i
e : 11(�) Prouver que f(x; y) 2 R2 j 9t 2 R+� tel que x = ln t et y = t� 1g � f(x; y) 2 R2 j x � yg4 Qu'attend-t-on d'un �el�eve de MPSI?CONVAINCRE son le
teur (ou son auditeur) qu'une proposition math�ematique est VRAIEpar la RIGUEUR et la LISIBILITE de son raisonnementCette ann�ee, outre la d�e
ouverte de nouvelles notions math�ematiques, vous allez surtout apprendre �a FAIRE desmath�ematiques. Nous insisterons sur les m�ethodes de r�esolution de probl�eme, sur la pratique rigoureuse du raison-nement mais aussi sur les te
hniques de r�eda
tion et de pr�esentation n�e
essaires �a sa 
ompr�ehension.10


