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1 Partition du groupe orthogonal

a) Partition du groupe des matrices orthogonales:
Les définitions suivantes sont valables pour n € N*.

(DEFINITION 1 : SO, (R) et O, (R)

Soit une matrice orthogonale A € O, (R).

Alors det(A) = £1.

On définit alors les sous-ensembles de O,,(R) suivants:

SOL(R) = {A € 0,(R) |det A=+1} et O (R)={A€ 0,(R)|det A=—1}

SO, (R) est appelé le groupe spécial orthogonal.
\C’est en effet, un sous-groupe du groupe orthogonal (O, (R),x).

J

Remarque 1. Les ensembles O,(R), SO, (R) et O;, (R) sont parfois plus simplement notés: O(n), SO(n) et O~ (n).

b) Partition du groupe des endomorphismes orthogonaux :

(DEFINITION 2 @ Isométries directes et indirectes
Soit, une isométrie u € O(E) d’un espace euclidien orienté E.
Alors det(u) = £1.
1. On dit que u est une isométrie directe (ou rotation) de E lorsque det(u) = +1
2. On dit que u est une isométrie indirecte lorsque det(u) = —1.
On note:
1. SO(E) ’ensemble des isométries directes
2. O (E) 'ensemble des isométries indirectes de E.

\L’ensemble SO(E) est un sous-groupe du groupe orthogonal (O(E),o). )

Remarque 2. O(E), SO(E) et O~ (E) sont parfois notés O(p), SO(p) et O (¢) ol ¢ est le produit scalaire de E.

u € L(E) avec lors - { u€ O(F) <= Uec0,(R)

Remarque 3. Si € est une base orthonormale de F, et si { U= Mat.(u) alors w € SO(E) <= U € SO,.(R)

2 Etude du groupe orthogonal en dimension 2.

On considere un espace euclidien orienté F» de dimension 2.
Nous verrons au cours des études menées, qu’il sera préférable de se placer dans une base orthonormée directe.
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2.1 Les rotations

Les rotations de E» sont les automorphismes orthogonaux de déterminant 1.
On commence par s’intéresser a la forme et aux propriétés des matrices de SO2(R).

(TuEoRrEME 1 : Etude de SO (R)

avec 0 € [0 ; 2m)

1. Les matrices de SO2(R) sont de la forme: Ry = <COS€ —e 0) ,

sinf  cosé

2. Rg x Ry = Rp+or (SO2(R) est un sous-groupe commutatif)

3. Ry, =R_g

-

Preuve 1 :
1. Soit A une matrice quelconque de M, (R).
tA — A—l
On exprime le fait qu’elle appartient & SO2(R) si et seulement si { dot A — 1
2. Egalité facile a vérifier.
3. Conséquence immédiate de la propriété précédente.

Remarque 4. L’application: ¢ : (R+) — (SO2(R),x) est donc un morphisme de groupes de noyau 277Z.
6 — R,g

( 7 ~ . .
THEOREME FONDAMENTAL 2 : Rotations vectorielles
Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté et u € SO(E) une isométrie directe.

Alors il existe un unique 6 € [0,27] tel que pour | toute bon directe € I de E,

Mat. () = <c0s0 —s1n6>

sinf cosf

\On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 6 et on note u = ry.

Preuve 2 :
1. Nous savons que dans une bon, la matrice d’une rotation est un élément Ay de SO2(R).
2. 1l s’agit de montrer que # est indépendant de la bon choisie. La matrice de passage P d’une bon directe
vers une bon directe est aussi une matrice de SO5(R) (car les deux bases ont la méme orientation). On a
donc Ag = P7YAyP = P~1PAy = Ay. On en déduit alors que 6’ = 6.

Dessin

Remarque 5.
1. Nous venons pour la premiere fois, de définir dans le plan vectoriel euclidien la notion d’angle.
Un angle caractérise une rotation vectorielle donnée.
2. La matrice de passage d’une bon directe vers une bon directe est une matrice de SO2(R)
3. L’image d’une bon directe par une rotation est une bon directe.
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r(i) = cosf.i +sinf.j

4. Si (i, j) est une bon directe de E, et si r est la rotation d’angle 6, alors { r(j) = —sinf.i + cosf.j °

Exemple 1. (%)

1. Déterminer la matrice de r, la rotation d’angle g dans une bon directe puis dans la base ((é) , (i) ).

1
2. Soit u € L(E) dont la matrice dans une bon directe e est A = R (_43 i)

Prouver que u est une rotation et déterminer son angle.

(TuEoREME 3 : Formules donnant I’angle d’une rotation
Soit E un espace euclidien et r € O5(E). Soit @ € E non nul.
Alors ’angle de la rotation r est donné par les formules suivantes :

(ar(a) ) g lor(@)

2 2
| Ja] Jal |

1. cosf =

Preuwve 3 : 1l suffit d’effectuer les calculs en prenant a = x,.7 + y,.j avec (i, j) est une bon directe.

Remarque 6.
1. On utilisera les formules précédentes lorsqu’on ne connait pas la matrice de la rotation dans une bon.

2. Les formules précédentes s’écrivent cosf = (a,r(a)) et sinf = [a,r(a)] dans le cas ou ||a|| = 1.
(. ™
THEOREME 4 : Angle de deux vecteurs
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et (a, b) € E? deux vecteurs non-nuls.
a b

On définit les vecteurs: uw = ——, v =—. Alors:

llall 1Bl

| Il existe une unique rotation 7 € SO2(R) telle que v = r(u)

Si 0 est ’angle de la rotation 6 € [0,27[, on note | (a, b) = 0 | 'angle orienté des vecteurs (a, b).
S J

Preuve 4 : Soient e = (u, u') et e’ = (v, v") les bon directes construites a partir de u et v.
1. Une telle rotation existe bien: il suffit de prendre la rotation dont la matrice dans e est la matrice de
passage de e vers e'.
2. Supposons qu'il existe deux rotations ry et ro telles que ri(u) = v et ro(u) = v.
On exprime alors les relations de r1 (u) = v et r2(u) = v dans la bon directe (u, u').

Remarque 7. Cette définition permet de retrouver les propriétés bien connues sur les angles de vecteurs:

1. (2,7) = (7, ) 2. (2, 7))+ (7, @)= (2, ) [2n]

—

COROLLAIRE 5 : l’angle orienté (a, b) est donné par les formules:

(a,b) . [a,b]
2. sinf =
llall[|5]] llall[[o]

1. cosf =

Preuve 5 : 1l suffit d’effectuer le calcul en utilisant les formules donnant I’angle d’une rotation.

Remarque 8.
1. Les formules précédentes s’écrivent cosf = (a,b) et sinf = [a,b] dans le cas ou ||a|| = ||b]| = 1.
2. On retrouve les formules rencontrées en début d’année pour définir en dimension 2 le produit scalaire et le produit
mixte de deux vecteurs:

(a) (ab) = llall[bl] cos (a, b) (b) [a, b] = [lall[b]| sin (a, b)

——

3. Pour trouver 6 = (a, b), on calcule cosf puis on trouve le signe du sinus en calculant [a, b]

Exemple 2. (¥) Dans R? euclidien orienté usuel, quel est I’angle entre les vecteurs U = (1,1) et V = (0,1)?
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2.1.1 Les isométries indirectes

(THEOREME 6 : Etude de 0O, (R)

1. L’application: A : SO3(R) — O3 (R) est une bijection (ou P = <(1) _01> € 05 (R)).

X — PX

cosf  sinf >

2. Les matrices de O, (R) sont les matrices de la forme: Se = |
2 sinff —cosf

-

Preuve 6 :
1. Remarquons que P? = I,. La démonstration ne pose alors pas de difficulté.

2. Conséquence immédiate du 1.

N .« 1.
THEOREME 7 : Isométries indirectes

Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté, de E et u € O, (E) une isométrie indi-

recte. Alors il existe un unique 6 € [0,27[ tel que

Mat. (u) = (cosﬁ sin 6 > _g

[NIEY

sinf —cosf

-

Preuve 7 :  En effet, la matrice de 4 dans une bon directe est une matrice de O3 (R).

Remarque 9.
1. Par soucis de cohérence avec le cas des rotations, on se placera dans le cas ou € est une bon directe.
2. Contrairement aux rotations, 8 dépend ici de la bon directe choisie, ce n’est donc pas une caractéristique de u.

THEOREME FONDAMENTAL 8 : Nature des isométries indirectes

Les isométries indirectes d’un espace euclidien orienté E de dimension 2 sont les réflexions de E.
Soit s € O~ (E) et € une bon directe.

Dans la base ¢, il existe 6 € [0; 27[ tel que la matrice de s soit de la forme S%.

9
ATyt cos &

s est alors la réflexion d’axe Vect (s’ 3)
1mn 5
2

Preuve 8 :  Soit s une isométrie indirecte de E.
Sa matrice dans une bon directe est de la forme S%.
1. Comme S% .S o = I, s est une symétrie vectorielle.
2. Pour prouver que la symétrie s est orthogonale: (on traitera la cas # = 0 a part)
(a) On peut prouver directement que ker(s —id) L ker(s 4 id) en utilisant le fait que s est une symétrie
et un endomorphisme orthogonal.
(b) On peut aussi remarquer que S% est symétrique. (voir exercice du chapitre précédent)

9
3. On montre enfin que le support ker(s —id) = Vect (g?ﬁ 3)
2
4. Réciproquement, toutes les réflexions de F, sont des isométries indirectes.

Dessin
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Exemple 3. (¥) On munit R? de sa structure euclidienne usuelle.

1
Caractériser 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A = = (i _43>

( 7 Ay » * . . )
THEOREME 9 : Décomposition des rotations

1. Toute rotation r d’un espace euclidien orienté de dimension 2 s’écrit comme composée de deux réflexions
dont 1'une peut étre choisie arbitrairement.

1 sin o

Alors sj0sy est une rotation vectorielle d’angle 6 = 2(ay — ).
- J

. i . cos a cos & .
2. Soient s; et s, deux réflexions d’axes respectifs Vect (sina1> et Vect < 2) dans une bon directe &.

Preuve 9 :

1. On se place dans une bon directe €. Dans cette base, r admet pour matrice Ry.
Considérons alors les deux réflexions s; et sy de matrice Se; et Se, dans la base e.

2 2
On recherche alors la matrice de la composée s;0s2 dans € et on cherche les conditions pour que sj0s2 = r.

2. C’est une conséquence de la démonstration précédente.

Remarque 10. Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(Es).
Toute isométrie de Fy s’écrit donc comme un produit de 1 ou 2 réflexions.

. [rercice : 1 I
(%) Soient u et v deux vecteurs de E» tels que ||ul| = ||v]|.
Montrer qu'’il existe une unique réflexion telle que s(u) = v.

Aide : Vous pourrez procéder par ”analyse / synthése”.

2.2 Conclusion

Soit des rotations (si u € SO2(E))

En dimension 2, les endomorphismes orthogonaux u sont : { Soit des réflexions (si u € O3 (E))

Si € est une bon directe, alors:

1. La matrice dans € d’une rotation r est un élément de SO2(R) de la forme Ry avec 6 | indépendant de ¢ ||.

2. La matrice dans ¢ d’une réflexion s est un élément de O, (R) de la forme Sy avec 6 dépendant de e.

[
s est alors la réflexion d’axe Vect <Z?§ 3) (que l'on trouve en recherchant ker(s —id)).
2

3 Etude du groupe orthogonal en dimension 3

On considere un espace euclidien orienté E3 de dimension 3.

(ProPOSITION 10 : Critere pour distinguer les matrices de O3(R)
Soit une matrice orthogonale A = (a;;) € O3(R).

a1  a12
@21 A22

1. siasgs = Z; Z;z alors A € SO3(R) 2. sl azz = — alors A € O3 (R)

Preuve 10 : Nous avons vu que A peut s’interpréter comme la matrice de passage d’une bon e vers une bon €.
Ainsi: A €S03(R) <= (e1,¢62,e3) bond <= e3=¢; A&

1+v3 1—-+3 1

Exemple 4. (%) A quel ensemble appartient la matrice suivante: A= - 1 1+v3 1-3

1-3 1 1++v3
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3.1 Les rotations

(TutoriME 11 : Nature des isométries directes en dimension 3 (rotations vectorielles)
Soit une isométrie directe u € SO(Es).
On note E(1) = ker(u — idg) le sous espace vectoriel formé des vecteurs invariants par w.
Alors:
1. Siu #idg, E(1) est une droite vectorielle D = Vect(ez) ol €3 est un vecteur de norme 1.
2. Dans toute bon directe de la forme € = (1, €2, €3) ker(u — idg) = Vect(e3), la matrice de u dans

la base ¢ s’écrit :
Mat,(u) = (%9 ?) avec 0 € [0; 2n]

L On dit que u est la rotation vectorielle d’axe Vect(es) (orienté par e3) et d’angle 6.

Preuve 11 :
1. (a) On souhaite montrer qu’il existe = # 0 tel que u(z) = x.
Soit A € R et P, () = det(u — Nidg).
On aura: 3z € E\{0} tel que u(z) = Az <= P, admet une racine non nulle.
P,(0) =detu=1
P,(\) ~ =X en 400 °
Comme u € SO(E3), on montre que cette racine (appelée valeur propre de u) ne peut étre que 1.

On montre cela en constatant que {

(b) On montre enfin par 'absurde que dim E(1) = 1.
2. On prend alors e3 € E(1), tel que |[les|]| = 1 et on note D = Vect(es).
3. On construit alors une bon directe (g1, €2, €3). (1, €2) est alors une bon directe de D+.
4. On vérifie que la restriction de u & D+ est une isométrie directe de D+ (ne pas oublier la stabilité!).
5

. On utilise alors le théoréme sur les isométries directes en dimension 2.

Remarque 11. /N Contrairement & la dimension 2, les matrices des rotations en dimension 3 dépendent de la bond
choisie. La matrice d'une rotation aura la forme donnée dans le théoreme uniquement si la bond ¢ a son 3iéme vecteur
invariant.

Dessin

Remarque 12.
1. Le signe de ’angle € de la rotation ne dépend alors que du choix du vecteur e3.
Si l'on choisit e = —e3 a la place de €3, I’angle est transformé en son opposé. (Voir le calcul de sin8)
2. Lorsque 6 = m, la rotation est appelée un demi-tour ou un retournement.
3. Le sev des vecteurs invariants d’une rotation (# idg) est de dimension 1 et est appelé l’axe de la rotation.

(TutorEME 12 : Image d’un vecteur orthogonal a 1’axe de la rotation )

Soit r € SO5(E3) d’axe Vect(ez) (avec ||es]| = 1) et d’angle 6.
Si z € [Vect(e3)]* alors:

| r(z) = cosf.x +sinf.e3 Az

Preuve 12 :  On constate que ( )t

i, €3 A —) forme une bon du plan (e3
[zl [l

T
I
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. fercice © 2 I
(xx) Plus généralement, soit r € SO2(E3) d’axe Vect(d) (avec ||d|| = 1) et d’angle 6.
Montrer que pour tout € E5:  r(x) = (x,d)(1 — cosf).d + cosfz +sinf.d A x

(TuEOREME 13 : Recherche de I’angle d’une rotation
Soit u € SO(E3) et A la matrice de v dans une base quelconque.
Alors I'angle # de la rotation peut se déterminer & I’aide des deux informations suivantes :
1. 2cosf+1=TrA
a est un vecteur de F3 non invariant

d oriente 'axe de la rotation
(. J

2. sinf est du signe du produit mixte [a, 7(a), d] ol {

Preuve 13 :
1. On utilise le fait que deux matrices semblables ont méme trace.
2. On effectue le calcul de A = [a, r(a), d] en:

(a) constatant que A = [a, r(a), d] = [a1, 7(a1), d] ot a = a1 + a2 avec a; € (Vect(d))L et as € Vect(d).

(b) se placant dans une bon € = (g1, €9, €3) ol £ = 0_1” et €3 = —
ay

I lld]l

Remarque 13. La formule donnant sin # montre bien que le signe de 8 dépend de I'orientation d choisie pour ’axe.

Plan d’étude d’une rotation r donnée par sa matrice A dans une bon:

1. On vérifie que: A € SO3(R) en montrant que { igr(j;rzefi est orthogonale .
2. Axe de la rotation:

On cherche ’ensemble des vecteurs invariants que ’on oriente avec un vecteur directeur d.
3. Angle 6 de la rotation:

On trouve la valeur de # en utilisant le théoreme précédent.

-2 -1 2
Exemple 5. (%) Dans lespace R® orienté euclidien usuel, on considere u € L(R®) de matrice A== [ 2 -2 1
1 2 2

Reconnaitre cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques.

. fercice © 3 I
(¥) L’espace E3 est munis d’une bon directe (i, j, k).
d’axe Vect(d)

1. Déterminez une méthode permettant de calculer la matrice dans cette base d’une rotation { d’angle 0

2. Application : en déduire la matrice de la rotation d’axe Vect(1, 1, 0) et d’angle g

3. Que diriez-vous de programmer tout ¢a sous Maple?...

3 1 V6

Résultat : On trouve la matrice A = — 1 3 -6

-6 V6 2

3.2 Les isométries indirectes: O~ (Ej3)

Remarque 14. Les réflexions sont des éléments de O~ (E3) (matriciellement!).
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(THEOREME 14 : Nature des isométries indirectes : O~ (Es) )

1. Les isométries indirectes de Fs3 euclidien de dimension 3 sont les composées de rotations et de réflexions.

2. Toute isométrie indirecte se décompose comme composée (commutative) d’une rotation d’angle 6 d’axe
Vect(d) et de la réflexion par rapport a d*.

Si A est la matrice de 'isométrie indirecte v dans une bond :

(a) On trouve d en remarquant qu’il s’agit d’un vecteur qui dirige la droite vectorielle des vecteurs qui
se tranforment en leur opposé: Vect(d) = ker(u + id).

(b) On trouve I’angle 6 en remarquant que A est semblable & la matrice <R0 0 ) et donc que:

0 -1
i. 2cosf—1=TrA
_ ii. sinf est du signe de [a, u(a), d] ou a est un vecteur non colinéaire & d. )

Preuve 14 :
1. Soit u est une isométrie indirecte de FEj.
Remarquons que —u est alors une rotation de Fs3 et donc que son axe Vect(d) est ’ensemble des vecteurs
transformés en leur opposé par u.
Considérons € = (1, €2, €3) une bond telle que €3 dirige et oriente Vect(d).
On démontre alors facilement (s’inspirer de la démonstration effectuée pour les rotations) que la matrice
de u dans la base ¢ s’écrit:

Mat,(u) = <139 _01> avec 0 €[0; 2n[

Finalement, on prouve matriciellement que w est la composée de la réflexion par rapport & d- et de la
rotation d’axe Vect(d) et d’angle 6.

2. Réciproquement, il est facile de vérifier que les composées d’une rotation et d’une réflexion sont des
éléments de O~ (Ej3).

Dessin

Exemple 6. —id est un élément de O~ (E3) et correspond a la composée d’une réflexion et d’une rotation d’angle .

Remarque 15. Points invariants d’une isométrie indirecte u de FEj3

1. Sidim(ker(u—idg)) =2 alors 6 =0 et u estune réflexion par rapport a ker(u —idg) = d*.
2. Sidim(ker(u —idg)) =0 alors 6 #0 et wuestlacomposée d’une rotation (non triviale) et d’une réflexion.

8 1 -4

1
Exemple 7. (¥) Dans 'espace R?® orienté euclidien usuel, on considere u € L(R?) de matrice A = - |4 -4 7
1 8 4

Reconnaitre cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques.
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3.3 Bilan

On peut donc résumer la classification des isométries de E3 de la facon suivante:

— Isométries directes: ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle.
1. L’axe de la rotation est ’ensemble des points invariants.

2. Parmi les rotations, on trouve les symétries orthogonales par rapport & une droite (demi-tours), et
on convient que idg est une rotation d’angle 0.

— Isométries indirectes : ce sont les endomorphismes de la forme rq 9 0 s, oll 749 est la rotation par rapport
A une droite vectorielle d (avec I'identité) et d’angle 6 et s;. est la réflexion par rapport & d*.

1. Si dim(ker(u — idg)) = 2 alors u est une réflexion par rapport a ker(u — idg) = d+.
2. Si dim(ker(u —idg)) = 0 alors u est la composée d’une rotation et d’une réflexion.

Remarque 16. On rappelle que ’on reconnait une isométrie directe ou indirecte en vérifiant qu’il s’agit bien d’une
isométrie (souvent matriciellement) et en calculant son déterminant.

Caractérisation a ’aide de ’ensemble des points invariants

L’étude des points invariants (ker(u — idg)) d’une isométrie u € O(Es) permet de déterminer la nature
de celle-ci:

1. Sidim(ker(u —idg)) =2 alors wu est la reflexion par rapport & ker(u — idg)
2. Sidim(ker(u —idg)) =1 alors wu est une rotation d’axe Vect d = ker(u —idg)
3. Sidim(ker(u —idg)) =0 alors w est la composée d’une rotation d’axe Vectd

et d’une reflexion par rapport & d*-

. fercice /I
(x) Reconnaitre les endomorphismes de matrice 4, B et C' dans la base canonique de R?.

Lfr 2 2 L[z 12 L [1tV2 V2 V21
LA=g(2 1 -2 2B=3|2 -2 -1 5.0=—| va 2 -3
2 -2 1 1 -2 2 2V2\ 5 1 B 143

N [rercice © 5 I
(x) Dans R® euclidien usuel :

1. Ecrire la matrice A de la rotation d’axe dirigé par le vecteur n = (1,1,1) et d’angle % dans la base canonique.

2. Ecrire la matrice B de la réflexion par rapport au plan (H) d’équation z — 2y + z = 0 dans la base canonique.

Résultat : on trouve les matrices

1+4v3 1-V3 1 (2 2 -1
1 1+4v3 1-v3 2.B==-[2 -1 2

1
1-3 1 14+v3 -1 2 2

N fercice : O I
(x%) Montrer que pour toute réflexion de O(FE3), il existe une bon dans laquelle sa matrice est de la forme:

cosf sinf 0
sinf —cosf 0 avec 6 € [0, 27|
0 0 1

THEOREME 15 : Toute rotation rq ¢ de E3 s’écrit comme composée de deux réflexions s et sp» avec HNH' = d.
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Preuwve 15 :  On considére une bon directe € telle que e3 dirige I’axe de la rotation.
1. On montre alors qu’il existe 6, et 8, tels que rq, 9 = sp051 ol 51 et s5 sont les endomorphismes de matrices

cosf; sinb; 0 cosfy sinfly 0
Sy = | sinfy —cosf; O et Sy = |sinfy —cosfy 0] danse.
0 0 1 0 0 1

2. Puis on vérifie que s; et so sont des réflexions que ’on peut caractériser.

Dessin

Remarque 17. Toute isométrie de F3 se décompose comme un produit de 1, 2 ou 3 réflexions.
Comme en dimension 2, les réflexions engendrent donc le groupe orthogonal O (Es).

10



