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Les notions vues dans ce chapitre seront surtout utiles lorsque nous aborderons le chapitre sur les déterminants.

1 Le groupe symétrique

DEFINITION 1 : Groupe des permutations

Soit un ensemble F.

On appelle permutation de E, une bijection o : £ — E.

On note &g ’ensemble des permutations de ’ensemble E.

(GE,O) est un groupe, appelé groupe des permutations de 'ensemble E.

Dans la suite, on considerera un ensemble fini E de cardinal n.
Comme il est possible de numéroter les éléments de F, on pourra considérer que E = [1,n].

Remarque 1. Permuter n éléments consiste & les ranger dans un ordre différent.
Ainsi, choisir une permutation de [1,n] revient a permuter 'ordre des éléments de cet ensemble.

(DiFNITION 2 - Groupe symétrique: &,

Lorsque ’ensemble E = [1,n], on note &,, le groupe des permutations de E.

&, est un groupe fini de cardinal n! que 'on appellera le groupe symétrique d’ordre n.
Une permutation o € G,, se note

o= (0(11) " U("n)) ou, plus simplement: o = (0(1) ... o(n))

(. J

Exemple 1. Décrire la permutation o = (351 2 4).

Exemple 2. Déterminer les permutations de ’ensemble {1, 2} puis les permutations de {1, 2, 3}.

2 Cycles, transpositions

DEFINITION 3 : Orbite d’un élément
Soit une permutation o € &,, et un élément z € [1,n].
On appelle orbite de ’élément z selon la permutation o, ensemble: O, (z) = {o*(z) ; k € Z}

(2) ={1, 2}

s _ ) O,
Exemple 3. Si E=[16],etc=(2 1 5 3 6 4),alors: {(’)0(3):(’)0(5):(’)0(6):(’)0(4):{3,4,5,6}'
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FiG. 1 — Orbites d’une permutation

(PROPOSITION 1 : Propriétés des orbites
Soit o € &,, avec n € N*.
1. Pour tout z € [1,n], il existe p € [1,n] tel que z = o”(x)
Dans ce cas, nous avons O, (z) = {o*(z) ; k € [0,p — 1]}.
2. Soit z, y € [1,n].
y € Os(2) <= 7 € O, (y) <= O, (z) = Os(y)

-

Preuve 1 :
1. 1l suffit de remarquer que Card{c*(z), k € [1,n + 1]} < n.
2. (a) On commence par prouver la premiere équivalence en utilisant le résultat précédent.
(b) La deuxiéme équivalence est alors quasi-immédiate.

Remarque 2. L’ensemble des orbites d’une permutation o € &,, forme une partition de [1,n]

PROPOSITION 2 : Définition plus simple de ’orbite d’un élément
Sioe &, etxc[ln],alors: O,(z)={c"); ke[on-1]}.

Preuve 2 :  (C’est un corollaire de la proposition précédente.

N [rercice © 1 I

Soit s € &1 la permutation: s = (6 5417 102 3 9 8).
1. Déterminer les orbites de s
2. Déterminer le plus petit entier n tel que s™ = s.  (au sens de la composition des applications!)
3. En déduire s'°°

. rercice : 2 I
Une démonstration originale du petit théoréme de Fermat.
Soit a € N* et p un nombre premier.
1. On considére A = {mots & p caractéres composés a I’aide d’un alphabet composé de a lettres}.

On considere l’application ¢ : A — A onoc=(2 3 ... p 1)

(a1,...,ap) +> (ag(l), e ag(p))
En remarquant que ’ensemble des orbites de ¢ forme une partition de A, montrer que a? = a[p].

2. En déduire dans le cas ou p ne divise pas a que a?~! =1 [p].

DEFINITION 4 : Permutation circulaire
Soit une permutation o € &,,.
On dit que c’est une permutation circulaire s’il existe un élément = € [1,n] tel que O,(x) = [1,n].

Exemple 4. o = (1%31) est une permutation circulaire de [1,4] (ou de &4):

0

F1G. 2 — Permutation circulaire

Remarque 3.
1. Dans ce cas, tout x élément de [[1,n] est tel que O, (z) = [[1,n].
2. 'y a (n — 1)! permutations circulaires dans le groupe symétrique &,,
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DEFINITION 5 : Cycle

Soit une permutation o € &,,.

On dit que o est un cycle s’il y a au plus une orbite qui n’est pas réduite a un élément.

Cette orbite s’appelle le support du cycle, et le cardinal de cette orbite s’appelle la longueur du cycle.

Exemple 5. 0 = (127128), est un cycle de support {1,2,3} et de longueur 3 de Sg.
On note plus simplement, (1 2 3) ce cycle de Gg.

ONG
—® ©

Fia. 3 — Un cycle de longueur 3

Remarque 4. Une permutation circulaire est un cycle particulier. (aucune orbite ne contient un unique élément)

I Fixercice 3
Déterminer le nombre de cycles de longueur p dans &,,.

DEFINITION 6 : Transpositions
Une transposition de &,, est un cycle de longueur 2.

Remarque 5.
1. Une transposition échange deux éléments a, b et laisse tous les autres invariants. On note 7, cette transposition.
2. Une transposition est involutive: 7o 7 = id

Exemple 6.
1. Quel est le nombre de transpositions dans le groupe &,,7
2. Calculer 112 0 To3 et To3 0 15 dans &,,, (n > 3).

N Frercice : / I
Décomposer 0 = (2% 13) en produit de transpositions.

Décomposition d’une permutation en ”produit” de transpositions

THEOREME FONDAMENTAL 3 : Décomposition d’une permutation en produit de transpositions
Toute permutation o € &,, se décompose en un produit fini de transpositions :

o =T10---0om |
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Preuve 3 : Procédons par récurrence sur n.
1. Pas de difficulté pour n =1 (et n = 2).
2. Soit n € N*. On suppose le théoreme vrai pour cette valeur de n.
Soit 0 € 6,,41. On traite alors les deux cas suivants:
(a) Sio(n+1) =n+ 1 alors on peut appliquer I'hypothese de récurrence a oy,
(b) Sio(n+1)#n+1. On se ramene au cas précédent en considérant o' = 7,41 5(n41) © 0.

Remarque 6.
1. En d’autres termes, I’ensemble des transpositions engendre le groupe symétrique.
2. Il n’y a pas unicité de la décomposition et les transpositions ne commutent pas.

N Frercice 5 I

1. Pour (i, ) € [1,n]?, calculer 71; 0 71 o T1;.
2. En déduire que les transpositions de la forme 71; engendrent le groupe symétrique S,,.

3 Signature d’une permutation

(DEFINITION 7 : Signature d’une permutation

Soit une permutation o € &,,.

1< J

7(0) > o(j)

On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation o, et on définit la signature de la permutation o par

On dit qu’un couple (i, j) € [1,n]* est une inversion de o lorsque: {

() = (1))

- J

paire  sie(o) =+1

. , .
Remarque 7. On dit qu'une permutation o est { impaire si c(0) = =1 °

Exemple 7. Déterminer le nombre d’inversions et la signature de la permutation o = (3 5 7 2 1 4 6).

lPROPOSITION 4 : Les transpositions sont de signature —1. |

| Preuve 4 : 1l suffit de vérifier que le nombre d’inversions correspondant a une transposition est impair. |

THEOREME FONDAMENTAL 5 : Signature d’une composée
Pour tout couple (o1, 02) € &,, on a:

|e(01002) = 5(01) x (o)

Preuve 5 : Démonstration non exigible.

Remarque 8.
1. Cela signifie en particulier que Papplication & : (&,,0) — ({-1,1},x)  est un morphisme de groupes.
o — (o)

2. Le noyau de ce morphisme A, = {0 € &, |e(0) = +1} (I'ensemble des permutations de signature 1) est un
sous-groupe de &,, appelé le groupe alterné d’ordre n.

COROLLAIRE 6 : Awutre caractérisation de la signature
Si une permutation o s’écrit comme produit de p transpositions, o = 7 o --- o 7,. Alors:

e(o) = (=1)? I
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| Preuve 6 :  Pas de difficulté. |

Remarque 9. La décomposition d’'une permutation en produit de transpositions n’est pas unique, mais le corollaire
précédent prouve que la parité du nombre de transpositions est la méme pour toute décomposition.

N [rercice : 0 I
Dans les années 1870, Sam Loyd a offert une prime de 1000 dollars & la personne qui trouverait la solution du jeu de

taquin suivant :
1. La case 16 est vide, et les pieces numérotées peuvent glisser sur cette case vide.
2. Lors du premier coup, on peut faire glisser la case 15 ou la case 12 sur la case vide, et ainsi de suite.

1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 ) 6 7 8
9 10 11 12 9 10 11 12

13 14 15 . 13 15 14 .

Fia. 4 — Position initiale et finale du puzzle 15

Le défi consiste & obtenir la méme configuration que la configuration initiale ou les cases 14 et 15 sont inversées.
Qu’en pensez-vous?



