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1 Définitions

Dans ce chapitre, (K, 4+ ,%x) désigne un corps commutatif (pour nous ce sera R ou C).

( 7 ~ N . 7172
DEFINITION 1 : On appelle polynéome & coefficient dans K tout élément de la forme :

n €N

P=ay+ a1 X +aX’+ - +a, X" ou
0 ! ° " {(G’O;al:"',an)eKn

1. X est appelée I'indéterminée.

| 2. L'ensemble des polynomes & coefficients dans K est noté K[X]. )

Remarque 1.

1. En fait, un polyndme est défini comme une suite presque nulle d’éléments de K, mais cette définition officielle

n’est pas au programme.

X représente la suite de termes successifs: 0, 1, 0, 0, ...Il ne s’agit donc pas d’une variable a laquelle & pourra

donner des valeurs.
2. Par définition, I’écriture d’un polynome sous la forme P = ag + a1 X + as X2 + --- + a, X™ est unique.
Ainsi, on aura: P =0<=Vk €N, a; =0.

[ THEOREME FONDAMENTAL 1 : L’algébre des polynémes
On munit ensemble K[X] de l’addition, de la multiplication et la lce ”usuelles”.

- (KIX], +,-) est un K-ev
Ainsi, .
(K[X], 4+ ,%) est un anneau commutatif
Comme d’autre part, on a A(P x Q) = (AP) x @ = P x (AQ) alors (K[X], 4+, x, -) est une K-algebre
associative et unitaire.
\Le vecteur nul est le polynome P = 0 et 1’élément neutre pour X est le polynome P = 1.

/,

Preuve 1 :  On doit vérifier une a une toutes les propriétés d’un espace vectoriel et d’'un anneau commutatif ... |

Remarque 2. Ce théoréme donne en particulier la stabilité de I'ensemble K[X] par les opérations usuelles (+, X, .).

Remarque 3. (K[X], 4+ ,x) étant un anneau commutatif, on pourra utiliser la formule du binoéme:

n

T

k=0
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DEFINITION 2 : Degré, valuation, terme dominant

Soit un polynéme P = ag + a1 X + - - + a, X" avec a, # 0.
1. On appelle degré du polynéme P, 'entier n noté deg P.
On appelle valuation du polynéme P, le plus petit entier k tel que a; # 0 noté val(P).
Par convention, le degré du polynéme nul vaut —oco.
On appelle terme dominant de P, le monoéme a, X™.

CUk W

L Lorsque a, = 1, on dit que le polynéme P est normalisé ou unitaire. )

THEOREME 2 : Degré d’un produit, d’une somme

1. deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)
2. deg (PQ) =deg P + deg @ Ces formules sont valables méme si P et/ou @) est nul.

L J

Preuve 2 :
On écrit P et @ sous leur forme générale et on s’intéresse aux termes dominants de P + @ et de PQ.

Remarque 4.
1. La somme de polynomes de degré n peut étre un polynome de degré strictement inférieur a n si les termes
dominants s’annulent.

2. Lorsque deg P # deg @, on a toujours deg(P + @) = max(deg P, deg@).
k

3. Silon a k polynémes (P, ..., Py) tous de degré n, pour montrer que la combinaison linéaire @) = Z i P; est
i=1
de degré n on pourra:

(a) utiliser le théoreme précédent pour justifier que deg @ < n, puis
(b) calculer le coefficient de X™ du polynéme @, pour justifier qu’il est non nul.

Remarque 5. Le degré est un outil d’analyse performant dans la recherche de polynémes vérifiant une ou des conditions
données (analyse / synthese).

Exemple 1. (¥) Déterminer tous les couples de polynomes (P, Q) € K[X]? tels que Q? = X P?.

(THEOREME 3 : L’anneau des polynémes est intégre
Soient trois polynémes (P, @, R) € K[X]?.

1. si PQ =0, alors P =0 ou @ = 0.

2. 81 PQ = PR, et si P #0, alors Q = R.

L

Preuve 3 :
1. Par ’absurde en utilisant la fonction degrée

2. Conséquence immédiate du premier résultat

THEOREME 4 : Polyndmes inversibles
Les éléments inversibles de I’anneau K[X] sont les polynomes constants non-nuls.

| Preuve 4 :  On utilise de nouveau la fonction degrée.

THEOREME FONDAMENTAL 5 : Espace des polynémes de degré inférieur 4 n
On note K, [X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

1. Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de K[X].
2. Le systeéme (1, X, X2 ..., X”) forme une base de K, [X] appelée base canonique de K, [X].

Preuve 5 : On a K, [X] = Vect(1, X, ..., X™) et la famille (1, X, ..., X™) est libre.

THEOREME 6 : Polynémes de degrés étagés
On considere un systéme S = (P, ..., P,) de polynémes non-nuls de degrés tous distincts.
Alors S est un systeéme libre de K[X].
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Preuve 6 :  On peut commencer par ordonner les polynéme Py en fonction de leur degré.

n
Soit, P = Z Ak-Pr une CL nulle des polynomes de S. Soit Dy, le terme dominant du polynéme P,. On montre,
k=0
en utilisant les termes Dy, et la fonction degrée que chacun des Ag est nul pour & allant de n a 0.

Remarque 6. Ce théoreme est tres utilisé en pratique pour prouver qu’une famille de polynomes est libre.

Exemple 2. (%) Soit n > 1 et pour k € [0,n], on définit les polynémes P, = (X + 1)k+! — Xk+1,
Le théoreme précédent permet de montrer que le systeme (PO, cee, Pn) est libre dans K, [X].

. Frercice 1 I
(x%) Soit n > 1 et pour k € [[0,n]], on définit les polynomes P, = X*(1 — X)" k.
Montrer que le systeme (P, ..., P,) est libre dans K, [X].

( 7 ., . A~
DEFINITION 3 : Composition des polynémes

Si P(X) =) arX" et Q € K[X].
k=0

n
On définit P o @, le polynome composé par la formule suivante: Po Q) = Z arQF
k=0

|\ J

Remarque 7. Cette loi o n’est pas la loi de composition des applications dans la mesure ou c’est une loi sur K[X]

~

(- .
PROPOSITION 7 : Opérations
Pour tout A € K, P, @, R € K[X]:

Distributivités [ droite]:
1. (P+AQ)oR=PoR+)XQoR 3. (PoQ)oR=Po(QoR)
2. (PQ)oR=(PoR).(QoR) 4. XoP=PoX =P

| Preuve 7 :  On s’en dispensera ... |

Remarque 8. La loi o n’est pas commutative et n’est pas distributive & gauche dans K[X]. Chercher des C/ex!

PROPOSITION 8 : Soient P et () deux polyndmes . On a alors:

deg(P o Q) = deg P x deg @

Preuwve 8 :  On remplace P et () par leur forme explicite.

Remarque 9. /N Pour éviter des erreurs, on prendra soin de s’assurer que les polynomes sur lesquels on travaille sont
non nuls avant d’utiliser cette formule sur le degré.

Exemple 3. (x) Déterminer les polynémes P € R[X] vérifiant P o P = P.

. rercice : 2 I
(%) Soit un polynéme P € R[X] tel que P = Po (—X).
Montrer qu'il existe un polynéme @ € R[X] tel que P = Q o (X?).

2 Arithmétique des polynomes

THEOREME FONDAMENTAL 9 : Division euclidienne

Soient A, B deux polynomes de K[X] tels que B # 0.

A=BQ+R
deg R < deg B

Alors il existe un unique couple (@, R) de polynémes vérifiant : {
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Preuve 9 :
On commence par démontrer 'existence de @) et R.

1. On peut commencer par remarquer que si deg B > deg A alors Q = 0 et R = A conviennent.
2. On fixe B et on procede par récurrence (forte) sur le degré de A.
(a) SidegA =0: facile
(b) Soit n € N. Supposons l'existence de @ et R lorsque deg A < n. Soit A € K[X] de degré n + 1.
Notons a,,1 X"+ et prb les termes dominants respectifs de A et B.

~ , c 1 ~ a _
Pour se ramener a un polynéme de degré < n, on peut considérer le polynéome: A — “ntl xnti-rp,
p
On applique alors ’hypothese de récurrence a ce nouveau polynome.

On démontre enfin 'unicité de cette décomposition.
La méthode est classique et utilise la fonction degré.

[ PrROPOSITION 10 : Factorisation dans R[X]

A, B € R[X] A=BC+ D . C . . ,
C. D e CX] tels que { PR Alors les polynémes { sont a coefficients réels.

Soient { D

Preuwve 10 : Remarquons que A = BC + D correspond a la division euclidienne de A par B dans C[X].
Notons A = BQ + R la division euclidienne de A par B dans R[X].

Cette décomposition vérifie aussi les conditions de la division euclidienne dans C[X]. D’apres l'unicité de la
division euclidienne, elle est donc identique & la décomposition A = BC' + D. Par conséquent, C = @ et D = R
et donc C, D € R[X].

Remarque 10. Ce résultat s’applique en particulier lorsque D = 0.

Réalisation pratique de la division euclidienne.
Soit A = X" —2X +1et B= X2+ 1 deux polyndmes & coefficients réels.
Effectuer la division euclidienne de A par B.

Exemple 4. (x) Entrainement !!
Montrer qu’en effectuant la division euclidienne de A = X° + X% — X? 4+ X — 1 par B = X 4+ X2 4+ 2 on obtient
Q=X’-1letR=—-X?>+X+1.

N [cercice @ 5 I
(x — %) Déterminer le reste de la division euclidienne de 4 = X209 — X34+ X par B = X2+1, puis par C = X2+ X +1.

Remarque 11. On verra une méthode plus efficace dans le paragraphe sur les racines d’un polynome.

. Fercice : /4 I

Définition

On dit qu’une partie Z de K[X] est un idéal de 'anneau (K[X], +, x) lorsque:
1) Z est un sous-groupe du groupe (K[X], +).
2) 7 est absorbant : YA € T, VP € K[X], Ax P € T.

()

Montrer que tout idéal de anneau (K[X], +, X) est engendré par un polynéme, c’est a dire que:
VZ un idéal de K[X], 3P € K[X] tel que Z =Z(P) = {Q x P ; Q € K[X]}

On dit alors que 'anneau (K[X], +, X) est principal.
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DEFINITION 4 : Divisibilité
Soient A, B deux polynomes de K[X] avec B # 0.
On dit que B divise A ssi il existe @ € K[X] tel que A = BQ. (On pourra écrire B/A)

Remarque 12. Dans ce cas, on dira aussi que A est multiple de B ou que 1'on peut mettre en facteur le polynome B
dans le polynéme A. Lorsque A # 0, ceci n’est possible que si deg B < deg A.

N [rercice © 5 I
(%) Déterminer une CNS sur les réels X et p pour que X2 + 2 divise X* + X3 + \. X2 + uX + 2.

. Frercice 0 I
(%) Soit un polynéome P € K[X]. Montrer que (P —X) / (Po P — X).

(THEOREME 11 : Polynoémes associés
Soient deux polynoémes (P, @) € K[X] non-nuls.

(P/Qet Q/P) < (IreK\{0}tqQ=AP)

\On dit alors que les deux polynémes P et ) sont associés.

Preuwve 11 :  On montre facilement que si P/Q et Q/P alors deg P = deg Q).
Comme il existe R € K[X] tel que @ = R.P alors on a deg R = 0. CQFD!!

(THEOREME 12 : Euclide
A=BQ+R

Soient deux polynémes non nuls A et B de K[X]. La division euclidienne donne: { deg R < deg B °

Si D e K[X],ona: |D divise { ‘g <= D divise { g

(.

| Preuve 12 : Pas de difficulté.

Ce théoreme permet, comme pour les entiers, de définir la notion de PGCD et de donner un algorithme pour le
déterminer.

Algorithme d’Euclide
Soient deux polynomes non nuls A et B de K[X].

1. En effectuant des divisions euclidiennes successives, on construit une suite (Rj) de polynomes:
(a) Rp=A
(b) Ry =B
(¢) R est le reste de la division euclidienne de Ry par R;.
(d) et de facon générale: Ry, est le reste de la division euclidienne de Rjy_o par Rj_1.
2. (Rg) est une suite de polynémes de degré strictement décroissant.
1l existe donc un premier entier n pour lequel R,, = 0.
3. Le polynéme R,, 1 est un diviseur commun a A et B.

4. Or, d’apres le théoreme d’Euclide, si D € K[X] divise A et B, alors D division tous les Rj. Donc les
diviseurs communs & A et B sont exactement les diviseurs de R, _1.

(DirmviTION 5 : PGCD et PPCM
Soient deux polynomes non nuls A et B de K[X]. On appelle:

1. PGCD(A, B) le plus grand diviseur commun aAetB noté: ANB

2. PPCM(A, B) le plus petit multiple commun aAetB noté: AVDB
Attention : ici, le plus grand signifie de degré mazximal et le plus petit signifie de degré minimal.

Remarque 13.
1. Le PGCD de deux polynomes est donc le dernier reste non nul obtenu dans ’algorithme d’Euclide.

2. Les lois A et V sont associatives.
On peut donc définir le PGCD et le PPCM de n polynémes ou n € N*.

3. Si AN B =1, on dit que les polynomes A et B sont, premiers entre eux.
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. . AX)=X3+2X2 - X -2
Exemple 5. (x) Déterminer le PGCD de { B(X) = X? 44X + 3
N fercice 7 I
(%) Soit a et b deux entiers naturels non nuls avec a > b. On note § = a A b.
Montrer, en utilisant I'algorithme d’Euclide que: (X® —1)A (X®—1) = X% — 1.

en vous inspirant de ’algorithme d’Euclide.

THEOREME 13 : Egalité de Bezout
Soient deux polynomes non nuls A et B de K[X] et ¢ leur PGCD. Alors:

Il existe deux polynoémes (U, V) € K[X] tels que: AU + BV =4

Preuwve 13 : Comme dans Z, on détermine les polynomes U et V' grace a I'algorithme d’Euclide.

On pourra présenter les calculs intermédiaires dans un tableau de la forme:

Ry=A|Ri=B | Ry |... | Ry D
Q1 Q2 | - | Qk

1 0 Uy | ... | Uy U,=U

0 1 Vs | ... | Vi Vo=V
Remarque 14. Le couple de polynéme (U, V) n’est pas unique!
COROLLAIRE 14 : Soient deux polynémes non nuls A et B de K[X].
Les diviseurs communs & A et B sont les diviseurs de A A B.
| Preuve 14 : Immédiat d’apres 1’égalité de Bezout.
Exemple 6. (x) Déterminer une égalité de Bezout pour les polynémes :

. A=X3+X2+42 5 A=X"+X3-2X+1
" B=X?2+1 "1 B=X24+X+1 '

[ THEOREME 15 : Théoreme de Bezout (bis)
Soient deux polynomes non nuls A et B de K[X]. Alors:

AN B =1<= il existe deux polynomes (U, V) € K[X] tels que AU + BV =1

Preuve 15 :
= (’est une conséquence immédiate du théoreme de Bezout
< Un diviseur commun & A et B divise 1 ...

(THEOREME 16 : Théoréme de Gauss
Soient trois polynémes non nuls A, B et C' de K[X].

Si { 4 divise BC alors A divise C

ANB=1

g

| Preuve 16 : Application immédiate du théoreme de Bezout précédent.

N Frercice : 8§ I

(%) Soit A, B € K[X] non constants et premiers entre eux.
AU+ BV =1

Montrer qu'’il existe un unique couple (U, V') € K[X]? tel que: degU < degB .

degV < degA4
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(PROPOSITION 17 : Propriétés diverses h

Soient A, B, C € K[X].

1. (C.A) A (C.B) = C.(A A B) (C unitaire) 4. ANB=1< APAB?7=1

— !
3 SiD:A/\Balors{ g:gg, avec A’ ANB' =1
2. AN(BAC)=(AANB)NC -

6. (AAB)* = Ak A B*

AANB =1 _ [ A/C _ .
3'{A/\C:1 = AA(BC)=1 7. SI{B/C avec AA B =1 alors AB divise C

| Preuve 17 :  On pourra procéder par analogie avec les propriétés équivalentes dans Z.

Exemple 7. (%) Montrer que si a et b sont deux scalaires distincts, alors pour tout entiers :

(P, ) €N, (X —a)’ A (X —b)7 =1

N Frercice : 9 I
(%) Soit (A, B) € K[X] non constants. Montrer que:

ANB=1<= ABA(A+B)=1

3 Fonctions polynomiales. Racines d’un polynéme

(DEFINITION 6 @ Fonction polynomiale
Soit un polynéme P =ag + a1 X + -+ - + a, X" de K[X].
On définit a partir des coefficients de P, la fonction polynomiale associée:

P: K — K
r =  agtax—+---+ax"”

\On pourra noter K[z] ’ensemble des fonctions polynomiales sur K.

[DiriNiTION 7 - Equation Algébrique
Soit P € C[X].
Pour z € C, I’équation P(z) = 0 est alors appelée équation algébrique associée au polynéme P.

(TuEOREME 18 : Les lois sur K[X] correspondent a celles sur F(K, K)
Soient (P, Q) € K[X]? et (A, u) € K2.
On a les propriétés suivantes :

1. PxQ=Dx0; 2. AP+ pQ = AP + uQ ; 3. PoQ=Po0

| Preuve 18 : Pas de difficulté ...

DEFINITION 8 : Racine d’un polynéme
Soit un polynéme P € K[X].
On dit qu’un scalaire o € K est une racine de P lorsque P(a) = 0.

Remarque 15. Les racines d’un polynéme de K[X] appartiennent au corps K.

Exemple 8. (x) Soit P € C[X] & coefficients réels et o € C. Vérifier que: a racine de P <= & racine de P.

THEOREME 19 : Factorisation par X — «
Soit un polynéme P € K[X] et un scalaire a € K. Alors:

a racine de P <= (X — a) divise P
7
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Preuve 19 : Dans le cas ou P # 0, on effectue la division euclidienne de P par (X — «), et on exprime 1’égalité
obtenue en terme de fonctions polyndémiales. On remplace alors z par « ...

[ CoROLLAIRE 20 : Factorisation par (X —a1)... (X —ay)
Soit un polynéme P € K[X], n € R* et (a1, ..., a,) € K. Alors:

ai, ..., apracines de P <= (X —ay)...(X — a,) divise P

Preuve 20 : Par récurrence sur n.

Exemple 9. () Soit un polynéme P € C[X] a coefficients réels.
1. Montrer que si ¢ est racine de P alors P peut se factoriser par X2 + 1.
2. Montrer que, si j est racine de P alors P peut se factoriser par X2 + X + 1.

N Frercice ;10 I
(*) Détermination du reste de la division euclienne d’un polynéme & ’aide des racines.

1. Soit P € C[X] et a € C.
Déterminer I’expression du reste de la division euclidienne de P par (X — a).

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de A = X?2%0 — X3 + X par B = X2 + 1 & ’aide des racines.

3. Soit le polynéme P = X2" + X" 4+ 1 € C[X].
Trouver une CNS pour que le polynéme P soit divisible par le polynéme X2 + X + 1.

THEOREME 21 : Un polynéme non nul de degré inférieur 4 n admet au plus n racines distinctes
Soit un polynéme P € K, [X].
Si le polynome P admet au moins (n + 1) racines distinctes, alors il est nul.

Preuve 21 : C’est un corollaire du théoreme précédent.

Remarque 16. Ce théoreme est tres utilisé pour montrer des unicités.

[Tx =)

. k#i T < Ty < - < Ty
Exemple 10. (xx) Les polynomes de Lagrange: .Y avec .
p () Les poly grang ZH o {yl,...,yneﬂ%
k#1
Nous savons que le graphe de la fonction polynéomiale P passe par les n points du plan Mi(z1, y1), ..., Mp(Zn, Yn)-

Justifier qu’il n’existe pas d’autre fonction polynomiale de degré n — 1 passant par ces n points.

. [rercice : 11 I
(%) Trouver les fonctions polyndmiales périodiques de F(R,R).

THEOREME 22 : Relation entre polynomes et fonctions polynémiales
Si le corps K est infini (comme R ou C), alors pour tout polynéme P € K[X],

(P=0) <= (P=0)

Preuve 22 : Pas de difficulté en pensant a utiliser le théoreme précédent.

Exemple 11. (%) Contre-exemple :
P#0

Considérer le corps K = Z /27 et trouver un polynéme P € K[X] tel que { Py

THEOREME FONDAMENTAL 23 : Identification d’un polynéme avec sa fonction polynémiale
Si K=R ou C, alors:

lapplication ® : K[X] — Kz] est un isomorphisme d’algebres.
H

P P

Preuve 23 : Aucune difficulté!
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Remarque 17. Ce théoreme est, trés important car il permet de démontrer des propriétés sur les polyndémes en utilisant
les propriétés connues sur les fonctions polynomiales.
Ainsi, pour prouver que P = (@, on pourra prouver que ¢(P) = ¢(Q).

Algorithme de Horner : pour calculer P(a)

Soit le polynéme : P =ag+ a1 X +- -+ a, X". B
Si a € K, 'idée de 'algorithme d’Horner est de calculer P(a) de la fagon suivante:

1. a, 3. (ap X a+ap_1) X a+a, o
2. ap X+ a,_1 4. ...etc ...

Apres la ieme itération on obtient an,a + ap_10 "t 4+ - + ap_j.
Et & la nieme itération on obtient finalement la valeur de P(a).

Remarque 18. En algorithmique, on préfere utiliser ’algorithme de horner plutot qu'un calcul direct car cette algo-
rithme fait appel & beaucoup moins d’opérations. Vérifier cette affirmation pour le calcul de P(«) lorsque deg P =n €
N*.

Exemple 12. (%) Rédiger une procédure Maple mettant en oeuvre 'algorithme de hérner pour calculer 'image d’un
scalaire par une fonction polynomiale.

4 Dérivation, formule de Taylor

(DEFINITION 9 @ Dérivée des polynomes )
P
Soit un polynéme P =ag + a1 X + -+ +ap,X? = ZakX".
k=0
On définit le polynome dérivé de P par
P
P'=ay 420X + - +pe, X' = kag X
k=0
\On définit ensuite les polynémes P”, ..., P*¥) pour tout k € N. )

Remarque 19.
1. La dérivée d’un polynome constant ou nul est le polynome nul.
2. Le terme k.a; X*~! a bien un sens, méme pour k = 0.

Remarque 20. La définition précédente est purement algébrique.
Elle ne correspond a la dérivée des fonctions polynémes que lorsque le corps de base K vaut R.

1. deg(P')=n-1 si neN
PROPOSITION 24 : Soit n € N et P € K[X] de degré n. Alors : 2. deg(P*))=n—-k si k<n
3. PH =9 si k>n

Preuve 2/ : Petite récurrence sur k lorsque k& < n. Pour le cas ol k > n, on s’intéresse au polynoéme P("),

Remarque 21. Avant d’appliquer les formules précédentes, pensez a vérifier que le degré de P est bien adapté.

Exemple 13. (x) Résoudre les équations suivantes:
1. P? =4P. 2. (X?+1)P"-6P =0.
. Fercice : 12 I

(#%) Montrer que pour tout entier naturel n € N*, il existe un unique polynome P, € Q,[X] tel que P, — P} = X™.
Exprimer les coefficients de P, a ’aide de nombres factoriels.
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THEOREME 25 : Dérivée d’une somme et d’un produit de polynémes

L’application D : K[X] — K[X] est linéaire et vérifie: (PQ)' = P'Q + PQ'.
P A

Preuve 25 :
1. Pour la linéarité, on utilise des polynémes sous leur forme explicite.
2. Pour la formule:
(a) Méth 1: Si K= R, on peut utiliser ® : R[X] — {f° polynomiales sur R} et remarquer que P = (]3)'
(b) Méth 2: Sinon:

. , P =X? . . [ PeKX]
! ! ! .
i. on démontre que (PQ)' = P'Q + PQ' pour { Q=x1 " puis dans le cas ou { Q= X1

ii. on utilise enfin la linéarité de la dérivation pour prouver le cas général.

ker(D) = Ko[X]
Im(D) = K[X]

i . surjectif e
Remarque 22. { . D est donc un endomorphisme { pas injectif Et ker(D"*) = Ki—1 [X].

COROLLAIRE 26 : Si P € K[X] et n € N*, alors: (P”)I =nP" P

Preuwve 26 : Par récurrence.

(TuEOREME 27 : Formule de Leibniz
Soient, deux polynomes (P, @) € K[X]?>. On a la formule suivante pour la dérivée du polynéme produit :

(PQ)™ = Z (Z) P Qn—H)
k=0

| J

Preuve 27 :
1. Dans le cas ou K = R, il suffit d’utiliser I'isomorphisme ® du théoréeme précédent.

2. Sinon, la démonstration est identique & la démonstration de la formule de Liebniz dans le cas de la dérivée
nieme d’un produit de fonctions de classe C™.

[ProPOSITION 28 : Dérivée d’une composée
Soient P, @ € K[X]. On a alors:

(PoQ) =P 0Q.Q

Preuve 28 : Pas de difficulté en prenant la forme explicite de P.

(LEMME 29 : Dérivées de (X —a)”
Soit a € K. On exprime pour p € N, la dérivée pieme du polynéme (X —a)™:

n!
X —a)"? s
n]1® (n—p)!( @) sip<n
[(X—a)} —\n sip=n
OK[X] sip>n
| J

Preuve 29 : Récurrence simple dans le cas ot p < n. Le cas p > n est alors immédiat.

(THEOREME FONDAMENTAL 30 : Formule de Taylor
Soit un polynéme P € K[X] de degré < n et un scalaire a € K.

On obtient la décomposition du polynéome P sur la base B = (1, (X —a), ..., (X — a)”) de K, [X]:

P (a)
n!

P(X) = P(a) + P'(a)(X —a) + -+ (X —a)"

10
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Preuve 30 :
1. Dans le cas ou K = R, on peut montrer cette formule dans le cas de la fonction polynomiale P a laide de
la formule de Lagrange, puis utiliser I’isomorphisme ® pour prouver 1’égalité des polynomes associés.
2. Sinon, on peut constater que B = (1, (X —a), ..., (X —a)™) est une base de K, [X] .
On commence alors par décomposer P sous la forme P = \g.(X —a)? + A\ .(X —a)! + ... \p.(X —a)™.
Puis, on détermine les coefficients A\ en calculant la fonction polynéme P*) et en remplacant z par a.

Remarque 23.

. p B
1. On dit alors que (P(a), 1('(1) e '(a)
! n!

Cette décomposition est unique!

) sont les coordonnées de P dans la base B.

2. Dans le cas ot a = 0, la formule s’appelle ”formule de Mac Laurin”.
Déterminer sans calculs les valeurs de P(0), P'(0), P"(0), et P(*)(0), lorsque P =1 — 2X + 5X? — 3X?,

. [ercice : 13 I _
P()=1

(xx) Déterminer les polynémes P € R[X] tels que { 4P(X

(X = 1)P'(X) + P"(X)

COROLLAIRE 31 : Le reste de la divisition euclidienne de P par (X — a)* est:

_ _ Blh-1) (4
Ri(X) = P(a) + P'(a)(X —a) + -+ %1()')()( —a)k !

Preuve 81 : Pas de difficulté en utilisant la formule de Taylor. |

Exemple 14. (x) Trouver le reste de la division euclidienne du polynome P = X™+1 (n > 3) par le polynome (X —1)3.

(THEOREME 32 : Deuxiéme formule de Taylor )

Soit un polynome P € K[X] de degré n € N et un scalaire a € K
On a alors la décomposition du polynéme P o (X + a) sur la base canonique de KK, [X]:

~ ~ pn)
P(X +a) = P(a) + P'(a)X + -+ '@X"
n!
. J
Preuve 32 :  Conséquence immédiate de la premiere formule de Taylor.
400 1
Exemple 15. (xxx) Soit P € K[X]. Montrer que P(X +1) = Z EP(’“) (X).
k=0

DEFINITION 10 : Ordre de multiplicité d’une racine

Soit un scalaire @ € K.

On dit que a est racine d’ordre k exactement de P ssi (X — a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
On dit que a est racine d’ordre au moins k de P lorsque (X — o)k divise P.

Remarque 24. Dans le cas ou «a est racine d’ordre k exactement de P, cela signifie que l'on peut mettre en facteur le
polynoéme (X — a)* dans P, mais pas le polynéme (X — a)*+1.

THEOREME FONDAMENTAL 33 : Factorisation d’un polynéme
Soit, P € K[X] de racines distinctes a1, ..., o d’ordre de multiplicité p;, ..., pk.
Il existe alors @) € K[X] tel que le polynéme P se factorise sous la forme:

Preuve 33 : 1l suffit de démontrer que les polynémes (X — a;)Pi sont deux & deux premiers entre eux!

Remarque 25. Cela signifie en particulier que le degré du polynome P est supérieur ou égal a la somme des ordres de
multiplicité.

11
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(THEOREME FONDAMENTAL 34 : Caractérisation des racines multiples
Soit un polynéme P € K[X] et un scalaire o € K.
On peut voir si «a est une racine multiple de P en calculant les valeurs P(a), P'(a) .. .:

e Le scalaire « est racine de P d’ordre k au moins si et seulement si:

1. P(a) = P'(a) = - = P*~(a) = Ox.
e le scalaire « est racine de P d’ordre k exactement si et seulement si :

2. P®)(q) # Ox.

Preuve 3 :
1. On utilise la formule de Taylor et le fait que la famille B = (1, (X —a), ..., (X —a)*~") est libre.
2. Par I'absurde!

Exemple 16. (x) Pour tout n € N*, justifier les divisibilités suivantes :

L X2 (X+1)"—nX—1. 2. (X =1 | nX"2 —(n+2)X"H 4 (n+2)X —n

. Fercice 1/ I
(%) Trouver une CNS sur A € C pour que P = X7 — X + X\ admette une racine multiple.

5 Relations coefficients-racines pour les polynémes scindés

5.1 Le théoréme de d’Alembert / Polynémes scindés

DEFINITION 11 : Polynéme scindé
Soit P € K[X] de degré n € N*. On dit que P est scindé si P s’écrit:

P=an H()& - ) an, # 0 est le coefficient dominant du polynéme P

. oit { a; € K sont les racines de P (éventuellement identiques)
=0

Remarque 26. Un polynéme constant de K[X] ne peut donc étre scindé.

La principale différence entre les corps R et C concernant les polynémes provient du théoreme suivant :

THEOREME FONDAMENTAL 35 : Théoréme de d’Alembert (admis)
Soit un polynéme P € C[X] tel que deg P > 1.
Alors P possede au moins une racine complexe a € C.

[ CoroLLAIRE 36 :
1. Tout polynéme de C[X] est scindé.
2. Tout polynéme de C[X] de degré n € N* admet n racines (éventuellement identiques).

Preuve 36 :
1. Par récurrence en utilisant le théoreme de d’Alembert.
2. On distingue les deux cas: plus de n racines et moins de n racines.

Remarque 27. Ce résultat est faux pour R[X] comme le montre 'exemple P(X) = X2 + 1.

N Frercice 15 I
(*) Soit un polynéme P € R[X].
Montrer que si P est scindé avec n racines distinctes, alors P’ est également scindé dans R[X].

Remarque 28. Le résultat de I’exercice précédent est faux si K est un corps quelconque.
Par exemple, P(X) = X% — X = X(X — 1)(X + 1) € Q[X] est scindé dans Q[X], mais P'(X) = 3X? — 1 n’est pas
scindé dans Q[X], car les racines de P’ (1/+/3 et —1/+/3) ne sont pas rationnels.

12
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5.2 Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé
Pour déterminer ces relations, commencons par traiter le cas d’'un polynéme de degré 2.

Exemple 17. Soit P un polynome scindé de degré 3.
Ona: P(X)=a3(X —a1)(X —a2)(X —a3) ouencore P(X)=a3X?+axX?+ a1 X + ap.
Déterminer des relations entre les racines de P et ses coefficients.

(DéFINITION 12 : Fonctions symétriques élémentaires des racines )
Considérons maintenant un polynéme P € K[X] de degré n, s’écrivant
P=a,X"+a, 1 X" '+ +ap
Notons ay, as, ..., a, Ses racines.
On définit les fonctions symétriques élémentaires des racines : | oy = Z Qiy o Qg
1<ii < <ipr<n
(. J
o =a1+ -+ ay
02 =0 +ao3 4+ ap_1Qy
Remarque 29. Ainsi: 03 = 103 + 10y + -+ Q200 100,
Op =Q1...0p
Remarque 30. Dans la formule, 'indice k£ de o}, représente le nombre de racines dans chaque produit.
THEOREME FONDAMENTAL 37 : Relations coefficients-racines
Soit P=a,. X"+ ap_1. X" 1 +---+ap un polynémem de K[X] de racines (a1, aa, ..., ap) € K.
On a alors:
oy
Vke[l,n], op=(-1)F2"%
Qn
n
Preuwve 37 :  «q, asa, ..., a, sont les racines de P = P = a,. H(X — ay) = "on développe P”
k=1
Il ne reste plus qu’a identifier les coefficients.
Remarque 31. Pour retrouver les formules du théoréme, il pourra étre utile de commencer par écrire:
PX)=a,( X"+ (-1)o. X" + (=102 X" 2 4+ + (-1)" o, 1.X +0,)
On pourra retrouver cette formule par analogie avec P = ax(X% — SX + P) ot S =0y et P = 05.
Exemple 18. Déterminer les valeurs de oy, 03, 03 et o4 lorsque P = 3X* — 3X? +8X?2 — 6 € C[X].
(COROLLAIRE 38 : Relations coefficients-racines )
Soient (041, ag, ..., an) € K” et (/\1, Ao, ..., /\n) € K”.
On a alors ’équivalence suivante :
Vk € [[l,n]], Ok = Ak
—
a1, Qa, ..., oy sont racines de P = X™ — M X1 4 Qo X2 4o (=) INL X 4 (1),
S J

Preuve 38 :  (C’est la démonstration du théoreme précédent en utilisant des équivalences.

Remarque 32. On utilise le théoreme précédent pour résoudre des systemes dont les équations permettent de calculer
les fonctions symétriques des inconnues.

. [ercice : 10 I
a+b+c=1
(x) Trouver (a, b, ¢) € C? tels que a?+b2+c2=3 .
a+b3+c=1
13
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. [rercice : 17 I
(xx) Donner une CNS sur A € C pour que le polynome X3 —7X + )\ admette une racine qui soit le double d’une autre.
Trouver alors toutes les racines.

Remarque 33.

1. Le théoreme précédent montre que ’on peut exprimer les coefficients d’un polynome scindé en fonction de ses
racines. La réciproque est-elle vraie? OUT dans le cas ot deg P < 2 (résultat bien connu!) et NON dans le cas
général! Un célebre résultat de Galois (1811 - 1832) montre en effet, qu’il n’existe pas de formule qui permet
d’exprimer les racines d’un polynome quelconque a coefficients réels de degré supérieur & 5 a partir des coeffi-
cients du polynome. Difficile dans ce cas de demander a un ordinateur de donner de facon exacte I’expression
des racines d’un polynome quelconque !!

(a) On sait résoudre les équations algébriques de degré 2 depuis I'antiquité.
(b) On sait résoudre les équations algébriques de degré 3 et 4 depuis le XVI eéme siecle (Tartaglia - Cardan)

(¢) On sait qu'’il est impossible de résoudre de facon générale les équations algébriques de degré 5 ou plus
d’apres les travaux d’Abel (1802 - 1829).

2. Par contre, on montre que toute expression polynémiale symétrique en les racines d’un polynéme (c’est & dire, qui
reste invariante par permutations des racines) peut s’exprimer a l’aide des fonctions symétriques élémentaires,
c’est a dire a ’aide des coefficients du polynome. Par exemple, la somme et le produit des racines s’expriment
facilement sans calculer explicitement celles-ci. De méme, si (a;, ..., a;) sont les racines d’un polynéme de

degré n, on peut exprimer les quantités S, = a¥ +---af (k € N) a laide des coefficients du polynéme P.

N ercice © 18 I
(¥) Soit P € C[X] défini par P(X) = X3 —3X? — 10X + 24, et a1, s, a3 ses racines dans C.
Déterminer Vk € [1,5] Sk = af + o + of.

Aide : Pour k > 3, vous pourrez effectuer la division euclidienne de X* par P.

. [2ercice : 19 I
(x) Soient 1, x5 et w3 les racines du polynéme P = X? + pX + ¢ dans C[X]. Calculer:

1
E:Zx—

2
k=1 "k

N [cercice @ 20 I
(%) Déterminer une CNS sur A € C pour que deux des racines 1, o et x3 de P = X3 + 5X2 — 8X + ) vérifient
r1 +xo = —1.

Remarque 34. Comme le montre ’excercice précédent, on pensera a utiliser les fonctions symétriques élémentaires des
racines pour trouver les racines d’un polynomes, des lors que ’on possede certaines informations sur les racines.

6 Décomposition d’un polynome en produit de facteurs irréductibles

Nous avons vu dans une premiere partie sur I’arithmétique des polynéomes que beaucoup de propriétés sont analogues &
celles rencontrées en arithmétique des entiers. Dans cette partie, nous poursuivons ’analogie et introduisant la notion
de polynomes irréductibles qui du fait de ses propriétes, peut-étre considérée comme analogue a celle de nombres
premiers.

6.1 Les polynomes irréductibles de C[X]| et R[X]

DEFINITION 13 : Polynémes irréductibles
Soit P € K[X], un polynéme non constant.
On dit que P est irréductible ssi P = QH implique @ € K ou H € K

Remarque 35. Les seuls diviseurs des polyndémes P irréductibles sont donc les polynémes constants non nuls et les
polynomes non nuls proportionnels a P.

LEMME 39 : Les polynomes de degré 1 sont irréductibles
Quel que soit le corps K, pour tout scalaire a € K| le polynome P = X — « est irréductible dans K[X].

14
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Preuve 39 : Par I’absurde en utilisant la fonction degré. |

1. DansC[X]: X —2et X+ sont irréductibles
Exemple 19. Exemples de polynomes irréductibles: 2. Dans R[X]: X —2et X2 +1 sont irréductibles
3. Dans QX]: X —2,X?+1et X?—2 sont irréductibles
(TuEOREME 40 : Décomposition dans C[X] et dans R[X] )
1. Les polynoémes irréductibles unitaires de C[X] sont les polynémes : P,(X)=X—a avec «a€C
2. Les polyndémes irréductibles unitaires de R[X] sont :
(a) Les polynomes de degré 1 de la forme (X —«) avec a€R.
(b) Les polynomes de degré 2 de la forme X2+ pX +q avec p?—4¢<0.
. J

Preuve 40 :
1. C’est un corollaire immédiat du théoreme de d’Alembert.

2. Pas de probleme pour les polynémes de degré 1.
Le cas des polynomes de degré 2 se traite a ’aide de la décomposition canonique.
On montre enfin que les polyndémes de degré > 3 ne sont pas irréductibles en considérant une racine.

Remarque 36.
1. Dans R[X], tout polynéme de degré > 3 est réductible !!
2. Dans C[X], tout polynéome de degré > 2 est réductible!!

Exemple 20. (%) D’apres le théoréme précédent, un polynéme bicarré X* + pX?2 + ¢ n’est pas irréductible dans R[X].
Pour obtenir sa factorisation lorsque p? — 4q < 0 (l’autre cas ne pose pas de probleme), regrouper le terme en X* et le
terme constant (forcément positif), faire apparaitre un début de carré, puis utiliser I'identité A — B> = (A— B)(A+ B).

Exemple : Factoriser les polynomes P = X* —3X24+9et Q = X* + 1.

6.2 Un peu d’arithmétique ...

On retrouve des propriétés analogues aux propriétés bien connues sur les entiers:

g
PROPOSITION 41 :

1. Deux polynomes irréductibles sont premiers entre eux ou égaux a une constante multiplicative pres.
k
2. Si Py, ..., P, sont irréductibles et Vi € [1,k], P" divise A alors H P divise A.
i=1
3. Si P est irréductible et P ne divise pas A alors PA A = 1.
4. Si P est irréductible et divise un produit de polynémes, alors P divise l'un des facteurs.

Preuve 41 :
1. Pas de difficulté.
A/C
2. On montre que Vi # j, P/" A Pj”j =1 et on applique ¢ B/ C = AB/ C.
AANB =1

3. Par I’absurde, on arrive & une contradiction avec P ne divise pas A.
4. Par I’absurde: si P ne divise aucun facteur, alors P est premier avec chaque facteur et donc avec le produit.

Remarque 37. En s’inspirant de la démonstration de l'infinité des nombres premiers, on démontre de méme que le

nombre de polynémes irréductibles de K[X] est infini. Ce résultat est cependant évident lorsque K = R ou C.

THEOREME 42 : Décomposition d’un polynéme en facteurs irréductibles
Soit un polynéme P € K[X] unitaire.
Alors P g’écrit de fagon unique & I'ordre prés comme produit de polynémes irréductibles unitaires et distincts
de K[X] :
P=P x---x P avec ai,...,a, € N*

15
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Preuve 42 :
1. Pour l'existence de la décomposition, on pourra procéder par récurrence sur le degré n du polynome.
2. Pour l'unicité de la décomposition, il suffit d’utiliser le théoreme de Gauss pour les polynomes.

Remarque 38. Cette décomposition s’appelle la décomposition primaire de P.

6.3 Décomposition en polynémes irréductibles dans C[X] et R[X].

(TuEOREME 43 : Décomposition dans ClX] )
Tout polynome de C[X] s’écrit donc de fagon unique (a l'ordre pres) sous la forme:
P=X\X-a)(X —as)...(X —ay)
avec XA € R le coefficient dominant de P.
\Les complexes a; ne sont pas forcément distincts. )

| Preuve 43 :  Corollaire du théoreme de décomposition d’un polynéme en produit de polynomes irréductibles.

Exemple 21. (%) Décomposer le polynome P = X" — 1 dans C [X].

(THEOREME 44 Décomposition dans R[X]

Tout polynome de R[X] s’écrit de fagon unique (a P’ordre pres) sous la forme:

P=XX-ai).. (X —ap)(X?+p X +q)...(X>+p.X +¢)

Lot tous les facteurs sont irréductibles unitaires et A € R est le coefficient dominant de P.

| Preuve 44 : Corollaire du théoreme de décomposition d’un polynéme en produit de polynomes irréductibles.

Méthode de décomposition de P € K[X] en produit de polynémes irréductibles

1. Dans C[X], il suffit de déterminer les racines de P
2. Dans R[X] :
— On commence par effectuer une décomposition de C[X]
— On regroupe, puis on développe les facteurs correspondant a des racines conjuguées.

. Frercice 2] I
(xx) On considere les polynomes P(X) = X?" — 1 et Q(X) = X?"! — 1.
Factoriser P et () dans C[X] puis dans R[X].

(THEOREME 45 Expression du PGCD et du PPCM )
Soient A et B € K[X] non nuls de décompositions en facteurs irréductibles unitaires suivantes :
A=AT[PY et B=p [P avech pek
i€N i€N
On a alors:
ANB = l—I‘Pimin(ni(A)7 n;(B)) ot AV B = Hpimax(ni(A), n;(B))
i€N i€N
§ J
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Preuve 45 :
1. Il est évident que H Pimin(m(A)’ ni(B) ost un diviseur commun 4 A et B.
iEN
Soit D un diviseur commun & A et B et on démontre que celui-ci divise [ [ prin(ni(4), ni(B)
ieN
2. 1l est évident que H prax(ni(A), nilB) oot yin multiple commun 4 A et B.
iEN
Soit M un multiple commun & A et B et on démontre que celui-ci est multiple de H pP" ax(ni(4), ni(B))
ieN

A= (X - 23X +1)?

Exemple 22. (x) Déterminer le PGCD et le PPCM de { B=(X-22(X+14(X+3) -

COROLLAIRE 46 : Formule reliant le PGCD et le PPCM
Soient A et B deux polynomes de K[X] non nuls. On a alors:

Il existe A € K tel que: | AB = \.(AAB).(AV B)

| Preuwve 46 : Pas de difficulté.

Remarque 39. X est le produit des coefficients dominants de A et B.
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