
Arithm�etique|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye : D'apr�es le ours d'Alain Soyeur20 janvier 20111 La division eulidienne.Th�eor�eme Fondamental 1 : Division eulidienneSoient deux entiers a 2 Z et b 2 N� .Alors : 9! (q; r) 2 Z2 tels que : a = qb+ r ET 0 � r < bL'entier q est appel�e le quotient et r est appel�e le reste de la division eulidienne de a par b.Preuve 1 :1. On ommene par une analyse qui permet de onlure �a l'uniit�e de q et r : � q = E(a=b)r = a� bq .2. R�eiproquement, on montre que es deux valeurs onviennent bien !Dessin
Division eulidienneRemarque 1. E�etuer la division eulidienne de a par b signi�e d�eterminer les entiers q et r tels que � a = bq + r0 � r < b .Exemple 1. La division eulidienne permet de d�emontrer que les sous-groupes de Z sont de la forme mZ ave m 2 ND�efinition 1 : La relation "divise"Soit (a; b) 2 Z�Z�.Lorsque 9k 2 Z tel que a = b:k, on dira que : b divise a (not�e b = a ou b j a).Remarque 2.1. Dire que b j a revient �a dire que le reste de la division euliidienne de a par b est nul (en maple : irem(a,b)=0).2. On note bZ l'ensemble des nombres divisibles par b. Ces nombres sont appel�es les multiples de b.b divise a () a multiple de b3. La relation "divise" d�e�nit une relation d'ordre partielle sur N. En partiulier, on a b j a) jbj � jaj.1



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 2 : Propri�et�es de la divisibilit�eSoient a, b, , d, � et � dans Z.1. Si � a=b=d alors a=bd2. Si � a=bb=a alors a = �b 3. Si � a=ba= alors a=(�b+ �)4. Si � a=bb= alors a=Preuve 2 : Auune diÆult�e !Remarque 3. La proposition 2. sera tr�es utilis�ee pour d�emontrer des �egalit�es.Remarque 4. Comme le montre les exemples suivants, les relations de divisibilit�e permettent de r�esoudre des �equationsd'entiers.Exemple 2. (�) R�esoudre dans Z les �equations suivantes :1. x� 1 j x+ 3 2. xy = 2x+ 3yExemple 3. (�)1. Montrer que pour tout n 2 N, 32n � 2n est un multiple de 7.2. Montrer que 11 j 2123 + 3121.3. Montrer que pour tout n 2 N : 6 j 5n3 + n2 Les ongruenesD�efinition 2 : La notation "ongruene"Soient trois entiers a, b et .Lorsqu'il existe k 2 Z tels que a = b+ k, on �erit : a � b [℄On dit que "a est ongru �a b modulo "Remarque 5. Ainsi, si r est le reste de la division eulidienne de a par b, on a : a � r [b℄Proposition 3 : Op�erations sur les ongruenesLes nombres intervenant dans les propri�et�es suivantes sont tous des entiers.P1 Si � a1 � b1 [n℄a2 � b2 [n℄ alors : a1:a2 � b1:b2 [n℄ et a1 + a2 � b1 + b2 [n℄.P2 Si a � b [n℄ alors : � pour tout p 2 N on a : ap � bp [n℄� pour tout k 2 Z, on a : � k:a � k:b [n℄k:a � k:b [kn℄ et k + a � k + b [n℄� b � a [n℄� a� b � 0 [n℄P3 Si � a � b [n℄b �  [n℄ alors : a �  [n℄ (transitivit�e)Preuve 3 : Pas de diÆult�e ...Remarque 6. On a aussi l'�equivalene suivante : b divise a () a � 0 [b℄Exemple 4. (�) Soit n 2 Z. Montrer que � n1 � 0 [4℄ ou n2 � 4 [8℄ si n est pairn2 � 1 [8℄ si n est impairExerie : 1(��) Soient a 2 Z impair et n 2 N tel que n � 3.Montrer que a2n�2 � 1 [2n℄.
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Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : L'anneau Z=nZSoit n 2 N� tel que n � 2.L'ensemble f0; 1; : : : ; n� 1g est not�e Z=nZ lorsqu'il est muni des li + et � d�e�nies de la fa�on suivante :1. a+ b = le reste de la division eulidienne de a+ b par n.2. a� b = le reste de la division eulidienne de a� b par n.On montre alors que (Z=nZ; + ;�) est un anneau ommutatif.3 PGCD et PPCMD�efinition 4 : PGCD et PPCMSoient a et b deux entiers relatifs non nuls.1. L'ensemble des entiers de N� diviseurs ommuns �a a et b admet un plus grand �el�ement Æ not�e Æ = a ^ b.C'est le plus grand ommun diviseur des entiers a et b.2. L'ensemble des entiers de N� multiples ommuns de a et b admet un plus petit �el�ement � not�e � = a _ b.C'est le plus petit ommun multiple des entiers a et b.Exerie : 2(��) Cet exerie permet de mettre en �evidene des propri�et�es importantes du PGCD.Il pourra être utile de retenir les m�ethodes mises en oeuvre ...1. Soient H1 et H2 deux sous-groupes de (Z; +).On d�e�nit l'ensemble H1 +H2 = fh1 + h2 j (h1; h2) 2 H1 �H2g.Montrer que H1+H2 est le plus petit (au sens de l'inlusion) sous-groupe de (Z; +) qui ontient la partie H1 [H2.2. Appliation du r�esultat pr�e�edent :Soient a et b deux entiers naturels non nuls.(a) Justi�er que aZ+ bZ= ÆZ ave Æ 2 N� un diviseur ommun �a a et b.(b) Soit d un diviseur ommun �a a et b.i. Montrer que aZ[ bZ� dZ.ii. En d�eduire que Æ est le PGCD de a et b.() Bilan : Citer 2 propri�et�es importantes li�ees au PGCD de deux entiers.(d) D�eduire des deux questions pr�e�edentes le sous-groupe 4Z+ 6Z.Remarque 7.1. Le PPCM de deux entiers permet de limiter les aluls lors de l'addition de deux frations rationnelles.2. Le PGCD de deux entiers permet de transformer une fration rationnelle en une fration irr�edutible.3. Dans la reherhe du PGCD ou du PPCM on pourra, si on le souhaite, hanger un des nombres en son oppos�e.4. les lois ^ et _ sont ommutatives.3.1 L'algorithme d'Eulide et ses ons�equenesTh�eor�eme Fondamental 4 : Th�eor�eme d'EulidePour tout entiers relatifs a et b non nuls.Si a = bq + r est la division eulidienne de a par b, alors : PGCD(a; b) = PGCD(b; r).Preuve 4 : On montre sans diÆult�e que fa; bg et fb; rg ont même ensemble de diviseurs ommuns.Pour prouver l'�egalit�e de deux PGCD (a ^ b = e ^ f), on pourra prouver que les deux ouples (a; b) et (e; f)ont même ensemble de diviseurs ommun. Cela revient �a raisonner de la fa�on suivante :1. Soit d un diviseur ommun �a a et b, montrons que � d j ed j f ...2. Soit d un diviseur ommun �a e et f , montrons que � d j ad j b ...
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Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/Algorithme d'EulideLe th�eor�eme pr�e�edent permet de onstruire un algorithme permettant de d�eterminer le PGCD de deux entiersnon nuls a et b.1. On pose r0 = a et r1 = b2. On onstruit alors une suite (rk) stritement d�eroissante de restes en e�etuant, tant que rk 6= 0, ladivision eulidienne de rk�1 par rk et en appelant rk+1 le nouveau reste obtenu.rk�1 = rk:qk + rk+13. D'apr�es le th�eor�eme d'Eulide, on a rk�1 ^ rk = rk ^ rk+1.Comme (rk) est une suite d'entiers stritement d�eroissante, il existe un rang n tel que rn 6= 0 et rn+1 = 0.4. On a alors � a ^ b = rn ^ rn�1rn=rn�1 et ainsi : rn = a ^ bExemple 5. (�) Utiliser l'algorithme d'Eulide pour d�eterminer le PGCD de a = 2004 et b = 835.Dessin
Algorithme d'EulideExerie : 3(�) Construire en langage Maple une pro�edure mettant en oeuvre l'algorithme d'Eulide.1. Ave une boule while (un peu tehnique)2. Sous une forme r�eursive. (faile)Corollaire 5 : Carat�erisation des diviseurs et multiples ommuns �a a et bSoient deux entiers a et b. 1. d est un diviseur ommun de a et b ssi d divise a ^ b2. m est un multiple ommun de a et b ssi m est un multiple de a _ bPreuve 5 :1. ) C'est une ons�equene de l'algorithme pr�e�edent. (ou de l'exerie pr�e�edent !)( Evident !2. ) On onsid�ere m un multiple de a et b.Pour prouver que m est un multiple de � = a _ b, on peut e�etuer la division eulidienne de m par� et on montre que le reste est n�eessairement nul.( Evident !Remarque 8. Ainsi, si a et b divise un entier  alors a _ b divise aussi .Corollaire 6 : Le PGCD et le PPCM sont assoiatifsPour tout entiers relatifs a, b et  non nuls, on a : � (a ^ b) ^  = a ^ (b ^ )(a _ b) _  = a _ (b _ )Preuve 6 :1. On prouve que � a ^ b et � ab ^  ont même ensemble de diviseurs ommuns.2. Même id�ee pour l'assoiativit�e de _.Remarque 9. On peut ainsi d�e�nir le PGCD et le PPCM de n entiers : � pgd(x1; : : : ; xn) = x1 ^ � � � ^ xnppm(x1; : : : ; xn) = x1 _ � � � _ xnExemple 6. (�) D�eterminer le PGCD des nombres suivants : 34, 56, 45, 124.4



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/3.2 Le th�eor�eme de BezoutTh�eor�eme Fondamental 7 : Th�eor�eme de BezoutSoient a et b deux entiers relatifs non nuls.On a : Æ = a ^ b ) 9(u; v) 2 Z2 tels que au+ bv = ÆPreuve 7 : La d�emonstration est donn�ee par l'algorithme suivant. (ou par un exerie trait�e pr�e�edemment !)Remarque 10.1. On dira que (u; v) tel que au+ bv = Æ est un ouple de Bezout assoi�e �a a et b.2. On retrouve ainsi le fait qu'un diviseur ommun �a a et b divise aussi a ^ b.3. Comme on le verra plus tard, il existe une in�nit�e de ouples de Bezout.4. : la r�eiproque de e th�eor�eme n'est vraie que si Æ est un diviseur ommun �a a et b.5. Le th�eor�eme de Bezout est tr�es souvent utilis�e dans les exeries ou les d�emonstrations.Algorithme pour trouver un ouple de BezoutSoient a et b deux entiers relatifs non nuls tels que a ^ b = Æ.On pourra trouver un ouple de Bezout assoi�e �a a et b en pro�edant de la fa�on suivante :1. On applique l'algorithme d'Eulide �a a et b.On onstruit ainsi les suites (rk) et (qk) telles que rk�1 = qk:rk + rk+1 ave 0 < rk+1 < rk.Notons rn = Æ le dernier terme non nul de la suite (rk).2. On d�e�nit simultan�ement les suites (uk) et (vk) telles que rk = uka+ vkb pour tout k 2 [[1;n℄℄.On a alors � (u0; v0) = (1; 0)(u1; v1) = (0; 1) et � uk+1 = uk�1 � qkukvk+1 = vk�1 � qkvk3. Comme d'autre part Æ = una+ vnb, alors les oeÆients de Bezout sont un et vn.4. On pourra pr�esenter les aluls interm�ediaires dans un tableau de la forme :r0 = a r1 = b r2 . . . rk . . . Æq1 q2 . . . qk . . .1 0 u2 . . . uk . . . un = u0 1 v2 . . . vk . . . vn = vExemple 7. (�) Appliquer l'algorithme pr�e�edent pour d�eterminer :1. un ouple de Bezout pour a = 22 et b = 17.2. un ouple de bezout pour a = 127 et b = 35.Exemple 8. (��) Sauriez-vous onstruire un programme d�eterminant un ouple de Bezout pour un ouple (a; b) donn�e?4 Les nombres premiers entre euxD�efinition 5 : Nombres premiers entre euxSoient a et b deux entiers relatifs non nuls.On dit que a et b sont premiers entre eux ssi a ^ b = 1Exemple 9. (�) D�emontrer que deux entiers naturels ons�eutifs sont premiers entre eux.Remarque 11. On dira qu'une fration a=b est irr�edutible ssi a ^ b = 1.Exerie : 4(�) Prouver que la fration 21n+ 414n+ 3 est irr�edutible pour tout n 2 N.Remarque 12. On peut bien entendu �etendre ette d�e�nition �a n nombres entiers non nuls :a1; : : : ; an sont premiers entre eux () a1 ^ � � � ^ an = 1.1. n entiers peuvent être premiers entre eux sans être premiers entre eux deux �a deux.Montrer que les entiers 10, 6 et 15 sont premiers entre eux. Le sont-ils deux �a deux?2. Prouver que si parmi n entiers, deux sont premiers entre eux, alors ils sont premiers entre eux.5



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 8 : Th�eor�eme de Bezout (bis)Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.On a : a ^ b = 1 () 9(u; v) 2 Z2 tels que au+ bv = 1Preuve 8 :) Cons�equene imm�ediate du th�eor�eme de Bezout.( Comme a ^ b divise a et b, alors il divise au+ bv, 'est �a dire 1.Exemple 10. (�) Soit n 2 N� ave n � 2. D�eterminer les �el�ements inversibles de (Z=nZ; �).Dans quel as (Z=nZ; + ; �) est-il un orps?Corollaire 9 :Si a, b et  sont 3 entiers relatifs non nuls alors : �  divise aa ^ b = 1 )  ^ b = 1.Preuve 9 :M1 : On utilise l'�egalit�e de Bezout pour traduire a ^ b = 1.M2 : On peut aussi e�etuer une d�emonstration direte.Corollaire 10 : Carat�erisation du PGCDSi a et b sont 2 entiers relatifs non nuls, v�eri�ant � a = a0Æb = b0Æ alors : Æ = a ^ b() a0 ^ b0 = 1 .Preuve 10 :M1 : Imm�ediat ave le th�eor�eme de Bezout.M2 : On peut aussi prouver e r�esultat par double ontrapos�ee.Remarque 13. Cette propri�et�e est souvent utilis�ee en arithm�etique.Corollaire 11 :{ Si a, b et  sont 3 entiers relatifs non nuls, alors : � a ^ b = 1a ^  = 1 ) a ^ b = 1.{ De fa�on plus g�en�erale :1. si a est premier ave b1, . . . et bk alors a ^ b1 : : : bk = 1.2. si a est premier ave b alors ap ^ bq = 1 pour tout (p; q) 2 N�2Preuve 11 : Imm�ediat ave le th�eor�eme de Bezout, puis on g�en�eralise par r�eurrene.Exemple 11. (�) Si a et b sont premiers entre eux, montrer que ab ^ (a+ b) = 1.Proposition 12 : Relation entre PGCD et PPCMSoient a et b deux entiers relatifs non nuls. (a ^ b)(a _ b) = jabjPreuve 12 :1. On pose � Æ = a ^ b� = a _ b et � a = Æ:a0b = Æ:b0 .2. Remarquons que Æ:a0:b0 est un multiple ommun �a a et b et don �a �, don : 9k 2 N tel que Æ:a0:b0 = k:�3. Comme � est un multiple ommun �a a et b, on a d'autre part : � � = �:a� = �:b . Ainsi : � b0 = k�a0 = k� .4. Or, omme a0 ^ b0 = 1 alors k = �1. Et don : Æ:ja0:b0j = �.5. On onlut en multipliant par Æ.Remarque 14. Ainsi :1. si a ^ b = 1 alors a _ b = jabj 2. si � a = a0Æb = b0Æ ave a0 ^ b0 = 1 alors a _ b = jÆa0b0j6



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 12. (�) D�eterminer le PGCD et le PPCM de a = 2004 et b = 835.Exemple 13. (�) R�esoudre dans N2 le syst�eme � x ^ y = 5x _ y = 60 .Proposition 13 : Si a, b et  sont 3 entiers relatifs non nuls alors : � 1: (a) ^ (b) = jj(a ^ b)2: (a) _ (b) = jj(a _ b)Preuve 13 :1. On �erit que � a = Æa0b = Æb0 ave a0 ^ b0 = 1. On a alors � a = Æa0b = Æb0 ave a0 ^ b0 = 1... qfd ...2. On d�eduit 2. de 1. �a l'aide de jabj = (a ^ b)(a _ b).Corollaire 14 : Si a et b sont deux entiers relatifs non nuls alors : ak ^ bk = (a ^ b)k pour tout k 2 N�Preuve 14 : On note Æ = a ^ b et d = ak ^ bk et on montre que d = Æk.Pour ela, on alule d = ak ^ bk = ::: en exprimant � a = a0:Æb = b0:Æ ave a0 ^ b0 = 1.Exemple 14. (�) Prouver que si x ^ y ^ z = 1 alors x2 ^ y2 ^ z2 = 1Exerie : 5(�) Soit a et b deux entiers relatifs tels que a2=b2. Montrer que a=b.Th�eor�eme Fondamental 15 : Th�eor�eme de GaussSoient a, b et  trois entiers relatifs non nuls.On a : Si � a divise ba ^ b = 1 alors a divise Preuve 15 : Cons�equene imm�ediate du th�eor�eme de Bezout.Exerie : 6(��) Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux et un ouple de Bezout (u0; v0) 2 Z2 tel que au0 + bv0 = 1.1. D�eterminer tous les ouples d'entiers (u; v) 2 Z2 tels que : au+ bv = 1.2. Si a; b 2 N� , montrer qu'il existe deux entiers (u; v) 2 Z2 tels que : au+ bv = 1 et � juj < bjvj � aExerie : 7Equations diophantiennes(�) Soient A, B et C trois entiers relatifs non nuls et on onsid�ere l'�equation :(E) : Ax+By = C ave (x; y) 2 Z2Le but de et exerie est de d�eterminer une m�ethode permettant de r�esoudre ette �equation.1. Soit Æ = A ^ b. Montrer que si Æ ne divise pas C alors S = ;.En divisant par Æ, l'�equation (E) se ram�ene don �a (E0) : A0x+B0y = C 0 ave A0 ^ B0 = 1.2. Comment trouver une solution partiuli�ere de (E0)?3. En d�eduire l'ensemble S de toutes les solutions.4. R�esoudre dans Z les �equations : 13x+ 5y = 4 et 24x+ 20y = 36Corollaire 16 : Soient a, b et  trois entiers relatifs non nuls. 8<: a divise b divise a ^ b = 1 ) ab divise Preuve 16 : Imm�ediat ave le th�eor�eme de Gauss.Remarque 15. La relation pr�e�edente se g�en�eralise au as a est divisible par b1, . . . , bk ave les bi premiers entre eux deux�a deux.Exemple 15. (�) Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que 24 j p2 � 1.7



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/5 Les nombres premiersD�efinition 6 : Nombre premierDans N� , on dira qu'un nombre est premier ssi : � il est di��erent de 1il n'admet pas d'autre diviseur que 1 et lui-même .On pourra noter P l'ensemble des nombres premiers.Remarque 16. Les nombres premiers sont les atomes de l'arithm�etique. Comme les atomes permettent en himie deonstruire toutes les mol�eules, nous verrons en e�et que les nombres premiers engendrent l'ensemble des nombres entiers.Remarque 17. Le rible d'�erathost�ene permet de d�eterminer les premiers nombres premiers.Exerie : 8(��) Soit a et p deux entiers sup�erieurs �a 2. Montrer que si ap � 1 est premier alors � a = 2p est premierPour prouver qu'un nombre n'est pas premier, on pourra montrer que :1. il s'�erit sous la forme n = ab ave a; b 2 Z2. que � a � 2b � 2Remarque 18. Un nombre entier qui n'est pas premier est dit ompos�e.Exemple 16. (��) Montrer que 8n 2 N� , 4n3 + 6n2 + 4n+ 1 est un nombre ompos�e.5.1 Propri�et�es des nombres premiersProposition 17 : Propri�et�es des nombres premiers1. Soit p 2 N un nombre premier et n 2 Z. Alors, soit p divise n, soit p ^ n = 1.2. Deux nombres premiers distints sont premiers entre eux.3. Si un nombre premier divise un produit d'entiers, alors il divise l'un d'entre eux.Preuve 17 :1. Pas de diÆult�e.2. Pas de diÆult�e.3. On applique le th�eor�eme de Gauss et la propri�et�e 1.Remarque 19. Ainsi, si un nombre premier p divise mk alors p divise m.Exemple 17. (��) Soit p un nombre premier. Prouver que pp est un irrationnel.Th�eor�eme 18 : Tout entier naturel n � 2 admet un diviseur premier.Preuve 18 :1. M�ethode 1 : Par r�eurrene (forte) ...2. M�ethode 2 : On note D(n) l'ensemble des entiers naturels di��erents de 1 qui divisent n.D(n) est une partie de N non vide, don il admet un plus petit �el�ement.On montre alors que et �el�ement est un nombre premier.Th�eor�eme 19 :Tout entier ompos�e n admet un diviseur premier p � pn.Preuve 19 : On note n = ab ave � a � 2b � 2 . On montre que � a > pnb > pn est impossible...Puis, on suppose par exemple que a � pn et omme a admet un diviseur premier ...Remarque 20. Ainsi, un entier n qui n'admet pas de diviseur premier inf�erieur �a pn est un nombre premier.Cette remarque permet de limiter les aluls dans la reherhe de nombres premiers par le rible d'�erathost�ene.Exemple 18. (�) Prouver que 167 est un nombre premier. 8



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 9(��) Soit m un entier stritement plus grand que 1.Montrer que si m divise (m� 1)! + 1 alors m est premier.Th�eor�eme Fondamental 20 : In�nit�e des nombres premiersIl existe une in�nit�e de nombres premiers.Preuve 20 : Il existe un grand nombre de d�emonstrations possibles.Pro�edons ii par l'absurde en supposant que P = fp1; : : : ; pkg.On onsid�ere alors l'entier a = p1:p2 : : : pk + 1.Comme a est un nombre ompos�e (puisque stritement sup�erieur �a tous les pi), il est divisible par l'un des pi.Et omme a et p1:p2 : : : pk sont divisibles par e pi alors 1 l'est aussi ... e qui est impossible !5.2 D�eomposition d'un entier en produit de fateurs premiersTh�eor�eme Fondamental 21 : D�eomposition d'un entier en produit de fateurs premiersTout entier naturel � n 2 Nn � 2 se d�eompose de fa�on unique en produit de fateurs premiers.n = Yp2P p�po�u :1. P est l'ensemble des nombres premiers2. (�p)p2P 2 NP3. vp(n) = �p est appel�ee la p-valuation de l'entier n.Preuve 21 : On peut d�emontrer l'existene par une r�eurrene forte et l'uniit�e de fa�on lassique.Remarque 21. Pour deux entiers naturels non nuls a et b, on a : vp(a� b) = vp(a) + vp(b)Exerie : 10(��) Soient x, y et z trois entiers et X , Y et Z les ensembles de nombres premiers intervenant dans leurs d�eompositionsen fateurs premiers respetives.1. Montrer que : x ^ y ^ z = 1() X \ Y \ Z = ;.2. En d�eduire que : x ^ y ^ z = 1() x2 ^ y2 ^ z2 = 1Proposition 22 : Diviseurs d'un entier naturelSoit n 2 N� de d�eomposition en fateurs premiers : n = Yp2P pnp .Les diviseurs de n sont les entiers d = Yp2P pdp ave 8p 2 P ; 0 � dp � pPreuve 22 : On onsid�ere d = Yp2P pdp et on montre �a quelles onditions e nombre divise n.Exemple 19. (�) La d�eomposition en fateurs premiers reste un probl�eme tr�es diÆile pour les grands nombres. Enrevanhe, elle ne pose pas de diÆult�e pour les petits nombres.1. D�eomposer 2004 en fateurs premiers.2. D�eterminer l'ensemble de ses diviseursExerie : 11(��) R�esoudre dans N2 l'�equation 11(a ^ b) + (a _ b) = 203 ave a � b.Exerie : 12(��) Soit n 2 Nnf0; 1g dont la d�eomposition en nombre premier est n = NYi=1 p�ii .On note d(n) le nombre de diviseurs sup�erieurs ou �egaux �a 1 de n et �(n) la somme de eux-i.Montrer que : 9



Cours MPSI-2010/2011 Arithm�etique http://pasal.delahaye1.free.fr/1. d(n) = NYi=1(�1 + 1) 2. �(n) = NYi=1 p�i+1i � 1pi � 1Corollaire 23 : Expression du PGCD et du PPCMSoient a et b deux entiers naturels non nuls de d�eompositions en fateurs premiers suivantes :a = Yp2P pvp(a) et b = Yp2P pvp(b)On a alors : a ^ b = Yp2P pmin(vp(a); vp(b)) et a _ b = Yp2P pmax(vp(a); vp(b))Preuve 23 :1. Tous les diviseurs ommuns �a a et b divisent Yp2P pmin(vp(a); vp(b)) qui divise aussi a et b.2. Il suÆt d'utiliser la relation (a ^ b)(a _ b) = ab.Remarque 22. a et b sont don premiers entre eux si et seulement si, ils n'ont pas de nombre premier en ommun dansleur d�eomposition en fateur premier.Exemple 20. (�) D�eterminer le PGCD et le PPCM de a = 6513 et b = 2004.Exerie : 13(�) Refaire l'exemple 6 et l'exemple 13 en utilisant e th�eor�eme.Corollaire 24 :Les lois ^ et _ sont distributives l'une sur l'autre : � a ^ (b _ ) = (a ^ b) _ (a ^ )a _ (b ^ ) = (a _ b) ^ (a _ )Preuve 24 : D�emonstration admise. Elle utilise les formules d�emontr�ees dans le orollaire pr�e�edent.
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