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1 Intégrale double sur un rectangle
Si une fonction f est constante et vaut o sur un petit pavé [a, b] X [¢, d], on définit son intégrale double comme étant

le volume de l’espace de base le rectangle [a, b] X [¢, d] et de hauteur «.
Ce volume vaut V =a x (b —a) x (d — ¢).

On vérifie que
V=// f(:v,y)dwdyz/ /f:vydy / /fwydw
[a,b]x[c,d]

\\*

Fi1Gc. 1 — Fonction en escalier

Pour définir 'intégrale double d’une fonction bornée f : [a, b] x [¢, d] — R:
1. On commence par définir 'intégrale double sur un rectangle d’une fonction en escalier.

2. On définit ensuite ’intégrale supérieure de la fonction f comme étant la borne inférieure des intégrales des
fonctions en escalier majorant f, et lintégrale inférieure de la fonction f comme étant la borne supérieure des
intégrales de fonctions en escalier minorant f.
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3. Lorsque l'intégrale supérieure et I'intégrale inférieure sont égales, on dit que la fonction f est intégrable, et on
note

// f(z, y) dz dy son intégrale.
la, b]x[ec, d]

On montre que toute fonction f : [a, b] X [¢, d] = R continue est intégrable.

Le théoreme suivant permet de calculer une intégrale double sur un rectangle R = [a, b] X [c, d].

THEOREME FONDAMENTAL 1 : Théoréme de Fubini

Si f est une fonction continue sur le rectangle R = [a, b] X [¢, d], (avec a < b et ¢ < d) alors on peut calculer
I'intégrale double de f sur R en calculant deux intégrales simples:

//Rf(a:,y)dmdyZ/ab [/Cdf(m,y)dy] d:v:/cd [/abf(m,y)da:] ay

& J,

Preuve 1 : Admis ...

COROLLAIRE 2 : Lorsque la fonction f est de la forme f(z, y) = u(z).v(y) et le domaine R est un rectangle,

alors:
//Rf(:v, y) dz dy:/abu(a:).da:./cdv(y) dy

| Preuve 2 : Pas de difficulté ...

Remarque 1. Ce cas est assez fréquent en pratique.
On s’y ramene assez souvent apres un passage en coordonnées polaires (voir plus loin).

(THEOREME 3 : Propriétés de ’intégrale double )
Si f et g sont des fonctions continues sur le rectangle R = [a, b] X [c, d] et (A, u) € R2.

1. Linéarité: //R(/\f—l—,ug)(m, y) dz dy = )\//Rf(m, y) dz dy—l—,u//Rf(a:, y) dz dy.

2. Additivité: si R = R; U Ry avec Ry N Ry = () (ou presque ...), deux rectangles:

//Rf(a?,y)dxdyZ/le(:v,y)dxdy—i-//R2f(x,y)dxdy

3. Positivité: si f > 0 sur R, alors: // f(z,y) dz dy >0
R

4. Invariance par translation:si (o, 8) € R? et R' =[a+a, b+ a] x [c+ 3, d+ 3], alors:

\_ //Rf(a?,y)dxdyZ/le(x—a,y—ﬂ)dxdy )




Cours MPSI-2009/2010 Les intégrales doubles http://pascal.delahayel .free.fr/

Preuve 3 : Admis ... |

Exemple 1. Calculer: [ = // (z+y)sinzsinydzrdy ou D=0, %
D

2 Intégrale double sur un domaine admissible

La construction devient beaucoup plus compliquée si ’on considere des domaines U C R? qui ne sont plus des rectangles
ou des réunions de rectangles. Comment << subdiviser >> un tel domaine U ? Quelle régularité imposer a U 7 Le
procédé de construction précédent est inadapté, et on utilise une autre définition de l'intégrale: 'intégrale de Lebesgue.
Heureusement, les calculs avec l'intégrale de Lebesgue ressemblent aux calculs habituels avec I'intégrale de Riemann.

~

(DEFINITION 1 : Domaine admissible
Soit U C R?.
On dira que U est un domaine admissible du plan lorsque U peut se décrire sous 'une des deux formes suivantes :

U={(z,y)eR? |a<z<b et o¢)<y<y(z)} avec ¢, ¢ continues par morceaux sur [a, b]
U={(z,y)eR |c<y<d et aly)<z<pBy)} v a, 3 continues par morceaux sur [¢, d]

| J

2 types des domaines admissibles

Remarque 2. Les deux paramétrages de U précédents sont appelés: paramétrages admissibles de U.

On considere une fonction f : U — R continue sur un domaine admissible U C R2:
Le théoreme de Fubini nous donne une définition et un mode de calcul de 'intégrale double de f sur U :

( I N » ~ . . \
THEOREME 4 : Théoreme de Fubini

Soit f une fonction continue sur un domaine U C R? admissible possédant les deux types de paramétrages
précédents. On peut alors calculer ’intégrale double de f sur U en calculant deux intégrales simples selon I'une
des deux formules suivantes :

[ 6. v)a dyZ/ab V:())f(z ) dy] d:z::/cd Vf())f(z ) dx] a

- J

|Preuve 4 : Admis ...

Remarque 3. Ainsi, pour calculer une intégrale double, on commencera toujours par :
1. Dessiner le domaine d’intégration U

2. Caractériser ce domaine I'un des deux paramétrages admissibles possibles.
Si cela pose probleme, on pourra faire appel au changement de variables vu dans la partie suivante ...

0<z<1
_ 5 N _ 2 ST
Exemple 2. Calculer I_//D(a: +y)dedy ou D={(z,y) eR |{ 0<y<l—uz }-
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THEOREME 5 : Propriétés de I’intégrale double sur un domaine admissible
Comme dans le cas ou le domaine d’intégration est un rectangle, on retrouve les propriétés suivantes :

1. Linéarité 2. Additivité 3. Positivité

Preuve 5 : Admis ...

. [rercice : 1 I
Montrer que:

. . 1 .
1. //(:rz+yz)dmdy:6 lorsque D ={(z,y) eR2|z>0, y>0, z+y<1}
D
2

2. //1n(1+m2+y)dxdy:§ln2+§—g lorsque D ={(z,y)eR2|z>0, y>0, z?2+y<1}.
D

1 .
3. // zy de dy = 2 lorsque D ={(z,y) € R? |y > 2, =z >y*}.
D

N [cercice @ 2 I
2 e 4 2

Calculer : / (/ sin =% dy) da +/ (/ sin =2 dy) da
1 N 2y 2 Nz 2y

3 Changement de variables

(THEOREME 6 Changement de variables )

Soit A un domaine << admissible >>, soit D C R? et soit ¢ une application presque bijective de classe C*

. A H D
¢ { (u,v) —  (2(u, v), y(u, v))

On appelle Jacobien de ¢, au point (u, v), le déterminant :

oxr O
ou v
Jo(u, v) =
dy Oy
du  dv
Alors
// flz, y)de dy = // f(z(u, v), y(u, v)) |J¢5(u, 11)| du dv
. - = J

|P7’euve 6 : admis! |
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Changement de domaine d’intégration par changement de variables

Remarque 4. L’objectif d'un changement de variable est le plus souvent d’obtenir un nouveau domaine d’intégration
A dont on peut facilement déterminer un paramétrage admissible.

Deux cas usuels de changement de variables sont & connaitre plus particulierement :

r=au+bv+«a

y=cutdv+ B alors |J¢(u, v) = (ad — be)

1. Changement de coordonnées affine: {

T = pcosb

2. Changement de coordonnées polaires: { alors | Jo(p, 0) =p I

y = psinf

N [2ercice : S I
Calculer:

L. [12//a:2y2dmdy ot D={(x,y)eR|2®+y><1}.
D

2. I, = // (2 +y*)dzdy ol D estle demi-disque de rayon 1 de centre (0, 1) avec 2 > 0.
D

2
13://(a:2+y2)dmdy ou D ={(x, y)E]R2|—+:Z2§1}.
D

D
. Frercice /4 I

Soit R > 0. )
On définit: F(z) = / e dt, I(R)= // e @) Az dy, et D ={(z,y) € R"* |22 +4° < R?}.
0 [0,R]2

1. Montrer que: I(R) = F(R)>.

2. Montrer que: // e~ @) qp dy <I(R) < // e~ @) qp dy
Dr Dy

.=

+o00
3. En déduire que: / e dz = lim F(R) =
0 R—+00

. rercice 5 I N
In(1 d
L’objectif de cet exercice est de calculer l'intégrale simple: [ = / %
0 :U
x dy
1+zy

2. (a) Montrer que 2.] = / / 1+;+1y+y 2y

(b) En déduire la valeur de l'intégrale I.

1
1. Observer que In(1 + z) = /
0

dz dy

4 Aire d’un domaine plan

DEFINITION 2 : Aire d’un domaine plan
Soit D C R? un domaine, on appelle aire de D,

:// 1dz dy
D

Remarque 5. L’aire du domaine plan D est donc le volume de base D et de hauteur 1.
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Exemple 3. Calculer laire délimité par une ellipse d’équation cartésienne D : — + Y <1

a

b2 —
N Frercice : 0 I
Calculer les aires suivantes:
1. aire de l'astroide
2. aire d’une arche de cycloide (on constatera des difficultés ...)

Remarque 6. Nous verrons dans le chapitre d’analyse vectoriel, une formule (Green-Riemann) permettant le calcul de
I’aire d’'un domaine lorsque la méthode précédente pose probleme.

PROPOSITION 7 : Cas d’une courbe en polaire
Dans le cas ou le domaine D contient O et est délimité par une courbe en polaire p = p(f) avec 0 € [a; , as],
son aire est donné par la formule:

Aire(D) :% / 22(6) d9

Preuve 7 : 1l suffit d’effectuer un changement de variable en polaire.

Aire d’un domaine délimité par une courbe en polaire

Remarque 7. En physique, les formules de ’aire & ’aide d’une intégrale double s’interpretent différemment.

Surfaces infinitésimales
On note dz dy et p dp df des surfaces infinitésimaux et on somme (au sens de l'intégrale double) ces quantités sur

tout le domaine dont on recherche laire.
// dedy et //pdpd9
D D

N [rercice @ 7 I
Calculer les aires suivantes :

1. aire délimitée par une cardioide
2. aire de la boucle d’une lemniscate de bernoulli d’équation polaire p = v2cosf (6 € [_Tﬂ- ; %])
cos 26 -7

(0 € [T ; Z])

3. aide de la boucle de la strophoide droite d’équation polaire p = 7
cos



