
Les Espa
es Ve
toriels de dimension �niePartie II|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur23 mars 20111 Di��erentes 
onstru
tions d'une baseD�efinition 1 : ev de dimension �nieOn dit qu'un espa
e ve
toriel E est de dimension �nie si et seulement si il existe une famille g�en�eratri
eG = (g1; : : : ; gn) de E de 
ardinal �ni. Par 
onvention, on dit que E = f0g est un espa
e de dimension �nie.Exemple 1. Pour n 2 N� , Rn , Rn [X ℄ sont des espa
es ve
toriels de dimension �nie.Lemme 1 : Augmentation d'une famille libreSoit une famille de ve
teurs L = (l1; : : : ; ln) libre d'un espa
e ve
toriel E et un ve
teur x 2 E.Si x 62 Ve
t(L), alors la famille L0 = (l1; : : : ; ln; x) est en
ore libre.Preuve 1 : Se d�emontre fa
ilement par l'absurde.Lemme 2 : Retrait d'un ve
teur redondantSoit une famille form�ee de n+ 1 ve
teurs de l'espa
e E : S = (x1; : : : ; xn; xn+1) 2 En+1.Si le ve
teur xn+1 est 
ombinaison lin�eaire des autres ve
teurs : xn+1 2 Ve
t(x1; : : : ; xn), alors on peut retirerle ve
teur xn+1 sans modi�er le sous-espa
e engendr�e par S :Ve
t(x1; : : : ; xn; xn+1) = Ve
t(x1; : : : ; xn)Preuve 2 : On pro
�ede par double in
lusion.1. Ve
t(x1; : : : ; xn) � Ve
t(x1; : : : ; xn; xn+1) est �evident !2. Ve
t(x1; : : : ; xn; xn+1) � Ve
t(x1; : : : ; xn) est fa
ile �a montrer !Th�eor�eme Fondamental 3 : Th�eor�eme de la base in
ompl�eteSi L = (l1; : : : ; lp) est un syst�eme libre de E et G = (g1; : : : ; gq) est un syst�eme g�en�erateur de l'espa
e E, alorsil existe une base de E de la formeB = (l1; : : : ; lp; lp+1; : : : ; ln) o�u lp+1; : : : ; ln 2 G:En d'autres termes, pour obtenir une base, on peut 
ompl�eter un syst�eme libre en ajoutant des ve
teurs puis�esdans un syst�eme g�en�erateur.Preuve 3 : On pro
�ede pas �a pas ...Si il existe un ve
teur de G n'appartenant pas �a Ve
tL alors on l'ajoute �a L.On pro
�ede ainsi tant qu'il reste des ve
teurs de G n'appartenant pas �a Ve
tL.La famille L obtenue est alors libre et g�en�eratri
e. C'est don
 une base de E.1
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al.delahaye1.free.fr/Corollaire 4 : Existen
e de basesTout espa
e ve
toriel de dimension �nie non-nul poss�ede une base.Preuve 4 : Pour tout ev de dimension �ni E, on 
onstruit une base en 
onsid�erant le syst�eme g�en�erateur �ni etla famille libre form�ee d'un ve
teur non nul de E. Il suÆt alors d'appliquer le th�eor�eme de la base in
ompl�ete.Corollaire 5 : Compl�ement d'une famille libre en une baseSi E est un ev de dimension �nie et L = (e1; : : : ; ep) une famille libre, alors on peut 
ompl�eter 
ette famille enune base e = (e1; : : : ; ep; ep+1; : : : ; en).Preuve 5 : Appli
ation dire
te du th�eor�eme de la base in
ompl�ete.Exemple 2. On peut par exemple 
ompl�eter L = f(1;2;0); (�1;1;0)g pour obtenir une base de R3 . Cf plus loin ...Corollaire 6 : Extra
tion d'une base d'une famille g�en�eratri
eSi E est un ev de dimension �nie et G = (e1; : : : ; ep) est une famille g�en�eratri
e, alors on peut extraire de Gune base e = (ei1; : : : ; ein).Preuve 6 : Dans G, il existe un ve
teur ei non nul. Soit alors la famille libre L = feig.On 
ompl�ete alors 
ette famille �a l'aide de ve
teurs de G.Exemple 3. De G = Ve
t((1; 1; 1); (1; 0; 2); (2; 1; 3); (1; 2; 0)) on peut extraire une base de G. Cf plus loin ...Th�eor�eme Fondamental 7 : Uni
it�e de l'�e
riture d'un ve
teur dans une baseSoit E un K -ev, n 2 N� et B = (e1; : : : ; en) une base de E. Alors,8x 2 E; 9 ! (x1; x2; : : : ; xn) 2 Kn tel que x = nXk=1xkek:Les s
alaires (x1; x2; : : : ; xn) 2 Kn sont alors appel�es les 
oordonn�ees de x dans la base B.Preuve 7 : Tr�es simple par l'absurde !!2 Dimension d'un espa
e ve
torielLemme 8 : Lemme de SteinitzSoit A = (a1; : : : ; an; an+1) une famille de ve
teurs de E et S = (e1; : : : ; en) une autre famille.Si 8k 2 [[1;n+ 1℄℄; ak 2 Ve
t(S) alors la famille A est li�ee.Preuve 8 : On 
ommen
e par traduire le fait que 8k 2 [[1;n+ 1℄℄; ak 2 Ve
t(S) par n+ 1 relations.1. Si a1 6= 0 alors quitte �a r�eorganiser l'ordre des ei, on peut exprimer e1 en fon
tion de a1, e2 . . . en.2. On rempla
e alors e1 par l'expression pr�e
�edente dans les autres �egalit�es.3. On r�eit�ere le raisonnement �a e2 pour le nouveau syst�eme obtenu.4. Au bout d'un nombre �ni d'�etapes, on 
onstate qu'un des ve
teurs ai s'exprime uniquement en fon
tiondes autres ve
teurs de A.Remarque 1. En d'autres termes, 
e th�eor�eme signi�e que si (n+ 1) ve
teurs sont 
ombinaison lin�eaire de n ve
teursalors ils forment une famille li�ee.Lemme 9 : Le 
ardinal d'une famille libre est plus petit que 
elui d'une famille g�en�eratri
eSi L est une famille libre et G une famille g�en�eratri
e de E, on a
ard(L) � 
ard(G)Preuve 9 : Par l'absurde, on 
onstate que 
e lemme est un 
orollaire du lemme pr�e
�edent.2



Cours MPSI-2010/2011 Les Espa
es Ve
toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 2. D'apr�es 
e th�eor�eme, pour montrer qu'un espa
e ve
toriel n'est pas de dimension �nie, il suÆt d'exhiberune famille (xi)i2N de ve
teurs v�eri�ant : 8n 2 N� ; (x1; : : : ; xn) est libreExemple 4. Montrer que K [X ℄, S(R) et F(R;R) sont de dimension in�nie.Th�eor�eme Fondamental 10 : Cardinal d'une baseSi E est de dimension �nie, toutes les bases de E ont même 
ardinal.Preuve 10 : Il suÆt de 
onsid�erer deux bases de 
ardinal n et n0 di��erents, puis d'appliquer le lemme pr�e
�edent.D�efinition 2 : Dimension d'un evSi E = f0g, on dit que E est de dimension 0 : dimE = 0.Si E est un espa
e ve
toriel de dimension �nie non-nul, on appelle dimension de E, le 
ardinal 
om-mun des bases de E et l'on note dimE = n.Ainsi, dans E un ev de dimension �nie :1. Si L est une famille libre de E, on a : CardL � dimE2. Si G est une famille g�en�eratri
e de E, on a : CardG � dimERemarque 3. Kn est un K -ev de dimension n.Remarque 4. La dimension d�epend du 
orps de base.1. Par exemple, C est un C -ev de dimension 1, mais un R-ev de dimension 2.2. (��) On note pi le i�eme nombre premier.En vous int�eressant �a la famille Ln = fln pigi2[[1;n℄℄, montrer que le Q-ev R est de dimension in�nie.Exer
i
e : 1(��) Soit E l'espa
e ve
toriel des appli
ations de R dans R.On 
onsid�ere F la partie de E 
onstitu�ee des appli
ations de la forme : x 7! eP (x) sinx+ eQ(x) 
osx ave
 (P; Q) 2 Rn [X ℄.1. Montrer que F un sous-espa
e ve
toriel de E.2. Montrer que F est de dimension �nie et d�eterminer dimF .Th�eor�eme 11 : Dimension d'un espa
e produitSi E et F sont deux ev de dimension �nie,dim(E � F ) = dimE + dimFPreuve 11 : Soit (e1; : : : ; en) est une base de E et (f1; : : : ; fp) est une base de F .Alors �(e1; 0); : : : ; (en; 0); (0; f1); : : : ; (0; fp)� est une base de E � F .Th�eor�eme 12 : Cara
t�erisation des basesSoit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie n et S = (e1; : : : ; ep) une famille de ve
teurs de E.1. S est une base de E ssi � S est librep = n . 2. S est une base de E ssi � S est g�en�eratri
ep = n .Preuve 12 :1. Les sens dire
ts sont �evidents !2. (a) Si S est libre et p = n.Si S n'est pas une base alors il existe x =2 Ve
tS. S [ fxg serait alors libre.Ce qui est impossible puisque dimE = n.(b) S est g�en�eratri
e et p = n.Si S n'est pas libre, alors l'un des ve
teurs x de S d'exprime 
omme CL des autres.Dans 
e 
as, Snfxg serait aussi g�en�eratri
e, 
e qui est impossible.Remarque 5. Pour montrer qu'une famille S est une base, on v�eri�era le plus souvent que le syst�eme S est libre etCard(S) = dimE. Cela permet d'�eviter de montrer que S est g�en�erateur, 
e qui est parfois fastidieux.3
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 5. (�) Soit B = (e1; e2; e3) une base d'un ev E. Soient � "1 = e1 + 2e2 + 2e3"2 = e2 + e3 .1. Montrer que ("1; "2) est une famille libre de E.2. Compl�eter 
ette famille pour obtenir une base de E.Exemple 6. Famille de polynômes �a degr�es �etag�esDans l'espa
e E = Rn [X ℄, soit S = (P0; : : : ; Pn) une famille de n+ 1 polynômes tels que 8i 2 [0;n℄, degPi = i.Montrer que S est une base de E.Rem : Cela prouve en parti
ulier que 8a 2 R; B = (1; (X � a); (X � a)2; : : : ; (X � a)n) est une base de Rn [X ℄.Exer
i
e : 2(�) Soit E = Rn et S = (e1; : : : ; en) ave
 e1 = (1; 0; : : : ; 0), e2 = (1; 1; 0 : : : ; 0), . . . , en = (1; : : : ; 1).1. Montrer que S est une base de E.2. Exprimer les 
oordonn�ees du ve
teur (x1; : : : ; xn) 2 Rn dans la base S.Exer
i
e : 3(��) Soit E un K -ev de dimension �nie n et un endomorphisme u 2 L(E) nilpotent d'indi
e p 2 N� : (up = 0 etup�1 6= 0).1. Montrer qu'il existe x0 2 E tel que S = (x0; u(x0); : : : ; up�1(x0)) soit une famille libre de E.2. Qu'en d�eduire pour la valeur de p?3. Que dire si p = n?3 Sous-espa
es ve
toriels en dimension �nieTh�eor�eme 13 : Dimension d'un sevSoit E un ev de dimension �nie n 2 N� et F un sev de E.F est alors de dimension �nie et dimF � dimEPreuve 13 : Si F �etait de dimension in�nie, alors on pourrait trouver une famille libre de ve
teurs de F de
ardinal p > n. Cette famille serait aussi une famille libre de E. Or 
e
i est impossible 
ar toute famille libre deve
teurs de E a un 
ardinal inf�erieur ou �egal �a n.Don
 F est de dimension �nie et dimF � n.Remarque 6. Soit E un ev de dimension n et F un sev de E. Selon sa dimension, F porte des noms di��erents :1. Si dimF = 1 alors F est une droite ve
torielle2. Si dimF = 2 alors F est un plan ve
toriel3. Si dimF = n� 1 alors F est un hyperplan ve
toriel (F est aussi le noyau d'une forme lin�eaire non nulle)Remarque 7. Les sous-espa
es ve
toriels de Rn sont souvent donn�es sous l'une des deux formes suivantes :� Forme 1 : F = Ve
t(e1; : : : ; ep) ave
 e1; : : : ; ep 2 Rn .� Forme 2 : F = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j 8<: f1(x1; : : : ; xn) = 0: : :fq(x1; : : : ; xn) = 0 g o�u f1; : : : ; fq 2 L(Rn ; R).Vous devez 
onnâ�tre la m�ethode permettant de passer d'une forme �a l'autre.Exemple 7. (�) Soient F = Ve
t((1; 0; 2; 3); (�1; 0; 1; 1)) et G = f(x; y; z; t) 2 R4 j � x+ y � z = 0x� 2t = 0 g.1. Exprimer F sous la forme 2.2. Exprimer G sous la forme 1.Corollaire 14 : Soient F et G deux sev d'un même ev de dimension �nie. Alors,� F � GdimF = dimG ) F = GEn parti
ulier, si F est un sev de E, alors : dimF = dimE ) F = E.4
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 14 : Si F � G alors F est un sev de G.Remarque 8. Ce r�esultat est TRES souvent utilis�e pour montrer que deux sev F et G sont �egaux.Exer
i
e : 4(�) Soient F = Ve
t((1; 2; 3); (0; 1; 1)) et G = f(x; y; z) 2 R3 j x+ y � z = 0g deux sev de R3 .Montrer que F = G en utilisant deux m�ethodes di��erentes.Exer
i
e : 5(�) Soit E = R4 et F = Ve
t((1; 1; �; 3); (0; 1; 1; 2)) G = f(x; y; z; t) 2 E j x� y + z = 0; x+ 2y � t = 0g.Trouver une CNS sur � 2 R pour que F = G?Th�eor�eme 15 : Base adapt�ee �a une somme dire
teSoit E un ev de dimension �nie.Soient F et G deux sev de E de bases respe
tives BF = (f1; : : : ; fp) et BG = (g1; : : : ; gq). Alors :E = F �G() B = (f1; : : : ; fp; g1; : : : ; gq) est une base de EPreuve 15 :) On montre tr�es fa
ilement que B est une famille libre et g�en�eratri
e.( On a fa
ilement E = F +G, puis que F \G = f0Eg.Exer
i
e : 6(�) Soit E = R4 et F = Ve
t((1; 0; 1; 0); (1; 2; 0; 0)). Trouver un suppl�ementaire de F dans ECorollaire 16 : Dimension d'une somme dire
teE = E1 �E2 ) dimE = dimE1 + dimE2Preuve 16 : Imm�ediat 
ompte-tenu du th�eor�eme pr�e
�edent.Remarque 9. Ainsi :1. Les suppl�ementaires d'une droite ve
torielle de R3 sont des plans ve
toriels2. Les suppl�ementaires d'un plan ve
toriel de R3 sont des droites ve
toriellesCorollaire 17 : Existen
e de suppl�ementaires en dimension �nieSi E est un ev de dimension �nie, et F un sev de E, alors il existe des suppl�ementaires de F dans E.Preuve 17 : On utilise i
i le th�eor�eme de la base in
ompl�ete en 
onsid�erant une base de F que l'on 
ompl�etepour obtenir une base de E. Les ve
teurs ajout�es engendrent alors un sev suppl�ementaire de F dans E.Remarque 10. Ne jamais parler du suppl�ementaire de F , 
ar en g�en�eral il en existe une in�nit�e. Penser au 
as o�u Fest une droite ve
torielle de R2 (voir �gure 1). GF H
Fig. 1 { H et G sont deux suppl�ementaires de F dans R2Remarque 11. L'existen
e de suppl�ementaires en dimension in�nie est admise par l'axiome de Zorn.Exemple 8. COMPLEMENT:Nous avons vu que les solutions dans F(R; R) de l'�equation fon
tionnelle f(x+ y) = f(x) + f(y) �etaient les fon
tions5
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al.delahaye1.free.fr/Q-lin�eaires et que, si l'on imposait l'hypoth�ese de la 
ontinuit�e sur R alors on obtenait les fon
tions R-lin�eaires, 
'est�a dire, les fon
tions de la forme f(x) = ax ave
 a 2 R.Il est alors l�egitime de se demander s'il existe e�e
tivement des appli
ations Q-lin�eaires non 
ontinues sur R.Soit F le Q-ev de R engendr�e par 1 et p2 et d'apr�es l'axiome de Zorn, on 
onsid�ere G un suppl�ementaire de F .Comme le Q-ev R (de dimension in�nie !) est somme dire
te de F et de G, il est possible de d�e�nir une appli
ation fsolution de f(x+ y) = f(x) + f(y) par ses restri
tions respe
tives �a F et G.On d�e�nit alors l'appli
ation f 2 F(R; R) par � fjF (�+ �p2) = �+ �p2 8�; � 2 QfjG = idG .1. Montrer que f est Q lin�eaire.2. Montrer que f n'est pas 
ontinue sur R.Th�eor�eme 18 : dimension d'une sommeSoit E de dimension �nie et F; G deux sev de E. Alors :dim(F +G) = dimF + dimG� dim(F \G)Preuve 18 : Soit B une base de F \G. On peut 
ompl�eter B pour obtenir une base B [ BF de F et une baseB [ BG de G. Montrons que B [ BF [ BG est une base de F +G.1. Il est imm�ediat que B [ BF [ BG engendre F +G.2. Pour la libert�e de B [ BF [ BG, on prend une 
ombinaison lin�eaire nulle et on montre que l'�el�ement deVe
t(BG) est dans F et don
 dans F \G = Ve
tB.La formule a d�emontrer r�esulte alors du d�e
ompte des ve
teurs de B [ BF [ BG.Exer
i
e : 7(�) Soient F et G deux sev d'un ev E de dimension �nie n 2 N� .Montrer que si dimF + dimG > n alors F \G 
ontient un ve
teur non nul.Corollaire 19 : Cara
t�erisation d'une somme dire
teSoit E un ev de dimension �nie n et F; G deux sev de E. AlorsE = F �G() � F \G = f0gdimF + dimG = nPreuve 19 :) Ces deux r�esultats sont donn�es dans des th�eor�emes pr�e
�edents.( Si F \G = f0g alors d'apr�es la formule pr�e
�edente, dim(F +G) = n et don
 F +G = E.Exemple 9. (�) Soit E = R4 , F = Ve
t((1; 2; 1; 1); (0; 1; 1; 1)) et G = f(x; y; z; t) 2 R4 j x+ y+ z+ t = 0 et x = yg.Montrer que F �G = E.Remarque 12. On a aussi (E = F �G)() (F +G = E et dimF + dimG = n), seulement en pratique, on utiliseraplus souvent la 
ara
t�erisation du th�eor�eme 
ar il est en g�en�eral simple de montrer que F \G = f0g.Exer
i
e : 8(�) Soit D une droite ve
torielle et H un hyperplan d'un ev de dimension �nie E.Montrer que si D 6� H alors D et H sont suppl�ementaires.4 Appli
ations lin�eaires en dimension �nie | formule du rang4.1 D�e�nition, inje
tivit�e, surje
tivit�e et bije
tivit�eTh�eor�eme 20 : Une appli
ation lin�eaire est d�etermin�ee par l'image d'une baseSoit E un ev de dimension �nie n, F un ev quel
onque , � e = (e1; : : : ; en) une base de Ef = (f1; : : : ; fn) une famille de n ve
teurs de F .Il existe alors une unique appli
ation lin�eaire u 2 L(E; F ) telle que 8i 2 [[1;n℄℄; u(ei) = fi6
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 20 : Soit u 2 L(E; F ) telle que 8i 2 [[1;n℄℄; u(ei) = fi.On montre que l'image d'un x 2 E quel
onque est alors parfaitement d�etermin�ee.Remarque 13. Le th�eor�eme pr�e
�edent est important. Il dit en parti
ulier que pour d�eterminer une appli
ation lin�eaire,il suÆt de donner l'image d'une base par 
ette appli
ation.Exemple 10.1. Soit B = (e1; : : : ; en) une base d'un ev E. Soit ' 2 E? d�e�nie par 8i 2 [[1;n℄℄, '(ei) = i.Soit x 2 E et (x1; : : : ; xn) les 
oordonn�ees de x dans B.D�eterminer l'expression de '(x) en fon
tion des 
oordonn�ees xi.2. Soit f l'appli
ation lin�eaire de R3 dans R4 d�e�nie par : 8<: f((1; 0; 0)) = (2; 0; � 1; 0)f((0; 1; 0)) = (0; 1; 2; 0)f((0; 0; 1)) = (1; 1; 1; 1) .Soit X un ve
teur quel
onque de R3 . On note X = (x; y; z) et f(X) = (x0; y0; z0; t0).D�eterminer x0; y0; z0; t0 en fon
tion de x; y; z.Proposition 21 : Appli
ations Lin�eaires inje
tivesSoit u : E ! F une appli
ation lin�eaire et B = (e1; : : : ; en) une base de E.1. u inje
tive() (u(e1); : : : ; u(en)) libre .2. Si u est inje
tive alors : dimF � dimEPreuve 21 : Pas de diÆ
ult�e.Remarque 14. L'image d'une famille libre de E par u 2 L(E; F ) inje
tive est une famille libre de F .Proposition 22 : Appli
ations Lin�eaires Surje
tivesSoit u : E ! F une appli
ation lin�eaire et B = (e1; : : : ; en) une base de E.1. u surje
tive() (u(e1); : : : ; u(en)) g�en�eratri
e de F 
ad F = Ve
t(u(e1); : : : ; u(en))2. Si u est surje
tive alors : dimF � dimEPreuve 22 : Pas de diÆ
ult�e.Remarque 15. L'image d'une famille g�en�eratri
e de E par u 2 L(E; F ) inje
tive est une famille g�en�eratri
e de F .Exemple 11. Que dire de l'inje
tivit�e et de la surje
tivit�e des appli
ations u 2 L(R3 ; R4 ) et v 2 L(R4 ; R3 )?Proposition 23 : Appli
ations Lin�eaires Bije
tivesSoit u : E ! F une appli
ation lin�eaire et B = (e1; : : : ; en) une base de E.1. u bije
tive() (u(e1); : : : ; u(en)) base de F .2. Si u est bije
tive alors : dimF = dimEPreuve 23 : Pas de diÆ
ult�e.Exemple 12. Soit n 2 N� . Que dire de l'appli
ation � : Rn [X ℄ �! Rn�1 [X ℄P 7! P 0 ?Proposition 24 : Image d'un sev HSoit u : E ! F une appli
ation lin�eaire ave
 dimE < +1 et H un sev de E de base BH = fh1; : : : ; hqg.1. u(H) est un sev de F .2. u(H) = Ve
t(u(h1); : : : ; u(hq)).3. dim u(H) � dimHPreuve 24 :1. Connu.2. Fa
ile par �equivalen
es su

essives.3. Imm�ediat 
ompte-tenu du r�esultat pr�e
�edent.Remarque 16. Si u : E ! F est inje
tive alors dimu(H) = dimH et en parti
ulier, l'image par u d'une droiteve
torielle est une droite ve
torielle et l'image par u d'un plan ve
toriel est un plan ve
toriel.Exer
i
e : 9(��) Soit E un K -ev de dimension �nie n 2 N� et x, y deux ve
teurs de E.7
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al.delahaye1.free.fr/1. On suppose (x; y) libre. Montrer alors qu'il existe un automorphisme u de E tel que � u(x) = xu(y) = x+ y2. Soit f 2 L(E) qui 
ommute ave
 tous les automorphismes de E.(a) Soit x 2 E non nul. Montrer que (x; f(x)) est une famille li�ee.(b) En d�eduire que f est une homoth�etie.Corollaire 25 : Espa
es isomorphesSoient deux ev E et F de dimension �nie.On dit qu'ils sont isomorphes s'il existe un isomorphisme ' : E 7! F .On a la 
ara
t�erisation E et F isomorphes () dimE = dimFPreuve 25 :) Supposons que E et F soient isomorphes. On 
onsid�ere B une base de E et ' l'isomorphisme.' �etant un isomorphisme de E dans F , alors '(B) est une base de F . CQFD !( Supposons que dimE = dimF et prenons (e1; : : : ; en) une base de E et (f1; : : : ; fn) une base de F .Soit alors ' l'appli
ation lin�eaire d�e�nie par 8i 2 [[1;n℄℄ '(ei) = fi. D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, ' estun isomorphisme de E dans F . CQFD !Remarque 17. Tout K -espa
e ve
toriel de dimension n est isomorphe �a Kn .Th�eor�eme 26 : Dimension de L(E; F )Si E et F sont de dimension �nie, alors L(E; F ) est �egalement de dimension �nie etdimL(E; F ) = dimE � dimFPreuve 26 : Admis pour l'instant ... (voir le 
ours sur les matri
es !)Remarque 18. En parti
ulier, si l'espa
e E est de dimension �nie, son dual E? est �egalement de dimension �nie etdimE? = dimE (Voir la notion de base duale dans le 
ours de MP).Exer
i
e : 10(��) Soit E un ev de dimension n 2 N� et F = (f1; : : : ; fn) une famille de n formes lin�eaires sur E.On suppose qu'il existe un ve
teur non nul a 2 E tel que 8i 2 [[1;n℄℄, fi(a) = 0.Prouver que la famille F est li�ee.4.2 La notion de RangD�efinition 3 : Rang d'une famille de ve
teurs, d'une appli
ation lin�eaireSoit un espa
e ve
toriel E de dimension �nie et une famille de ve
teurs F = (x1; : : : ;xn).1. On appelle rang de la famille F , la dimension du sous-espa
e ve
toriel engendr�e par F :rg(F) = dimVe
t(F)2. Si E et F sont de dimension �nie et u 2 L(E;F ), on appelle rang de u, la dimension de Imu :rg(u) = dim(Imu)Th�eor�eme 27 : Le rang d'une appli
ation lin�eaireSi (e1; : : : ; en) est une base de E et u 2 L(E; F ),rg(u) = rg(u(e1); : : : ; u(en)) (= dim �Ve
t(u(e1); : : : ; u(en))�Preuve 27 : Imm�ediat !Proposition 28 : Soit � E un K-ev de dimension �nie nF un K-ev de dimension �nie p et u 2 L(E;F ). On a alors : rg(u) � min(n; p).
8
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es Ve
toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 28 : On a :1. rg(u) = dimVe
t(u(e1); : : : ; u(en)) ave
 Ve
t(u(e1); : : : ; u(en)) � F2. rg(u) = dim u(E) � dimEExemple 13. (�) D�eterminer le rang de l'appli
ation lin�eaire de Rn [X ℄ dans Rn [X ℄ qui �a tout polynôme P asso
ie P 0.Exer
i
e : 11Soient u; v 2 L(E) o�u E est une K -ev de dimension �nie. Prouver que :1. rg(u Æ v) � rg u 2. rg(u Æ v) � rg vExer
i
e : 12(��) Soit E un K -ev de dimension �nie n, F un K-ev de dimension �nie p et u; v 2 L(E; F ).Montrer que ��rg(u)� rg(v)�� � rg(u+ v) � rg(u) + rg(v)Lemme 29 : On ne 
hange pas le rang d'une famille de ve
teurs en :1. E
hangeant la pla
e de 2 ve
teurs.2. Multipliant un ve
teur par un s
alaire � 6= 0.3. Ajoutant un ve
teur du syst�eme �a un autre.Preuve 29 : En e�et, 
es 3 op�erations ne 
hangent pas le sev engendr�e par la famille de ve
teurs.Remarque 19. On ne 
hange don
 pas le rang d'une famille de ve
teurs en multipliant un ve
teur par un s
alaire nonnul et en lui ajoutant une CL des autres ve
teurs de la famille.Algorithme du rangPour re
her
her le rang d'un syst�eme de ve
teurs dont on 
onnâ�t les 
oordonn�ees dans une base B donn�ee, onpeut repr�esenter 
es ve
teurs dans une matri
e dont les 
olonnes sont les 
oordonn�ees des ve
teurs.Les op�erations �el�ementaires pr�e
�edentes 
orrespondent alors �a des op�erations sur les 
olonnes. On admettrapour l'instant qu'il est possible d'e�e
tuer 
es mêmes op�erations sur les lignes. On peut ainsi triangulariser 
ettematri
e par la m�ethode de Gauss.Une fois la matri
e triangularis�ee, on lit le rang en 
omptant le nombre de termes non nuls de la diagonale.

Algorithme du rangExemple 14. (�) Re
her
her le rang de la famille de ve
teurs u1; u2; u3 et u4 de R5 :u1(2; 3; � 3; 4; 2); u2(3; 6; � 2; 5; 9); u3(7; 18; � 2; 7; 7); u4(2; 4; � 2; 3; 1)Remarque 20. Pour toutes les op�erations d'alg�ebre lin�eaire, Maple utilise le pa
kage > with(linalg);.La syntaxe est alors la suivante : > rank(matrix([[2,3,-3,4,2℄,[3,6,-2,5,9℄,[7,18,-2,7,7℄,[2,4,-2,3,1℄℄));.Th�eor�eme Fondamental 30 : Formule du rangSoit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie, F un espa
e ve
toriel quel
onque et u 2 L(E; F ).On a alors la fomule suivante appel�ee, formule du rang :dimE = dimker(u) + rgu9
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es Ve
toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 30 :Soit (e1; : : : ; ep) une base de keru, que l'on 
ompl�ete ave
 (ep+1; : : : ; en) pour obtenir une base de E.On montre alors que (u(ep+1); : : : ; u(en)) est une base de Imu.Par 
ons�equent, dim Imu = n� p, relation dont on d�eduit la formule du rang !

E
keru

V
x xkeruxV

F
Imuu(x) = u(xV )u

Fig. 2 { D�emonstration de la formule du rang : E = keru� V et V � ImuRemarque 21. On montre dans la d�emonstration de la formule du rang, que Imu est isomorphe �a tout suppl�ementairede keru, mais en g�en�eral, même si u est un endomorphisme, keru et Imu ne sont pas suppl�ementaires. Trouver unexemple d'endomorphisme de R2 pour lequel Imu = keru !Exemple 15. (�) D�eterminer une base du noyau et de l'image des appli
ations lin�eaires suivantes :1. f : R3 7! R3 d�e�nie par f(x; y; z) = (y � z; z � x; x� y)2. f : R4 7! R3 d�e�nie par f(x; y; z; t) = (2x+ y; x+ y + t; x+ z � t)3. f : C 7! C d�e�nie par f(z) = z + iz (C �etant i
i 
onsid�er�e 
omme un R-ev).Exer
i
e : 13(��) Soit u et v deux endomorphismes d'un K -ev de dimension n tels que Imu+ Im v = keru+ kerv = E.Prouver que Imu et Im v sont suppl�ementaires, ainsi que keru et ker v.Th�eor�eme Fondamental 31 : Isomorphismes en dimension �nieSoient deux espa
es ve
toriels E et F sur le 
orps K de même dimension �nie n.Soit une appli
ation lin�eaire u 2 L(E; F ). Alorsu inje
tive () u surje
tive () u bije
tivePreuve 31 :1. Supposons u inje
tive.Alors keru = f0Eg et d'apr�es la formule du rang : dim Imu = n. Imu est don
 un sev de F de mêmedimension que F . On a don
 Imu = F et u est don
 surje
tive. Et don
 bije
tive !2. Supposons u surje
tive.On utilise l�a en
ore la formule du rang.Remarque 22. Ce th�eor�eme est bien entendu faux si les deux espa
es n'ont pas la même dimension.Corollaire 32 : Soient deux espa
es ve
toriels E et F sur le 
orps K de même dimension �nie n.Soit une appli
ation lin�eaire f 2 L(E; F ). Alorsf est bije
tive () rg(f) = nExer
i
e : 141. (��) On 
onsid�ere (n+1) r�eels distin
ts (x0; : : : ;xn) 2 Rn+1 et l'appli
ation � : Rn [X ℄ �! Rn+1P 7! �P (x0); : : : ; P (xn)�(a) Montrer que � est un isomorphisme. 10
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es Ve
toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/(b) En d�eduire que si (y0; : : : ; yn) 2 Rn+1 , il existe un unique polynôme P 2 Rn [X ℄ tel que 8i 2 [0; n℄,P (xi) = yi. Ce polynôme est alors appel�e : polynôme interpolateur de Lagrange.2. (��) Soient deux r�eels distin
ts (a; b) 2 R2 et quatre r�eels (�; �; Æ; 
) 2 R4 .En utilisant la m�ethode pr�e
�edente, montrer qu'il existe un unique polynôme P 2 R3 [X ℄ v�eri�antP (a) = �; P 0(a) = �; P (b) = Æ; P 0(b) = 
Th�eor�eme 33 : Conservation du rang par un isomorphismeSoient E, F et G trois K -ev de dimension �nie.1. Soit u 2 L(E; F ) et f 2 L(F; G) inje
tive . On a alors : rg(fou) = rg(u)2. Soit u 2 L(E; F ) et f 2 L(G; E) surje
tive. On a alors : rg(uof) = rg(u)3. Soit u 2 L(E) et f 2 L(E) bije
tive. On a alors : rg(uof) = rg(fou) = rg(u)Preuve 33 :1. Il suÆt de remarquer qu'une appli
ation lin�eaire inje
tive 
onserve la dimension d'un sev.2. On a Im(uof) = u(Im f) = u(E) = Imu.Remarque 23. Les formules rg(fou) = rg(u) et rg(uof) = rg(u) sont a fortiori v�eri��ees lorsque f est un isomorphisme.5 Endomorphismes en dimension �nieExer
i
e : 15(��) Soit E un K-ev de dimension �nie n, et u 2 L(E). Montrer que : keru = Imu() � u2 = 0n = 2 rg(u)Th�eor�eme Fondamental 34 : Cara
t�erisation 1 des automorphismes en dimension �nieSoit un espa
e ve
toriel E de dimension �nie n et un endomorphisme u 2 L(E). On a :u inje
tive () u surje
tive () u bije
tive () rg(u) = nPreuve 34 : C'est une 
ons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme 27.Remarque 24. Ce th�eor�eme est tr�es utile en pratique. Si E est de dimension �nie, alors pour prouver qu'un endomor-phisme u de E est bije
tif, il suÆra de montrer qu'il est inje
tif (le plus fa
ile puisqu'il s'agit simplement de prouverque keru = f0g).Exer
i
e : 16(��) Soit E = Rn [X ℄ et Q 2 E. Montrer qu'il existe un unique polynôme P 2 E v�eri�ant P 0 + P = Q.D�efinition 4 : Soit E un espa
e ve
toriel et un endomorphisme u 2 L(E). On dit que1. u est inversible �a gau
he ssi il existe v 2 L(E) tel que v Æ u = id.2. u est inversible �a droite ssi il existe w 2 L(E) tel que u Æ w = id.3. u est inversible ssi il existe u�1 2 L(E) tel que u Æ u�1 = u�1 Æ u = id.Th�eor�eme Fondamental 35 : Cara
t�erisation 2 des automorphismes en dimension �nieSoit u 2 L(E).Lorsque E est de dimension �nie, on a la 
ara
t�erisation :u inversible () u inversible �a gau
he () u inversible �a droiteDans 
e 
as, on a : v = w = u�1.Preuve 35 :1. Si u est inversible �a gau
he, alors l'endomorphisme v tel que v Æ u = idE est surje
tif.Comme E est de dimension �nie, v est bije
tif. Dans 
e 
as, u = v�1 et u est bije
tif.2. De même si u est inversible �a droite. 11
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es Ve
toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 25. Ce r�esulat est faux en dimension in�nie 
omme le montre le 
ontre-exemple suivant.Soit S l'espa
e des suites r�eelles.On d�e�nit deux endomorphismes (le " shift " �a gau
he et �a droite) : � sg : (a0;a1; : : : ) 7! (a1;a2; : : : )sd : (a0;a1; : : : ) 7! (0;a0;a1; : : : ) .Etudier l'inje
tivit�e, la surje
tivit�e de sg, sd. Cal
uler sg Æ sd. Con
lure.Exer
i
e : 17(�) Soit E un K-ev de dimension �nie n et u;v 2 L(E). Montrer que : u2 Æ v � u Æ v Æ u+ id = 0 ) u 2 GL(E)6 Les formes lin�eaires en dimension �nieD�efinition 5 : Soit E un K -ev. On appelle forme lin�eaire sur E tout �el�ement de L(E; K ).L(E; K ) est appel�e le dual de E et est not�e E�.Th�eor�eme Fondamental 36 : Expression analytique d'une forme lin�eaireSoit E un K -ev muni d'une base B = (e1; : : : ; en).On note (x1; : : : ; xn) les 
oordonn�ees d'un ve
teur x dans 
ette base.Alors, � 2 E� () 9(a1; a2; : : : ; an) 2 Kn tels que 8x 2 E; �(x) = nXi=1 ai:xiPreuve 36 :) Si � 2 E�. Soit x de 
oordonn�ees (x1; : : : ; xn) dans la base B.On a alors x = nXi=1 xi:ei et par 
ons�equent, �(x) = nXi=1 xi:�(ei). Ce
i est bien de la forme attendue !( Si � est de la forme �(x) = nXi=1 ai:xi alors il est �evident que � est une forme lin�eaire.Th�eor�eme 37 : Les hyperplans en dimension �nieOn rappelle qu'un hyperplan de E est le noyau d'une forme lin�eaire non nulle de E.Soit E un K -ev de dimension �ni n 2 N, muni d'une base B = (e1; : : : ; en).On note (x1; : : : ; xn) les 
oordonn�ees d'un ve
teur x de E dans 
ette base.1. H est un hyperplan () 9(a1; a2; : : : ; an) 2 Kn (non tous nuls) tels que (x 2 H () nXi=1 ai:xi = 0)2. H hyperplan de E si et seulement si H a pour dimension n� 1Preuve 37 :1. Evident 
ompte-tenu du th�eor�eme pr�e
�edent.2. ) Evident 
ompte-tenu du th�eor�eme du rang.( en remarquant qu'il existe une droite ve
torielle suppl�ementaire.Exemple 16. (�) Soit H = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 ; 2x1 � x2 = x4g. Montrer que H est un hyperplan de R4 .Exemple 17. (�) Soit H = f(x; y; z) 2 R3 ; x� 2y + 3z = 0g. Montrer que � u(1; 2; 1)v(�1; 1; 1) forment une base de H .Exer
i
e : 18(�) Soit E un K -ev de dimension n et H1 et H2, deux hyperplans distin
ts de E.Cal
uler dim(H1 \H2).7 Etude des suites r�e
urrentes lin�eaires d'ordre 2Obje
tif : Trouver l'expression en fon
tion de n du terme g�en�eral d'une suite r�e
urrente d'ordre 2.8n � 2; un = aun�1 + bun�212
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toriels de dimension �nie http://pas
al.delahaye1.free.fr/Soit (a; b) 2 R � R� .On 
onsid�ere : Ep = f(un) 2 RN j 8n � 2; un = aun�1 + bun�2g .On 
onsid�ere le polynôme P = X2 � aX � b appel�e le polynôme 
ara
t�eristique de la suite (un).7.1 Pr�eliminaires1. Montrez que Ep est un sous-espa
e ve
toriel du R-ev RN .2. Prouvez qu'une suite (un) de Ep est parfaitement d�etermin�ee par la donn�ee de u0 et u1.3. A l'aide de l'appli
ation � : Ep �! R2(un) 7! (u0; u1) , d�eterminez la dimension de Ep.Th�eor�eme 38 : Dimension de l'ensemble des suites lin�eaires r�e
urrentes d'ordre 2Soit (a; b) 2 R � R� .L'ensemble des suites (un) telles que : 8n � 2; un = aun�1 + bun�2 est un R-ev de dimension 2.7.2 Etude des di��erents 
as :1. On suppose que P admet 2 ra
ines distin
tes � et � dans R.On note g� = (�n) et g� = (�n).(a) Montrez que (g� ; g�) est une base de Ep(b) En d�eduire la forme g�en�erale des suites de Ep.(
) Exemple : 
al
ulez un lorsque : ( u0 = �1; u1 = 18n � 2; un = 32un�1 � 12un�22. On suppose que P admet une ra
ine double � appartenant �a R.On note g� = (�n) et h� = (n�n).(a) Montrez que (g� ;h�) est une base de Ep.(b) En d�eduire la forme g�en�erale des suites de Ep.(
) Exemple : 
al
ulez un lorsque : ( u0 = 1; u1 = 98n � 2; un = un�1 � 14un�2 .3. On suppose que P est �a 
oeÆ
ients r�eels et admet deux ra
ines 
omplexes 
onjugu�ees �ei! et �e�i! ave
 � > 0et ! n'�etant pas un multiple de �.On pose : 
 = (�n 
osn!) et s = (�n sinn!).(a) Montrez que (
; s) est une base de Ep.(b) En d�eduire la forme g�en�erale des suites de Ep.(
) Exemple : 
al
ulez un lorsque : � u0 = 1; u1 = 18n � 2; un = �2un�1 � 4un�2 .
13
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al.delahaye1.free.fr/7.3 Bilan Etude d'une suite r�e
urrente lin�eaire d'ordre 2Soit (un) une suite r�eelle telle que : 8n � 2; un = aun�1 + bun�2 ave
 b 6= 0.On introduit P = X2 � aX � b appel�e le polynôme 
ara
t�eristique de (un).1. 1er 
as : P admet 2 ra
ines distin
tes � et � dans R.Alors la suite (un) est de la forme : un = �:�n + �:�n.On trouve � et � en 
onsid�erant n = 0 et n = 12. 2eme 
as : P admet une ra
ine double � appartenant �a R.Alors la suite (un) est de la forme : un = (�:+ �:n)�n.On trouve � et � en 
onsid�erant n = 0 et n = 13. 3eme 
as : P admet deux ra
ines 
omplexes 
onjugu�ees �ei! et �e�i!Alors la suite (un) est de la forme : un = �n(�: 
osn! + �: sinn!).On trouve � et � en 
onsid�erant n = 0 et n = 1
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