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1 Rappels
1.1 Fonctions polynomiales et rationnelles
Les fonctions polynomiales continues .
PROPOSITION 1 : . ; .. sur leurs ensembles de définition.
Les fonctions rationnelles dérivables

|Preuve 1 : Résultats connus!

1.2 Théorémes et définitions utiles

Les théoremes suivants sont rappelés sans démonstration. I représente un intervalle de R.

(DEFINITION 1 : ”Image” et ”Image réciproque” d’un ensemble
Soit f € F(E,F), ACEet BCF.
1. On appelle image par f de l’ensemble A le sous-ensemble de F' défini par:

f(A)={f@)|ze A} CF

2. On appelle image réciproque par f de l’ensemble B le sous-ensemble de E défini par:

f'B)y={z€E|f(x)yeB} CE

Image d’un ensemble : Image réciproque d’un ensemble:

Remarque 1. Attention!!! f(A) et f~(B) sont juste des notations utilisées pour nommer ces ensembles.
En particulier, écrire f~!(B) ne signifie pas que la fonction f~! existe!
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Exemple 1. Soit la fonction f : R — R . Déterminer les ensembles f(Z) et f1([2, 3]).
r = 2’

Remarque 2. Que signifie qu’un ensemble I est stable par 'application f?

(DEFINITION 2 : Bijection et bijection réciproque h

On dit qu’une application f : I — J est bijective de I dans J lorsque tout élément y de J admet par f un
unique antécédent x dans I.
En d’autres termes:

f I — Jest bijective <= VyeJ Iz el tel quey= f(x)

Lorsqu’une application est bijective de I dans .J, on peut définir son application réciproque f~' :J — I qui &
tout y de J associe x, 'unique antécédent de y par f.

Veel, flof(z)==z
On a alors: { ! 2N
§ VeelJ, fof tz)==z )
Bijection

Remarque 3. Soit f : I — J une bijection.
1. Sia,bel,alors: a=b<= f(a)= f(b) (tres utile lors de la résolution d’équations)
2. Les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport & la droite y = .

(THEOREME FONDAMENTAL 2 :  Théoréme de la bijection
Soit une fonction f: I — R avec I un intervalle de R.
On note J = f(I).

. continue sur I
On suppose que la fonction f est: .
strictement monotone sur I

Alors:
1. J est un intervalle.
2. La fonction f réalise une bijection de l'intervalle I vers I'intervalle .J.

3. Sa bijection réciproque f~!:.J — I est continue et strictement monotone de méme sens que f.

Preuve 2 : Cf cours sur les fonctions a variable réelle

Exemple 2.
Ce théoreme permet, de définir la fonction exponentielle comme fonction réciproque de la fonction logarithme.

THEOREME 3 : Caractérisation d’une bijection
Soit f € F(I, ).
fog=idy

e . 71 .
76§ = il <= [ est une bijection et f~" = g.

Il existe une application g € F(J, I) telle que {

| Preuwve 8 :  On montre assez simplement qu’une telle application f est sujective et injective.

Remarque 4. Ainsi, une fonction involutive (c’est a dire qui vérifie f o f =id;) est bijective.

Exemple 3. On prouve ainsi que la fonction f : z +— 1/x est bijective de R* dans R* et que f~! = f.
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(DEFINITION 3 : Prolongement par continuité h
Soit a € Ret I =]a;blet f : I — R
Si la fonction f admet une limite finie a droite en a, on pourra alors prolonger f en une fonction
f: ITuf{a} — R
f(z) sizel
v lim f(z) siz=a

r—a
La fonction f ainsi construite est continue a droite au point a. _
\On dit que f est le prolongement par continuité de f au point a. On confond souvent f et f. )

1
Exemple 4. Ainsi, la fonction définie par f(z) = —.sinz est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
xr

THEOREME FONDAMENTAL 4 : Primitivation
Soit I un intervalle de R.

1. Toute fonction réelle continue sur I admet des primitives sur 7.
2. Si la dérivée d’une fonction est nulle sur un intervalle I alors cette fonction est constante sur I.
3. Les primitives d’une fonction f sur I different entre elles d’une constante.

4. Sia €I et b € R, alors toute fonction continue sur I admet une unique primitive F' telle que F(a) = b.

| Preuve 4 : Cf cours sur la dérivabilité des fonctions a variable réelle |

Exemple 5. Ce théoréme permet de construire la fonction logarithme & partir de la fonction f : RY* — R
x = 1/z

( 7 N , . . . ’ .
THEOREME FONDAMENTAL 5 : Dérivation de la fonction réciproque
Soit une fonction f: I — R.

f:I+— R est bijective de I dans J = f(I) avec I et J des intervalles
On suppose que: ¢ f est dérivable sur l'intervalle T
Ve eI, f'(z) #0
1

alors la fonction f=!:.J — I existe et est dérivable sur I'intervalle J avec  (f~!)" = FrofT
[e]

\& /,

Preuve 5 : Cf cours sur la dérivabilité des fonctions & variable réelle

Exemple 6. Ce théoreme permet de justifier la dérivabilité de la fonction exponentielle et d’en calculer sa dérivée.

THEOREME FONDAMENTAL 6 :

. g :I—»R . g est dérivable sur
Soient IR deux fonctions telles que { ' s Aol sur (T (61(0) € 5)
Alors la fonction fog est dérivable sur [ et Vz € I, | (fog)'(z) = flog(x).¢'(x)

| Preuve 6 : Cf cours sur la dérivabilité des fonctions & variable réelle

62z+1

T—I—i’)) est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
e

Exemple 7. Montrer que la fonction définie par f(x) = sin (ln

THEOREME FONDAMENTAL 7 :

Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I = [a, b].
1. si pour tout x €la, b[, f'(z) >0 alors f est strictement croissante sur [
2. ¢i pour tout x €la, b[, f'(z) =0 alors f est constante sur [
3. si pour tout x €]a, b[, f'(z) <0 alors f est strictement décroissante sur I

Preuve 7 :  Cf cours sur la dérivabilité des fonctions & variable réelle
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2 Premieres fonctions usuelles

2.1 Logarithme népérien

Le théoreme fondammental 4 permet de définir la fonction logarithme de la facon suivante :

(DEFINITION 4 : La fonction logarithme h
La fonction f : 10,4+ 00 — ]0,+ oo est continue sur lintervalle ]0, 4+ ool.
x — 1/x
Elle admet donc des primitives.
On appelle "fonction logarithme népérien” 1'unique primitive de f qui s’annule en z = 1.
Cette fonction est notée:
In: ]J0,+00] — R
x — Inx
- J
(PROPOSITION 8 : Rappel des propriétés principales )
1
1. In est dérivable sur |0 ; +oo[ et  Vz €]0; +oof, |(In)'(z) =—|
x
In(l/z) = —Inz
2. La fonction In vérifie: vz, y > 0, | In(zy) =Inz+Inyfet ¢ In(z/y) =Inz—Iny
Inz" =nlnxr VneZ
3. Ona: lim Inz = —o0 et lim Inx =400
z—0+ T—+00
4. On a l'inégalité classique: Vo > 0, In(z) <z -1
|
5. On a la limite connue: n(z) —1
z—1 2—1
- J
Preuve 8 :
1. Par définition de la fonction logarithme
2. (a) On dérive la fonction f,(z) =In(zy) —Inz —Iny ol y est un parametre strictement positif.
(b) Les deux autres formules s’en déduisent.
3. (a) La démonstration de la limite en +oo fait appel & des théoremes vus dans le cours sur la dérivabilité.
(b) La limite en 07 s’en déduit.
4. On étudie le signe de la fonction f(r) =lnz — (z —1).
5. C’est la traduction de la dérivabilité du logarithme en 1.

Remarque 5. Les résultats précédents permettent d’obtenir le graphe de la fonction In.

Graphe de la fonction logarithme
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N [vercice @ 1 I
Prouver que pour tout entier n > 3, la dérivée n’™¢ de la fonction f(x) = 22.Inz est donnée par:

£ (z) = 2_(_1)n—1u

:L.n72

2.2 Exponentielle

Le théoreme fondammental 2 permet de définir la fonction exponentielle de la facon suivante :

(DEFINITION 5 : La fonction exponentielle
La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur I = R**.
Elle réalise donc une bijection de I = R™* vers In(I) = R.

On définit la fonction exponentielle comme sa bijection réciproque: exp : R — ]0,+o00[ .
x>

\On notera exp(z) = e”.

+oo p
x
Remarque 6. En fait, la définition officielle de la fonction exponentielle est: x — e® = Z —
n!
n=0
Cette définition, valable aussi lorsque z € C, ne sera vue qu’en deuxieme année.
(PROPOSITION 9 : Rappel des propriétés principales
1. exp est dérivable sur J = R et Vz € R, | exp'(z) = exp(zx)
nr r\n
2. exp est un morphisme de groupes: V(z, y) € R?, et { Z‘”” — (le/e)“ e
3.  On a l'inégalité classique: Vz € R,
4. Limites: lim e® =0t fet| lim e® = +ool
T——00 T—+00
T .oet—1
5. Autre limite importante : lim =1}
z—0 xT
\_
Preuve 9 :

1. On applique le théoreme de dérivation d’une fonction réciproque
2. C’est une conséquence de la relation fonctionnelle In(zy) =Inz + Iny.
Les deux autres formules se déduisent facilement de la premiere.

3. On étudie la fonction f(z) =e* — (1 + z).
4. Ces deux limites se déduisent immédiatement des limites en 0" et en +oco de la fonction logarithme.
5. C’est la traduction de la dérivabilité de ’exponentielle en 0.

Remarque 7. On obtient le graphe de la fonction exp par symétrie du graphe de In par rapport a la premiere bissectrice.

Dessin

Graphe de la fonction exponentielle
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2.3 Exponentielle de base «a

(DEFINITION 6 : Exponentielle de base a
Pour a > 0 on définit la fonction ezponentielle de base a par:

fo: R — R avec VreR : a“”:e””lnal
r = a°

. J

Remarque 8. Des que 'on sera en présence d’une exponentielle de base a, on pensera systématiquement a la transformer
en utilisant la définition précédente. Cette transformation nous permet d’appliquer les propriétés usuelles de la fonction
exponentielle et nous dispense donc de connaitre par coeur les propriétés suivantes.

(PROPOSITION 10 :
1. Elle vérifie I'équation fonctionnelle: V(z, y) € R, a®™¥ = a®a?
2. Elle est dérivable sur I = R et sa dérivée vaut: Vz € R, f!(z) = (Ina)e®!®® = (Ina)a®
3. Sens de variation :
— Sia=1,alors Vz € R, fy(z) =1;
— Sia > 1, alors f, est strictement croissante sur R ;

L - Si0<ac<1,alors f, est strictement décroissante sur R. )

Preuve 10 :
1. Application immédiate de la définition.

2. Vérification immeédiate!

3. Conséquence de I’étude du signe de la dérivée.

Dessin

Graphe des fonctions exponentielles de base a > 0

N [zercice : 2 I
Prouver que les graphes des fonctions exponentielles de base a et 1/a sont symétriques par rapport a O,,.

1
2.4 Logarithme de base a: log,(z) = 1r1_x
na

Le théoreme de la bijection réciproque permet alors de définir le logarithme de base a.

DEFINITION 7 : Logarithme de base a

Soit, a > 0.

Lorsque a # 1, f, :x — a” est continue et strictement monotone de I = R dans J =]0; +o0].
Elle réalise une bijection de I dans J. On note log, sa bijection réciproque.
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(PROPOSITION 11 : h

1. La fonction log, est continue sur J =]0, + co[ de méme sens de variation que f,.

1
(lna)zx

2. La fonction log, est dérivable sur J =]0, + oof et | Vz € J =]0, + o[, log),(z) =

|
3. On peut exprimer le logarithme de base a a ’aide du logarithme népérien: |Vz > 0, log,(z) = ln_x
na

4. Le logarithme en base a vérifie ’équation fonctionnelle: | V(z, y) €]0, + o[?, log,(zy) = log, = + log, y

- J

Preuve 11 :
1. Conséquence du théoreme d’existence d’une fonction réciproque.
2. Conséquence du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

3. On utilise le fait que log, est la primitive de x — qui donne 1 pour z = a.

1
(Ina)x
On peut aussi retrouver cette formule en résolvant 1’équation y = a® d’inconnue y.

4. C’est une conséquence de la formule précédente.

Dessin

Graphe des fonctions logarithme de base a > 0

Remarque 9. Parmi les logarithmes de base a, le plus utilisé est le logarithme décimal (base 10) noté log.

En représentant sur un axe la grandeur ' = logz (au lieu de z), il permet de représenter sur un graphe une grandeur z
prenant des valeurs dont 'amplitude est de plusieurs puissances de 10 (distances astronomiques, concentrations ...). Comme
log(10.z) = 1 + log z, le passage d’une unité & 'autre indique alors un saut d’une puissance de 10.

Echelle logarithmique:

2.5 Fonctions puissance 7% = ¢*"? (o1t a € R !!)

alnaz

DEFINITION 8 : Pour a € R, on définit f, : ]0,+o00] — R
T = % =e

Remarque 10.
1. Vérifier la cohérence de cette définition avec les définitions connues de z™ lorsque n € Z.
2. Méme si certaines fonctions puissances se définissent sans difficulté sur R, on se limitera ici & RT*.
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PROPOSITION 12 : Les fonctions puissances vérifient les propriétés usuelles sur les puissances entieres.
N R? 1. agf = at+l
Alinsi, V(e B)Jf : v axﬁ xa 8
Ve e R 2. (z*) = z>

| Preuve 12 : La vérification est immédiate!

Exemple 8. Démontrer les formules In(z®) = a.Inz et (e*)* = e®* pour tout a € R.

(PROPOSITION 13 :

1. f, est dérivable sur RT* (fonction composée) et |Vo € RY*, f!(z) = az®~!

2. En notant I =]0, + oo,
- Sia=0, f, est constante et vaut 1.
— Sia>0, f, est strictement croissante sur .

L - Sia <0, f, est strictement décroissante sur 1. )

Preuve 13 : Vérifications immédiates!

a=1
a>1

I<ax<l

a<0

F1a. 1 — Fonctions puissance x®

(PROPOSITION 14 : Continuité et dérivabilité en 0
1. Lorsque a > 0, on peut prolonger par continuité f, et 0 en posant f,(0) = 0.
2. Dérivabilité en 0:
— Sia>1, fo est dérivable en 0 avec f.(0) = 0.
— Si a =1, f, est dérivable en 0 avec f.(0) = 1.

- Si0< a<l, f, n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale).
(. J

Preuwve 14 : Simples calculs de limites!

[PropPOSITION 15 : Inverse d’une fonction puissance
La fonction f, est bijective de I vers J =]0, + oo et

fot=11

L

Preuve 15 :  On démontre facilement en vérifiant que Vo € R™*  fiofi(x) = frofs(z) = x

. frercice 3 I T
Justifiez la dérivabilité de la fonction f définie sur ]0; 5[ par f(z) = (cos® z)!nz.

Calculez sa dérivée.
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3 Comparaison des fonctions In, exp et puissances

(DéFNITION 9 : Notation de Landau )
Soit a une notation qui représente, soit un réel, soit oo (a € R).
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a, avec g ne s’annulant pas au voisinage de a privé de a.
On dira que f est négligeable devant g au voisinage de a lorsque:
x
lim f@) =0 et on écrira: f(z) = o(g(x))
z—a g(z)
\\§ J
( 7’ N - . \
THEOREME 16 : Comparaison des fonctions usuelles en
Soient a, (3, v trois réels strictement positifs.
1) Comparaison puissance et exponentielle: en +00: % = o(ef?)
2) Comparaison In et puissance: en +oo: In"z=o(z*) dou z*In’zx — 0
z—0
3) Comparaison In et exponentielle : en +00: In” z = o(ef®)
_ J
Preuve 16 :
e’ 617/2
1. On se ramene a I’étude de la limite de — en +o00. Puis on étudie la fonction f(z) = —5-
T T
2. On se ramene a la situation précédente en posant y = Inz.
3. On utilise les deux résultats précédents.
Exemple 9. Calculez les limites suivantes:
_ + Ax 1.3
L. f(z) = Vz.In(3z) en 0% 2. g(r) = — en +oo. 3. h(z) =lnz.— en +oo.
T e
4 Les fonctions circulaires et leurs réciproques
4.1 Rappels sur les fonctions circulaires
(PROPOSITION 17 : A
T > COS T définics (cosz) = —sinz
Les fonctions . sont continues sur Ret: |[Vxz € R: . ,
x> sinx - (sinz) = cosx
dérivables
définie - - 1
La fonction z + tanz est { continue sur R\{= [r]}et: |Vz e R\{= [r]}: (tanz)' =1+tan’2r = —
- 2 2 cos? x
dérivable
& J

Preuve 17 : Résultats connus et admis!

Remarque 11. Dans la proposition précédente, les notations (cosx)’, (sinz)’ et (tanx)' sont pratiques mais incorrectes!
On acceptera cependant cet abus de notation.

Je vous rappelle les formules de trigonométrie & connaitre impérativement :

1. cos(a + b) = cosa.cosb — sina.sin b 4. cos2a = cos’a—sin*a =2.cos’a—1=1-2.sin’a
2. sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb 5. sin2a = 2sina. cosa
tana + tanb 2.tana
3. tan(a+b) = ——— 6. tan2a = —————
(a+5) 1 —tana.tanb 1—tan’a
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y = sin(z) 1 y = cos(z)
1
_x 0 s ™ / =z z T
2 2 2 2
-1 -1
y = tan(z)
_T ™ 3
2 2 2
. 0
On obtient en posant ¢t = tan 3 :
11— a2t 2t
1. c059:1+t2 2. s1n9—1+t2 3. tamO—l_t2

Remarque 12.

Les formules précédentes sont tres utiles dans le calcul d’intégrales ou de primitives de fonctions circulaires.

PROPOSITION 18 : Comparaison au voisinage de 0

L sin x 1 9 tan x 1 3 1-— c2osm 1
€T x—0 a5 x—0 a5 r—0 2
Preuve 18 :

1. Dérivabilité du sinus en 0.
2. Dérivabilité de la tangente en 0.

3. On leve la forme indéterminée en multipliant numérateur et dénominateur par 1 + cosz.

4.2 La fonction arcsin

T
Sur l'intervalle [—5,5], la fonction sinus est continue strictement croissante vers [—1,1].

Elle admet donc une bijection réciproque notée | arcsin : [—1,1] — [—g,g] :
Quelques valeurs particulieres & connaitre:
1 3
arcsin(0) = 0 arcsin(1/2) = % arcsin(—2) = % arcsin(%) = % arcsin(1) = g

10
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La fonction arcsin:

Remarque 13.
1. II est possible de retrouver assez facilement la valeur de arcsinz en se rappelant qu’il s’agit de:
. ™ )
7arcsinzx est 'are de [—5, 5] dont le sinus est z”
2. On peut aussi retrouver facilement ces valeurs en tracant le graphe de la fonction sinus.
3. Comme la fonction sin, la fonction arcsin est impaire et croissante

T

V1—2a2

Exemple 10. Démontrer que Vo €] — 1,1, tan(arcsinz) =

Attention : Piege!!!
1.Vz € [-1, 1] on a: sin(arcsinz) =z

La définition de la fonction arcsin nous donne deux relations: T o
2.Vx € [—5, 5] on a: arcsin(sinz) = z
Mais que dire de arcsin(sinz) pour z réel quelconque?...
N frercice /I
Etudier 'application f définie sur R par: f(z) = arcsin(sin x).
PROPOSITION 19 :
La fonction arcsin est dérivable sur l'intervalle | — 1,1] (demi-tangentes verticales en —1 et 1) et

1

Vo €] —1,1], (arcsin)(z) = i

Preuve 19 :  Application du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

Remarque 14. La fonction arcsin n’est pas dérivable aux bornes de son ensemble de définition.

PRrROPOSITION 20 : Limite .
arcsin r

On a la limite suivante: lim —— =
z—0 I

Preuve 20 : Conséquence de la dérivabilité de la fonction arcsinus en 0.

4.3 La fonction arccos

Sur lintervalle [0,7], la fonction cosinus est continue strictement décroissante vers [—1,1].

Elle admet donc une bijection réciproque notée | arccos : [—1,1] — [0,7] |

Quelques valeurs particulieres & connaitre:

1

arccos(0) = g arccos(1/2) = g arccos(—=) = % arccos(—=) = % arccos(1) = 0

11
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Remarque 15.
1. II est possible de retrouver assez facilement la valeur de arccosz en se rappelant qu’il s’agit de:

"arccosx est 'are de [0, 7] dont le cosinus est z”
2. On peut aussi retrouver facilement ces valeurs en tracant le graphe de la fonction cosinus.

3. Comme la fonction cos, la fonction arccos est décroissante.

La fonction arccos:

V1—z2

Exemple 11. Démontrer que Vz € [-1,1], z # 0, tan(arccosz) =
x

Attention : Piege!!!
1.Vz € [-1, 1] on a: cos(arccosz) = z

La définition de la fonction arccos nous donne deux relations:
2.Vz €0, 7] ona: arccos(cosz) =x

Mais que dire de arccos(cos z) pour z réel quelconque?...

(PrOPOSITION 21 :
La fonction arccos est dérivable sur I'intervalle | — 1,1[ (demi-tangente verticale en —1 et 1), et

Vo €] —1,1[, (arccos) (z) = \/%

|

Preuve 21 :  Application du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

Remarque 16. La fonction arccos n’est pas dérivable aux bornes de son ensemble de définition.

[ ProPOSITION 22 :
Vo € [—1,1], arcsin z + arccosz = g (1) et |arccos:v +arccos(—z) =7 (2)

Preuve 22 :  On peut par exemple étudier les dérivées des fonctions f(x) = arcsinz + arccos
g(x) = arccos x + arccos(—x)

Formule 2

Formule 1

12
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Remarque 17.

1. La relation (1) permet d’exprimer la fonction arccos en fonction de la fonction arcsin.
On pourra ainsi 'utiliser pour remplacer arccos(z) par arcsin(z) dans les études de fonctions.

T
2. On peut utiliser la relation (2) pour prouver que le graphe de la f° arccos est symétrique par rapport a A(0, 5)

Exemple 12. Etudier 'application f définie sur R par: f(x) = arccos(cos ).

. frercice 5 I
Etudier la fonction f définie par f(x) = arcsin(sinz) + 3 arccos(cos 2z) dans le but de la représenter.

4.4 La fonction arctan

. T . . . .

Sur intervalle | — 5,5[, la fonction tangente est continue strictement croissante vers R.
T

Elle admet donc une bijection réciproque notée | arctan : R —] — 5,5[ .

Restriction de tan & | — 7,7 et fonction arctan:

Quelques valeurs particulieres & connaitre:

e arctan(0) =0 o arctan e arctan(l) = g e arctan(y/3) =

™
3

s~
SN

Remarque 18.
1. 1l est possible de retrouver assez facilement la valeur de arctan x en se rappelant qu’il s’agit de:

T T
7arctanx est arc de | — 503

2. On peut aussi retrouver ces valeurs en tragant le graphe de la fonction tangente.

[ dont la tangente est z”

Attention : Piege!!!
1.Vz€Ron a: tan(arctanz) = x

La définition de la fonction arctan nous donne deux relations: T
2.Vz €] - 5 5[ on a: arctan(tanz) = x

Mais que dire de arctan(tan z) pour x réel quelconque?...

1 1 1
Exemple 13. Calculer X = arctan 3 + arctan = + arctan 3

. fercice © 6 _x
Démontrer que Vo € R, sin(arctanz) = ——
( )= —

13
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1
1+ 22

PROPOSITION 23 : La fonction arctan est dérivable sur R et Vz € R, | (arctan)’(z) =

Preuve 23 : Par application du théoréeme de dérivation de la fonction réciproque.

PROPOSITION 24 : Comparaison en 0

.. . . arctanx
On a la limite suivante: lim —— =1
r—0 ar

| Preuve 24 : Conséquence de la dérivabilité de la fonction arctan en 0.

1 T .
PROPOSITION 25 : Vo € R* |arctanz + arctan — = €5 (e = signe(x))
x

1
Preuve 25 : 1l suffit de dériver la fonction f(z) = arctanx + arctan —.
z

N fzercice © 7 I
Soient (a, z) € R? tels que az # 1.

a+z
Montrer que: arctana + arctana = arctan 1 + +em (e € {-1,0,1})
x

Pour simplifier une expression ou démontrer une formule comportant des fonctions trigonométriques circulaires,
il existe en général trois méthodes possibles:

1. On peut effectuer un changement de variable judicieux
2. On peut s’intéresser a la tangente, au cosinus ou au sinus d’un des deux membres.

3. On peut effectuer une dérivation et reconnaitre une dérivée connue.
Attention dans ce cas & appliquer correctement le théoréme de primitivation.

. [zercice 8 _.73
Simplifier pour z €] — 1,1, arctan(i).

V1—z2

5 Les fonctions hyperboliques et leurs réciproques

5.1 Les fonction hyperboliques

On définit les fonctions hyperboliques ch, sh et th sur R de la facon suivante :
Remarquer la correspondance avec les expressions complexes des fonctions circulaires ...

e’ +€—.l‘ eiac +e—zx
chy = ——— cosT =
2 2
et — e " T e ir
shy = ——— sinx = -
2 21
shx sinz
they = — tanx =
chz cos T

N [rercice © 9 I
Soit a € R. Résoudre I’'équation ch z 4+ cosa = 2sh z + sina.

14
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(PROPOSITION 26 : Les fonctions hyperboliques sont dérivables sur R et Vz € R: )
ch'z =shz cos' x = —sinx
sh'z =chz A comparer & sin’ z = cosz
1
th'z =1—th’z = - tan'z = 1 + tan’ z =
L ch? 2 cos? x )
| Preuve 26 :  Pas de difficulté.
PROPOSITION 27 : Limites
.. . . shzx . thz
On a les limites suivantes : Iim —=1 et Ilim—=1
r—0 I x—0 X
Preuve 27 :  Conséquence de la dérivabilité des fonctions sh et th en 0.
Formules & connaitre:
chx +shx =e* cosz +isinz = e

chr —shx=e " cosr —isinx =e **

2 2 - —
ch"x —sh“"z =1 cos?z +sin’z =1

Remarque 19.
1. les formules précédentes se démontrent par un simple calcul ...
2. Comme en trigonométrie circulaire, il existe des formules de trigonométrie hyperbolique.

sin par i sh
On pourra retrouver ces fomules en remplacant : cos par ch  dans les formules de trigonométrie circulaire.
tan par ith

Retrouver ainsi les formules permettant d’exprimer ch 2z et sh 2z en fonction de chz et shx.

(ProPOSITION 28 : Branc}%es infinies.
. e 7 .
La courbe d’équation y = — est asymptote aux deux courbes d’équation y =shz et y =chzx

qui se positionnent de part et d’autre de cette asymptote.

L

x T
Preuve 28 : On vérifie facilement que shz — % — 0 et chx — % — 0.

Une étude classique du sens de variation des fonctions hyperboliques permet d’obtenir les graphes suivants.

Remarque 20. La courbe de la fonction ch est appelée une chainette. Il s’agit de la courbe obtenue en tenant une chaine entre
deux doigts. (Voir Mme Nioles pour la démonstration)

PROPOSITION 29 : Retenir que Vz € R,

=] « [ <as]  [Cizmr<]]

| Preuve 29 :  Conséquences des études de fonctions.

N [rercice © 10 I
Etudier la fonction définie par f(z) = 2arctan(th(z)) — arctan(sh(2z)).

15
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y=chz

y=thz -1

y=shua

Fi1G. 2 — Fonctions sh, ch et th

N Frercice : 11 I

2 1 ;
Montrer que Vz # 0 the = —— — ——  puis calculer S, = Z 2F th(2"z).
k=0

n—1

th2z thz

5.2 La fonction argsh

La fonction sh est continue et strictement croissante de R dans R. Sa bijection réciproque est notée | argsh : R +— R |.

Graphes des fonctions sh et argsh:

ProrosiTiON 30 : La fonction argsh est dérivable sur R et Vo € R:

1

argsh’(z) = N

Preuve 30 : Application du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

PROPOSITION 31 : Limite s
argsh z
On a la limite suivante: lim & = 1,
x—0 ap

| Preuve 381 :  Conséquence de la dérivabilité de la fonction alr§sh en 0. |

THEOREME 32 : Expression logarithmique de argsh
Pour tout z € R, on a:
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Graphes des fonctions ch et argch:

PROPOSITION 33 : La fonction argch est dérivable sur ]1; +oo[ et Vo €]1; +o0]:

argch’(z) =

z? —1

Preuve 83 :  Application du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

THEOREME 34 : Expression logarithmique de argch

Pour tout = € [1;+00[, on a:
argchz =In(z + 22 - 1)

| Preuve 34 : Voir les méthodes proposées pour justifier ’expression logarithmique de argsh. |

)=l LTt

oS x 1-—t

m x .
Exemple 15. Soit z € [0, 5[ et t = tan 3 Démontrer que 'on a alors la formule suivante: argch(
‘ c

5.4 La fonction argth

La fonction th est continue et strictement croissante de R dans | — 1,1].

Elle admet donc une bijection réciproque notée | argth : |- 1;1[—» R |

Graphes des fonctions th et argth:

PROPOSITION 35 : La fonction argth est dérivable sur | — 1,1] et Yz €] — 1,1]:

1
argth'(m) = 1_—1.2

Preuve 85 :  Application du théoreme de dérivation de la réciproque d’une fonction.

17
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Remarque 21. On peut retenir les expressions des dérivées des fonctions circulaires et hyperboliques réciproques en :
1. les reliant & leur ensemble de définition.
2. s’assurant de la cohérence avec leur sens de variation.

PROPOSITION 36 : Limite

argthz 1

On a la limite suivante: lim
x—0 €T

Preuve 36 : Conséquence de la dérivabilité de la fonction argth en 0.

THEOREME 37 : Expression logarithmique de argth
Pour tout €] — 1;1[, on a:

1+
n
11—z

1
argthx = 5.1

| Preuve 87 : 1l suffit de résoudre ’équation y = thz. |

Exemple 16. Simplifier 'expression ch(argth z).

Remarque 22. On a:
1. ch(argchz) = z pour tout x de 'ensemble de définition et argch(chz) = x pour tout z € [0, + oo (Attention!!)
2. sh(argshz) = = et argsh(sh ) = 2 pour tout = de ’ensemble de définition des expressions
3. th(argthz) = z et argth(thz) = = pour tout = de ’ensemble de définition des expressions

6 La fonction t — e* avec a € C

Remarque préliminaire :

Soit, f une fonction de R dans C.
Alors il existe deux fonctions f; : R+— Ret fo : R+~ R telle que f = f1 +1i.fs.
f1 est la partie réelle de f et fy est la partie imaginaire de f.

DEFINITION 10 : Dérivabilité d’une fonction complexe

Soit f une fonction de I (intervalle de R) dans C. Notons f; et fo sa partie réelle et sa partie imaginaire.
On dira que f est dérivable sur I si et seulement si f; et fy sont dérivables sur 1.

Et dans ce cas:

f'=fi+if

1

Exemple 17. (x) Déterminer la dérivée de la fonction complexe f définie par f(t) = ; ou a € C\R.
-«

a-+1ib

Remarque 23. On rappelle que e =e%e® = e (cosb +isinb).

S T
THEOREME 38 : Dérivation de t — e? avec o € C

1. Soit a = a+ib € C et | f(t) = e®* |, alors f est dérivable sur R et V¢ € R, fl(t) = et I

2. Soit ¢ : I — C une fonction dérivable sur I, et | g(t) = e#® |

alors g est dérivable sur I et Vt € I, g'(t) = e?We! (1) |

- J

| Preuve 38 : 1l suffit d’appliquer la définition précédente.

N fzercice 15 I
(%) Soient (a, b) € R?.
1. Calculer une primitive des fonctions = + e®* cos bx et & — e sin bz sur R en remarquant, qu’il s’agit des parties réelles
et imaginaires de = ~ e**? sur R.
2. En déduire une primitive de  — e2* cosz sur R.
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