
Les espa
es ve
toriels : Partie 1|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur26 janvier 20111 Espa
es ve
torielsSoit �K ; + ;�) un 
orps 
ommutatif (le programme impose K = R ou C ).D�efinition 1 :On appelle espa
e ve
toriel sur le 
orps K tout ensemble E muni :� d'une loi de 
omposition interne : " + "� d'une loi de 
omposition externe : ":" de K �E dans Eet v�eri�ant :1. (E;+) est un groupe 
ommutatif2. 8(�; �) 2 K 2 et 8(x; y) 2 E2 : 8>>><>>>:(�+ �) � x = � � x+ � � x� � (x+ y) = � � x+ � � y(�� �) � x = � � (� � x)1K � x = xRemarque 1. Si E est une espa
e ve
toriel sur le 
orps K ,{ on dira que E est un K -espa
e ve
toriel et que K est le 
orps de base de E.{ les �el�ements de E s'appellent les ve
teurs et les �el�ements de K les s
alaires.{ l'�el�ement neutre pour +, est not�e 0E et s'appelle le ve
teur nul.Remarque 2. Cette premi�ere m�ethode pour d�emontrer d'un ensemble est un espa
e ve
toriel ne sera appliqu�ee quedans des 
as ex
eptionnels (
omme par exemple dans le 
ours, pour d�eterminer les Espa
es Ve
toriels de base).Exemple 1.1. Un 
orps K peut être 
onsid�er�e 
omme un espa
e ve
toriel sur lui-même.On peut en e�et d�e�nir une loi externe ":" en posant pour � 2 K et x 2 K , � � x = �� x.Muni de + et � , K a alors une stru
ture de K -ev.2. C peut être 
onsid�er�e 
omme un C -ev ou un R-ev.3. R2 peut-être 
onsid�er�e 
omme un R-ev.Soit K = R et E = R2 . On d�e�nit :(a) l'addition de deux ve
teurs X = (x1; x2), Y = (y1; y2) par X + Y = (x1 + y1; x2 + y2).(b) la multipli
ation d'un ve
teur X = (x1; x2) par un s
alaire � 2 R par � � X = (�x1;�x2).1
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Fig. 1 { Addition de ve
teurs dans R2 .Muni de 
es deux lois, R2 a une stru
ture de R-ev.On peut repr�esenter un ve
teur X = (x1; x2) de R2 par une 
ê
he joignant le point (0; 0) au point (x1; x2).L'addition de deux ve
teurs s'obtient alors de fa�
on usuelle (en tra�
ant un parall�elogramme).Exer
i
e : 1(�) Soit E un R-espa
e ve
toriel.On munit le produit 
art�esien E�E de l'addition usuelle et de la multipli
ation externe par les 
omplexes d�e�nie par :(a+ ib):(x; y) = (ax� by; ay + bx).Montrer que E �E est alors un C -espa
e ve
toriel. Celui-
i est appel�e 
omplexi��e de E.Proposition 1 : Espa
e produitSoit K un 
orps 
ommutatif et E1; : : : ; En des K -ev.On d�e�nit sur E1 � � � � �En les lois : � (x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn) = (x1 + y1; : : : ; xn + yn)� � (x1; : : : ; xn) = (� � x1; : : : ; � � xn)(E1 � � � � �En; + ; � ) est alors un K -ev de ve
teur nul (0E1 ; : : : ; 0En).Preuve 1 : Cons�equen
e imm�ediate du fait que E1 : : : En sont des K -ev.Remarque 3.1. Remarquez que dans la d�e�nition pr�e
�edente, les ev E1 : : : En ont tous le même 
orps de base K .2. Les lois sont toutes not�ees � "+""." alors qu'elles ne 
orrespondent pas n�e
essairement �a la même l
i.3. En parti
ulier, Rn est un R-ev et C n peut être 
onsid�er�e soit 
omme un C -ev, soit 
omme un R-ev.Proposition 2 : Espa
es de fon
tionsSoit A un ensemble non vide et E un K -ev.On note F(A; E) l'ensemble des fon
tions de A vers E.On d�e�nit alors deux lois sur F(A;E) : 8>>>>>><>>>>>>: 8(f; g) 2 F(A; E) : (f + g) : A �! Ex 7! f(x) + g(x)8f 2 F(A; E); 8� 2 K : � � f : A �! Ex 7! � � f(x)Alors �F(A; E);+ ; �� est un K -ev.Preuve 2 : Cons�equen
e imm�ediate du fait que E est un K -ev.Exemple 2. Ainsi, lorsque I � R, (F(I; R); + ; :) est un R-ev.Corollaire 3 : Espa
e de suitesSoit E est un K -espa
e ve
toriel.L'ensemble des suites �a valeurs dans E, muni des lois + et � est �egalement un K -espa
e ve
toriel �S(E);+ ; � �.
2
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 3 :1. L'ensemble des suites �a valeurs dans E est F(N; E) o�u E est un K -ev.2. L'addition des suites et la multipli
ation d'une suite par un s
alaire 
orrespondent �a la l
i et la l
e d�e�niesdans la proposition pr�e
�edente.Remarque 4. Ainsi, (RN ; + ; :) est un R-ev tandis que (C N ; + ; :) peut-être 
onsid�er�e 
omme un R ou un C -ev.Proposition 4 : R�egles de 
al
ul dans un evPour tout (�; �) dans K 2 et tout (x; y) dans E2, on a :1. 0K :x = 0E2. � � 0E = 0E3. (� � x) = 0E () (� = 0K ou x = 0E) 4. (��) � x = �(� � x) = � � (�x)5. � � (x� y) = � � x� � � y6. (�� �) � x = � � x� � � xPreuve 4 :1. 0K :x = (0K + 0K):x = 0K :x+ 0K :x . . .2. �:0E = �:(0K :x) = (�:0K ):x = 0K :x = 0E3. Si � 6= 0K alors �:x = 0E () ��1:(�:x) = ��1:0E () x = 0E4. �:x + (��) � x = (�� �):x = 0E don
 (��) � x = �(�:x)�:x + � � (�x) = �:(x � x) = 0E don
 (�) � (�x) = �(�:x)5. Cons�equen
e imm�ediate des r�esultats pr�e
�edents.6. Cons�equen
e imm�ediate des r�esultats pr�e
�edents.Remarque 5.1. On �e
rira d�esormais �x �a la pla
e de �:x lorsque la 
onfusion ne sera plus �a 
raindre.2. On pourra �e
rire ��x sans au
une ambigu��t�e.2 Sous-espa
es ve
torielsD�efinition 2 : Sous-espa
e ve
toriel d'un K -evSoit (E;+ ; � ) un K -ev et F � E une partie non vide de E.On dit que F (muni des lois de E restreintes �a F ) est un sous-espa
e ve
toriel (sev) de E ssi F est un K -ev.Th�eor�eme Fondamental 5 : Cara
t�erisation des sous-espa
es ve
torielsSoit F une partie non vide d'un K -ev E.F sev de E () � 8(x; y) 2 F 28(�; �) 2 K 2 ; �x+ �y 2 FOn dit que F est stable par 
ombinaisons lin�eaires.Preuve 5 :) Soit F un sev de E. F �etant stable par la l
i et la l
e, F est don
 stable par 
ombinaisons lin�eaires.( Il suÆt de v�eri�er que (F; +) est un groupe 
ommutatif et que F est stable par la l
e.F �etant un sous ensemble de E, les 4 propri�et�es de la l
e sont automatiquement v�eri��ees.Remarque 6.1. La 
ara
t�erisation s'exprime aussi sous la forme : F � E sev de E () F 6= ; et � 8(x; y) 2 F 28� 2 K ; �x+y 2 F2. Ce r�esultat implique que si F est un sev de E alors � 8(x1; : : : ; xn) 2 Fn8(�1; : : : ; �n) 2 Kn ; �1x1 + : : : �nxn 2 FRemarque 7. IMPORTANT !Si F est un sous-espa
e ve
toriel de E, alors on a n�e
essairement 0E 2 F .En d'autres termes, si 0E =2 F alors F n'est pas un sev de E. (Int�eressant �a retenir !!)3
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al.delahaye1.free.fr/Deuxi�eme M�ethodePour d�emontrer qu'un ensemble F est un K -ev, on prouvera dans la mesure du possible, que 
'est un sev d'unK -ev 
onnu E. Il faudra don
 v�eri�er les 3 points suivants :1. F est non vide (on prouvera par exemple que 0E 2 F )2. F � E3. 8(x; y) 2 F 2; 8(�; �) 2 K 2 ; �x+ �y 2 FExemple 3.1. Si E est un espa
e ve
toriel, alors les parties f0Eg et E sont des sev de E.2. Les sous-espa
es ve
toriels de R2 sont : f0g, R2 et toutes les droites ve
torielles F0 = f�(x0;y0) ; � 2 RgExemple 4. Soit l l'ensemble des suites r�eelles 
onvergeant vers 0. V�eri�ez qu'il s'agit d'un R-ev.Exer
i
e : 2(�) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sev de l'espa
e ve
toriel E = F(R;R)?1. F = Cn(R)2. F = ff 2 E j f(1) = 2f(0)g3. F = ff 2 E j f(0) = f(1) + 1g4. F = ff 2 E j 8x 2 R; f(x) = f(1� x)g5. F = ff 2 E j f d�erivable et 9a 2 E telle que 8x 2 R; f 0(x) = a(x)f(x)gExer
i
e : 3(�) Prouver que l'ensemble des suites r�eelles presque nulles (qui s'annulent �a partir d'un 
ertain rang) est un R-ev.Th�eor�eme 6 : L'interse
tion de sev est un sevSoit (Fi)i2I une famille (�nie ou in�nie) de sev de E un K -ev. Alors : Ti2I Fi est un sev de E .Preuve 6 : On utilise la 
ara
t�erisation usuelle des sev.1. Ti2I Fi est bien une partie non vide de E.2. Soient x et y deux ve
teurs de Ti2I Fi et � et � deux s
alaires.8i 2 I , on a (x; y) 2 F 2i et 
omme Fi est un sev de E, alors �:x+ �:y 2 Fi et don
 �:x + �:y 2 Ti2I Fi.Exemple 5. Montrer que Cn(I; R) et C1(I; R) sont des R-ev.Exer
i
e : 4(��) Soient F et G deux sev d'un K -ev E.Montrer que F [G est un sev de E si et seulement si F � G ou G � F .D�efinition 3 : Espa
e ve
toriel engendr�e par une partieSoit un K -ev E et une partie A � E de E.On appelle sous-espa
e engendr�e par la partie A, le plus petit sev de E 
ontenant A.Ce sev est not�e Ve
t(A).Dessin
Espa
e ve
toriel engendr�e par une partie A
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 7 : Soit un K -ev E et une partie A � E de E.On note FA l'ensemble des sev de E 
ontenant A, alors :Ve
t(A) = \F2FA FPreuve 7 : Il suÆt de montrer que \F2FA F est le plus petit sev de E 
ontenant A ...Th�eor�eme Fondamental 8 : Cara
t�erisation usuelle de Ve
t(A)Soit A 6= ; une partie d'un K -ev E.Ve
t(A) est l'ensemble des 
ombinaisons lin�eaires �nies d'�el�ements de A :Ve
t(A) = f�1a1 + � � �+ �nan j n 2 N� ; (�1; : : : ; �n) 2 Kn ; (a1; : : : ; an) 2 AngPreuve 8 : Soit B l'ensemble des 
ombinaisons lin�eaires �nies d'�el�ements de A.1. Ve
t(A) est un sev de E : il est stable par 
ombinaisons lin�eaires. Par 
ons�equent B � Ve
t(A).2. D'autre part, il est imm�ediat que B est une partie non vide de E stable par CL. C'est don
 un sev de E.3. B est don
 un sev de E 
ontenu dans le plus petit sev de E. C'est don
 le plus petit sev de E.Remarque 8. Cette 
ara
t�erisation de l'espa
e engendr�e par A � E sera beau
oup plus souvent utilis�ee que la d�e�nitionde Ve
tA.Remarque 9. Troisi�eme M�ethodePour montrer qu'un ensemble F est un sev d'un ev E, on pourra parfois envisager de montrer que F = Ve
t(A) ave
A � E.Cette m�ethode sera parti
uli�erement utile lorsqu'on 
her
hera �a d�eterminer une base de F .Montrer ainsi que f(x+ y; � 2y; x� y) j x; y 2 Rg est un sev de R3 .Remarque 10.1. Si x0 2 Enf0g alors le sev Ve
t(fx0g) (not�e aussi Ve
t(x0)) est appel�e "une droite ve
torielle".2. Si x0 et x1 sont deux ve
teurs non 
olin�eaires de E, alors le sev Ve
t(fx0; x1g) (not�e aussi Ve
t(x0; x1)) estappel�e "un plan ve
toriel".
Droites et plans ve
toriels :Exemple 6. (�) D�eterminer l'�equation du plan ve
toriel engendr�e de R3 par les ve
teurs x0 = (1; 2; 0) et x1 =(0; � 1; 3).Remarque 11. Quelques 
onstatations utiles :1. Si A � B 2 P(E), montrer que Ve
t(A) � Ve
t(B).2. Montrer que si F est un sev de E alors Ve
t(F ) = F .En d�eduire que Ve
t�Ve
t(A)� = Ve
t(A).Exer
i
e : 5(��) Dans l'espa
e RN , on d�e�nit pour n 2 N la suite : en = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0 : : : )Tous les termes de la suite en sont nuls sauf le ni�eme qui vaut 1.D�eterminer le sev engendr�e par la partie A = fen j n 2 N�g.5
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 4 : Somme de deux sevSoient F1 et F2 deux sev d'un K -ev E. On appelle somme de F1 et F2 l'ensemble :F1 + F2 = fx1 + x2 j x1 2 F1; x2 2 F2gRemarque 12.1. On peut de la même fa�
on, d�e�nir la somme de n sev de E.2. Si A; B 2 P(E), montrer que Ve
t(A [B) = Ve
t(A) + Ve
t(B).Th�eor�eme 9 : Cara
t�erisation de F1 + F2F1 + F2 = Ve
t(F1 [ F2)F1 + F2 est don
 un sev de EPreuve 9 : On montre simplement que F1 + F2 est le plus petit sev de E 
ontenant F1 [ F2.Exer
i
e : 6(�) Dans l'espa
e R3 , on 
onsid�ere les parties F = f(x; 0; 0) ; x 2 Rg et G = f(x; x; 0) ; x 2 Rg.Montrer que 
e sont des sev et d�eterminer le sous espa
e F +G.D�efinition 5 : Somme dire
te F1 � F2Soient deux sev F1, F2 de l'espa
e ve
toriel E.le sev F1 + F2 est not�e F1 �F2 lorsque 8x 2 F1 + F2, x s'�e
rit de fa�
on unique x = x1 + x2 ave
 � x1 2 F1x2 2 F2 .Dans 
e 
as, on dit que "F1 et F2 sont en somme dire
te" ou que la somme F1 + F2 est dire
te.Th�eor�eme Fondamental 10 : Cara
t�erisation d'une somme dire
teSoient deux sous-espa
es ve
toriels F1 et F2 d'un espa
e ve
toriel E.On a la 
ara
t�erisation suivante d'une somme dire
te :On a : La somme F1 + F2 est dire
te() F1 \ F2 = f0EgPreuve 10 :) Soit x 2 F1 \ F2. On montre fa
ilement que x = 0( Soit x 2 F1 + F2. Supposons que � x = x1 + x2x = x01 + x02 . On montre fa
ilement que x1 = x01 et que x2 = x02.Remarque 13. En d'autres termes, tout �el�ement de F1+F2 se d�e
ompose de fa�
on unique 
omme somme d'un �el�ementde F1 et d'un �el�ement de F2 si et seulement si F1 \ F2 = f0Eg.Il y a don
 2 fa�
ons de prouver que F1 � F2 :1. Soit on prouve que tout ve
teur de F1 +F2 se d�e
ompose de fa�
on unique 
omme somme d'un ve
teur deF1 et d'un ve
teur de F22. Soit on prouve que F1 \ F2 = f0EgD�efinition 6 : Sous-espa
es suppl�ementairesOn dit que F1 et F2 sont deux sous-espa
es suppl�ementaires d'un espa
e ve
toriel E si et seulement si :E = F1 � F2Cela signi�e que tout ve
teur de E s'�e
rit de fa�
on unique sous la forme x = x1 + x2 ave
 � x1 2 F1x2 2 F2Pour montrer que E = F1 � F2 :1. Montrons que E = F1 + F2.Soit x 2 E. Apr�es une analyse du probl�eme, on d�etermine x1 et x2 tels que x1 2 F1, x2 2 F2 et x = x1+x2.2. Souvent, la premi�ere �etape permet aussi de prouver l'uni
it�e de la d�e
omposition.Si 
e n'est pas le 
as, il faut alors montrer que F1 \ F2 = f0g. Soit x 2 F1 \ F2 . . . don
 x = 0E .6



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 14. Ne pas 
onfondre suppl�ementaire ave
 
ompl�ementaire :1. Le 
ompl�ementaire d'un sous-espa
e ve
toriel n'est pas un sev (il ne 
ontient pas le ve
teur nul).2. En g�en�eral, si F et G sont suppl�ementaires de E, alors F [G 6= E.3. En g�en�eral, un sev admet une in�nit�e de suppl�ementaires. Dire le suppl�ementaire d'un sev n'a don
 pas de sens.On a par exemple : R2 = Ve
t(�!i )�Ve
t(�!u ) pour tout �!u non 
olin�eaire �a �!i .
Compl�ementaire de Ve
t(�!i ) : Suppl�ementaires de Ve
t(�!i ) :Exer
i
e : 7(�) Dans l'espa
e E = R4 , on 
onsid�ere les sev : � F = Ve
t�(1; 2; � 1; 0); (0; 2; 0; 1)�G = Ve
t�(2; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 1)�Ces deux sous-espa
es sont-ils suppl�ementaires dans E ?Exer
i
e : 8(�) Dans l'espa
e E = F(R;R) on 
onsid�ere � P l'ensemble des fon
tions pairesI l'ensemble des fon
tions impaires .Montrer que : E = P � I3 Familles libres, g�en�eratri
esD�efinition 7 : Famille de ve
teursUne famille de ve
teurs d'un K -ev E est un ensemble F = fx1; : : : ; xng de ve
teurs de E.Remarque 15. Si l'on souhaite ordonner les ve
teurs de la famille, on pourra parler de syst�eme de ve
teurs : (x1; : : : ;xn).D�efinition 8 : Famille libreOn dit qu'une famille de ve
teurs F = fx1; : : : ; xng est libre si et seulement si8(�1; : : : ; �n) 2 Kn ; �1x1 + � � �+ �nxn = 0E ) �1 = � � � = �n = 0KSinon, on dit que la famille F est li�ee.Remarque 16. Une famille de deux ve
teurs est libres si et seulement si ils ne sont pas proportionnels.Pour montrer qu'une famille est libre :1. Soient (�1; : : : ; �n) 2 Kn tels que �1x1 + � � �+ �nxn = 0E2. Par impli
ations su

essives, on en d�eduit que �1 = � � � = �n = 0K et don
 que la famille est libre.Exemple 7. (�)1. Dans l'espa
e ve
toriel R3 , on 
onsid�ere les ve
teurs x1 = (1; 0; 2), x2 = (1; 1; 1) et x3 = (0; � 1; 1).La famille fx1; x2; x3g est-elle libre?2. Dans l'espa
e ve
toriel R3 , on 
onsid�ere les ve
teurs x1 = (1; 0; 2), x2 = (1; 1; 0) et x3 = (0; 1; 1).La famille fx1; x2; x3g est-elle libre?Remarque 17. Exemples de familles non libre :1. Une famille 
ontenant le ve
teur nul n'est pas libre 7
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/2. Une famille 
ontenant deux fois le même ve
teur n'est pas libre3. Une famille dont un ve
teur est 
ombinaison lin�eaire d'autres ve
teurs n'est pas libre.Exer
i
e : 9(�) Dans l'espa
e E = F(R;R), on pose pour tout k 2 N, fk : R �! Rx 7! xkMontrer que 8n 2 N? , la famille F = ff0; f1; : : : ; fng est libre.Exer
i
e : 10(��) Dans l'espa
e E = F(R;R), on 
onsid�ere les fon
tions d�e�nies par 8k 2 N, fk : R �! Rx 7! sin(kx)Soit Æpq le symbole de Krone
ker d�e�ni par : Æpq = (1 si p = q0 si p 6= q1. Montrer 8(p; q) 2 N2 ; Z 2�0 sin(px) sin(qx) dx = Æpq�.2. En d�eduire que 8n 2 N? , la famille F = ff1; : : : ; fng est libre.Proposition 11 : Cara
t�erisation d'une famille li�eeSoit F = fx1; : : : ; xng une famille de ve
teurs de E.La famille est li�es, si et seulement si l'un des ve
teurs s'exprime 
omme 
ombinaison lin�eaire (CL) des autresve
teurs de la famille :9i 2 [1; n℄ et 9(�1; : : : ; �i�1; �i+1; : : : ; �n) 2 Kn�1 tels que xi = X1�j�ni6=j �jxjPreuve 11 :) Si F = fx1; : : : ; xng est li�ee, alors il exite une CL nulle ave
 au moins un des 
oeÆ
ients non nul ...( Si l'un des ve
teurs est CL des autres, alors on trouve imm�ediatement une CL nulle ave
 les 
oeÆ
ientsnon tous nuls.Remarque 18. En parti
ulier, si l'un des ve
teurs est nul ou si l'un des ve
teurs de la famille apparâ�t plus d'une foisdans S, alors la famille est li�ee.Exer
i
e : 11(�) Dans l'espa
e F(R;R), on 
onsid�ere les deux fon
tions d�e�nies par f(x) = 
osx et g(x) = sinx.Montrer que la famille ff; gg est libre.Les trois fon
tions d�e�nies par f(x) = 1, g(x) = 
os2 x et h(x) = 
os 2x forment-elles une famille libre?D�efinition 9 : Familles g�en�eratri
esOn dit qu'une famille F = fx1; : : : ; xng de ve
teurs de E est g�en�eratri
e d'un espa
e ve
toriel E si et seulementsi tout ve
teur de E peut s'exprimer 
omme 
ombinaison lin�eaire des ve
teurs de la famille :8x 2 E; 9(�1; : : : ; �n) 2 Kn tels que x = �1x1 + � � �+ �nxnEn d'autres termes : F est une famille g�en�eratri
e de E () Ve
t(F) = E.Pour montrer qu'une famille est g�en�eratri
e :1. Soit x 2 E.On fait une analyse de la question : supposons que x = �1x1 + � � �+ �nxn : : : Puis :2. Posons �1 = : : : ; �n = : : :3. On a bien x = �1x1 + � � �+ �nxn.Exemple 8. (�) Montrer que les ve
teurs x1 = (1; 1), x2 = (2; 3) et x3 = (1; 2) forment une famille g�en�eratri
e de R2 .
8



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 10 : BaseOn dit qu'une famille de ve
teurs F = fx1; : : : ; xng est une base de l'espa
e ve
toriel E si et seulement si :1. la famille F est libre.2. la famille F est g�en�eratri
e.Th�eor�eme 12 : Coordonn�ees d'un ve
teur dans une baseSoit F = (e1; : : : ; en) une famille de ve
teurs d'un K -ev E.F est une base de E () 8x 2 E, x s'�e
rit de fa�
on unique 
omme CL de ve
teurs de F .Les s
alaires (�1; : : : ; �n) tels que x = nXk=1�kek sont appel�ees les 
oordonn�ees de x dans la base (e1; : : : ; en)Preuve 12 : Pas de diÆ
ult�e !Remarque 19. Tous les espa
es ve
toriels n'admettent par for
�ement des bases. Par exemple : F(R; R) ...M�ethode 1 : Pour montrer qu'une famille F est une base : (autre m�ethode vue dans la pro
haine le�
on)1. Montrons que F est libre : : :2. Montrons que F est g�en�eratri
e : : :Exemple 9.1. Les ve
teurs e1 = (1; 0) et e2 = (0; 1) forment une base de R2 .2. Les fon
tions 8<: e1 : x! 1e2 : x! xe3 : x! x2 forment une base du R-ev des fon
tions polynômiales de degr�e � 2.D�efinition 11 : Base 
anonique de KnLes ve
teurs suivants forment une base du K -ev E = Kn .e1 = (1; 0; : : : ; 0); e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0) ; : : : ; en = (0; : : : ; 0; 1)Cette base e = (e1; : : : ;en) est appel�ee la base 
anonique de Kn .Remarque 20.1. Lorsqu'un espa
e ve
toriel E admet une base �evidente, on appellera 
ette base : base 
anonique de E.2. Dans la base 
anonique de Kn , les 
oordonn�ees du ve
teur (x1; : : : ; xn) sont (x1; : : : ; xn).Attention, 
ette similitude est souvent sour
e de 
onfusion entre ve
teur et 
oordonn�ees.Exer
i
e : 12(�)1. Montrer que la famille form�ee des ve
teurs e1 = (1; 0; 1), e2 = (1; � 1; 1) et e3 = (0; 1; 1) est une base de R3 .2. D�eterminer les 
oordonn�ees de (2; 1 � 1) dans 
ette base.4 Appli
ations lin�eairesD�efinition 12 : Appli
ation lin�eaireSoient E et F deux espa
es ve
toriels sur le même 
orps K et une appli
ation u : E 7! F .On dit que l'appli
ation u est lin�eaire si et seulement si : 1. 8(x; y) 2 E2, u(x+ y) = u(x) + u(y)2. 8x 2 E; 8� 2 K , u(�x) = �u(x)On note � L(E;F ) l'ensemble des appli
ations lin�eaires de E dans FL(E) l'ensemble des appli
ations lin�eaires de E dans E .Remarque 21.1. On dit aussi qu'une appli
ation lin�eaire est un morphisme d'espa
es ve
toriels.9



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/2. Remarquons que si u est lin�eaire, alors u(0E) = 0F .Ainsi, si u v�eri�e u(0E) 6= 0F , alors u ne peut pas être lin�eaire.Proposition 13 : Cara
t�erisation des appli
ations lin�eairesu 2 F(E; F ) est lin�eaire ssi : ( E et F sont deux ev sur le même 
orps K8x; y 2 E; 8�; � 2 K ; u(�x+ �y) = �u(x) + �u(y)Preuve 13 : Pas de diÆ
ult�e !Exemple 10. (�) Les appli
ations entre R-ev suivants sont-elles lin�eaires?1. f : R3 7! R telle que f(x; y; z) = x+ y + 2z2. f : R2 7! R telle que f(x; y) = xy 3. f : R2 7! R telle que f(x; y) = x+ y + 14. f : R3 7! R2 telle que f(x; y; z) = (x� z; y)Exer
i
e : 13(�) Montrer que l'appli
ation � : C([0;1℄; R) �! Rf 7! Z 10 f(x) dx est lin�eaire.Remarque 22. Soit e = (e1; : : : ; en) une base de E.Si u est lin�eaire, les images des ve
teurs ei suÆsent pour 
ara
t�eriser 
ompl�etement l'appli
ation u.Exer
i
e : 14(�)1. D�eterminer toutes les appli
ations lin�eaires de R vers R.2. D�eterminer toutes les appli
ations lin�eaires de R2 vers R. Pouvez-vous envisager une g�en�eralisation?Th�eor�eme 14 : Image dire
te, r�e
iproque d'un sev par une appli
ation lin�eaireSoit u 2 L(E; F ) et � V un sev de EW un sev de F . Alors : (u(V ) est un sev de F:u�1(W ) est un sev de E:Preuve 14 :1. On montre que u�1(W ) est une partie non vide de E stable par CL.2. On montre que u(V ) est une partie non vide de F stable par CL.D�efinition 13 : Image, noyau d'une appli
ation lin�eaireSoit u 2 L(E; F ). On appelle :1. Noyau de u, l'ensemble : keru = fx 2 E j u(x) = 0Fg = u�1(f0F g).2. Image de u, l'ensemble : Imu = fy 2 F j 9x 2 E; y = u(x)g = u(E).Remarque 23. keru est un sev de E et Imu est un sev de F . E[keru u�! F[ImuProposition 15 : Image d'une famille g�en�eratri
eSi fe1; : : : ; eng est g�en�eratri
e de E alors (u(e1); : : : ; u(en)) est une famille g�en�eratri
e de ImuRemarque 24. Quatri�eme M�ethodeAinsi, pour prouver qu'un sous ensemble d'un K -ev E est un sev de E, on pourra penser �a prouver qu'il s'agit del'image ou du noyau d'une appli
ation lin�eaire bien 
hoisie.Exer
i
e : 15(�) Montrer que f(x; y; z; t) 2 R4 j 2x� y + t = 0g est un sous-espa
e ve
toriel de R4 .
10



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 16 : Cara
t�erisation des appli
ations lin�eaires inje
tives et surje
tivesSoit une appli
ation lin�eaire u : E 7! F .1. L'appli
ation u est inje
tive ssi keru = f0Eg.2. L'appli
ation u est surje
tive ssi Imu = F .Preuve 16 : D�emonstrations fa
iles !!Remarque 25. Que pouvez-vous dire de :1. L'image d'une famille libre par une appli
ation lin�eaire inje
tive?2. L'image d'une famille g�en�eratri
e par une appli
ation lin�eaire surje
tive?Exer
i
e : 16(�) D�eterminer le noyau et l'image de l'appli
ation lin�eaire u : R3 �! R2(x; y; z) 7! (x+ y � z; x� y + 2z)Est-elle inje
tive? Surje
tive?Exer
i
e : 17(�) Soit le R-ev E = C1(R; R). On 
onsid�ere l'appli
ation : D : E �! Ef 7! f 0Montrer que l'appli
ation D est un endomorphisme de E et d�eterminer son noyau.Th�eor�eme 17 : Equation Lin�eaire : u(x) = bSoit une appli
ation lin�eaire u : E 7! F et un ve
teur b 2 F .L'�equation u(x) = b d'in
onnue x 2 E est appel�ee �equation lin�eaire.On note SE l'ensemble des solutions de 
ette �equation.Alors :1. si b 62 Imu, SE = ;.2. si b 2 Imu, il existe une solution parti
uli�ere x0 2 SE . L'ensemble des solutions s'�e
rit alorsSE = fx0 + k ; k 2 kerugOn dit que 
'est le sous-espa
e aÆne de l'espa
e ve
toriel E de dire
tion keru passant par x0.Preuve 17 : Cas o�u b 2 Imu : soit x0 une solution parti
uli�ere (u(x0) = b).On a alors : x 2 SE () u(x) = b() u(x) = u(x0)() u(x� x0) = 0E () x� x0 2 keru : : :Solutions d'une �equation lin�eaire :
Espa
e E Espa
e FExemple 11.1. Soient u; v; w des fon
tions r�eelles d�e�nies sur R.(a) Montrer que l'ED : (E) : y00 + u(x):y0 + v(x):y = w(x) est une �equation lin�eaire.(b) En d�eduire une m�ethode de r�esolution.2. Montrer que : (E) : ~a ^ ~x = ~b o�u ~a(1; 0; 3) et ~b(�3; 1;1) est une �equation lin�eaire.Montrer que ~x0(1; 1; 2) est une solution parti
uli�ere, et en d�eduire l'ensemble des solutions de (E).11



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 18 : La 
ompos�ee d'appli
ations lin�eaires est une appli
ation lin�eaireSoient E; F; G trois K -ev et � u 2 L(E; F )v 2 L(F; G) . Alors : v Æ u : E 7! G est une appli
ation lin�eaire.Preuve 18 : Au
une diÆ
ult�e !!Exer
i
e : 18(�) Soient (u; v) 2 L(R2 )2 d�e�nies par : u : R2 �! R2(x; y) 7! (0; x) et v : R2 �! R2(x; y) 7! (y; 0)D�eterminer � u Æ vv Æ u , et v�eri�er que 
es deux appli
ations appartiennent bien �a L(R2 ).Exer
i
e : 19(�) Soient (u; v) 2 L(E)2 deux appli
ations lin�eaires v�eri�ant u Æ v = 0. Comparer Im v et keru.D�efinition 14 : forme lin�eaire, endomorphisme, Isomorphisme, automorphismeSoient E, F deux K -ev.1. Une forme lin�eaire de E est une appli
ation lin�eaire u : E 7! K .2. Un endomorphisme de E est une appli
ation lin�eaire u : E 7! E.3. Un isomorphisme de E vers F est une appli
ation lin�eaire u : E 7! F bije
tive.3. Un automorphisme de E est une appli
ation lin�eaire u : E 7! E bije
tive.Remarque 26.1. On note L(E) = L(E; E) l'ensemble des endomorphismes de E.2. On note GL(E) l'ensemble des automorphismes de E.Th�eor�eme 19 : Inverse d'une appli
ation lin�eaire bije
tiveSi u 2 L(E; F ) est un isomorphisme, alors : u�1 : F 7! E est une appli
ation lin�eaire.Preuve 19 : La lin�earit�e de u�1 se d�emontre de fa�
on traditionnel et ne pose pas de probl�eme.Exemple 12. (�) Montrer que f : R2 �! R2(x; y) 7! (x+ y; x� y) est un automorphisme de R2 . D�eterminer f�1.Th�eor�eme 20 : L(E; F ) est un espa
e ve
torielL'ensemble des appli
ations lin�eaires d'un K -ev E vers un K -ev F , muni de l'addition et de la multipli
ationpar un s
alaire usuelles est un K -ev. �L(E; F );+ ; � � est un K -evPreuve 20 : On montre que 
'est un sev de l'ev des appli
ations de E dans F (muni de + et :).1. L(E; F ) est une partie non vide de F(E; F )2. L(E; F ) est stable par CLRemarque 27. Nous avons vu que la somme, la 
ompos�ee et la multipli
ation d'une appli
ation lin�eaire par un s
alaireest une appli
ation lin�eaire. Pensez-vous que le produit de deux appli
ations lin�eaires soit lin�eaire?.5 L'alg�ebre des endomorphismes de EDans toute 
ette partie, E est un K -ev.
12



Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 15 : Homoth�eties ve
toriellesOn d�e�nit l'identit�e de E par : idE : E �! Ex 7! xSoit � 2 K .On appelle homoth�etie ve
torielle de rapport � l'appli
ation : h� : E �! Ex 7! � � x (h� = � idE)Remarque 28. Les homoth�eties sont des endomorphismes de E.Th�eor�eme 21 : �L(E); + ; Æ� est un anneau (non-
ommutatif).Preuve 21 :1. �L(E); +) est un groupe 
ommutatif 
omme sous-groupe de �F(E; E);+�.2. L(E) est stable par la 
omposition3. Æ est bien asso
iative4. Æ admet idE pour �el�ement neutre dans L(E).5. On v�eri�e fa
ilement que Æ est distributive �a droite et �a gau
he sur la loi + (grâ
e �a la lin�earit�e).Remarque 29. Ayant8<: �L(E); + ; Æ� un anneau�L(E); + ; :� un K -ev(� � u) Æ v = u Æ (� � v) = � � (u Æ v) , on dit que �L(E);+;Æ;:� est une K -alg�ebre � asso
iativeunitaire .Exer
i
e : 20(�) Soit f; g 2 L(E). Comparer :1. ker f \ ker g et ker(f + g)2. Im f + Im g et Im(f + g) 3. ker f et ker f24. Im f et Im f2Remarque 30. Notation : Dans l'anneau �L(E); + ; Æ�, on notera : un = u Æ u Æ � � � Æ u.Proposition 22 : FormulesSoient u; v 2 L(E) tels que u Æ v = v Æ u (on notera � uv = u Æ vuk = u Æ � � � Æ u ).On dispose alors des formules suivantes :1) Binôme : (u+ v)n = nXk=0�nk�ukvn�k2) Fa
torisation : un � vn = (u� v) Æ (un�1 + un�2 Æ v + � � �+ u Æ vn�2 + vn�1)3) Cas parti
ulier : id�un = (id�u) Æ (id+u+ u2 + � � �+ un�1)Preuve 22 : Ces formules sont v�eri��ees dans tout anneau.Exemple 13. (�) Soit un K -ev E et deux endomorphismes u; v 2 L(E).1. D�evelopper (u+ v)2.2. D�evelopper (id�u) Æ (id+u).3. Si u2 = 0, montrer que (id�u) est bije
tive.Exer
i
e : 21(�) On 
onsid�ere les deux endomorphismes de E = R2 suivants :u : R2 �! R2(x; y) 7! (y; 0) et v : R2 �! R2(x; y) 7! (0; y)1. Cal
uler u Æ v, v Æ u, u2 et v2. Con
lusion?2. Montrer que l'endomorphisme (id�u) est inversible et d�eterminer son inverse.13
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 23 : Groupe lin�eaire(GL(E);Æ) est un groupe (non-
ommutatif) d'�el�ement neutre idE . On l'appelle : le Groupe Lin�eaire.Preuve 23 : 
'est une partie non vide du groupe des appli
ations bije
tives de E dans E (muni de la 
omposition)qui est stable par 
omposition et par sym�etrisation. C'est don
 un sous-groupe de 
e groupe.Remarque 31. Contrairement �a (L(E); + ; :) (GL(E); + ; :) n'est pas un espa
e ve
toriel.On v�eri�e en e�et que GL(E) n'est ni stable par la l
e (prendre � = 0), ni par + (prendre u(x) = x et v(x) = �x).Exer
i
e : 22(��) Soit un R-ev E et un endomorphisme u 2 L(E) v�eri�ant : u3 + u2 + 2 idE = 01. Montrer que u 2 GL(E) et d�eterminer son inverse u�1.2. Soit � 2 R. Montrer que �3 + �2 + 2 6= 0 est une CS sur le s
alaire � pour que (u� � id) soit inversible.6 Proje
teurs et Sym�etriesD�efinition 16 : Proje
teur ve
torielSoient F et G deux sev de E suppl�ementaires : E = F �G.8x 2 E, il existe don
 une unique d�e
omposition x = x1 + x2 ave
 x1 2 F et x2 2 G.On peut alors d�e�nir : p : E �! Ex 7! x1 appel�e le proje
teur sur F parall�element �a G.Dessin

Th�eor�eme 24 : Cara
t�erisation des sev asso
i�esSi p est le proje
teur ve
toriel sur F par rapport �a G, alors : � F = Im pG = ker pPreuve 24 : Pas de diÆ
ult�e par double in
lusion.Remarque 32. On a alors :1. E = Im p� ker p (Im p et kerp sont suppl�ementaires)2. F = Im p est aussi l'ensemble des ve
teurs invariants : F = ker(idE �p)3. 8x 2 E, x se d�e
ompose selon F +G de la fa�
on suivante : x = p(x)|{z}2Imp+�x� p(x)| {z }2kerp �Th�eor�eme Fondamental 25 : Cara
t�erisation des proje
teursSoit p 2 F(E; E). p est un proje
teur de E () � p 2 L(E)p Æ p = p14
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 25 :) Au
une diÆ
ult�e !( Soit p 2 L(E) v�eri�ant p Æ p = p. Consid�erons les sev : � F = Im pG = ker p et montrons que :(a) F �G = E. On remarquera que x = p(x) + (x� p(x)).(b) p est le proje
teur sur F parall�element �a G. Imm�ediat !Exer
i
e : 23(�) Soit un proje
teur p d'un espa
e ve
toriel E et un s
alaire � 2 K . On d�e�nit l'endomorphisme u = p+ � idE .Exprimer pour n 2 N, l'endomorphisme un �a l'aide de p et de idE .Exer
i
e : 24(��) On 
onsid�ere un proje
teur p d'un R-espa
e ve
toriel E et un r�eel � 2 R n f0;1g. Soit un ve
teur b 2 E.Montrer que l'�equation ve
torielle (E) p(x)� �x = bposs�ede une unique solution x 2 E.Proposition 26 : Proje
teur asso
i�eSi p 2 L(E) est la proje
tion � sur F==t �a G alors q = idE �p est la proje
tion � sur G==t �a F .Preuve 26 : Imm�ediat !Remarque 33. q est appel�e le proje
teur asso
i�e �a p et on a ainsi : � ker(idE �p) = Im pIm(idE �p) = kerp .Re
her
he pratique de l'image d'un ve
teur par un proje
teurSoit p le proje
teur sur le sous-espa
e F parall�element au sous-espa
e G.Soit x 2 E. Pour trouver p(x), il suÆt de :1. Premi�ere m�ethode :On re
her
he � xF 2 FxG 2 G tels que x = xF + xG. On a alors : p(x) = xF2. Deuxi�eme m�ethode :On 
onstate que p(x) est le ve
teur de E tel que � p(x) 2 Fx� p(x) 2 GExemple 14. (�) Dans l'espa
e R3 , on 
onsid�ere les sous-espa
es � E1 = Ve
t(1; 1; 1)E2 = f(x; y; z) 2 R3 j x+ y + z = 0g .D�eterminer l'expression analytique du proje
teur sur E2 parall�element �a E1.Exer
i
e : 25(��) Soient deux proje
teurs p et q d'un espa
e ve
toriel E.1. Montrer que l'endomorphisme (p+ q) est un proje
teur de E si et seulement si l'on a p Æ q = q Æ p = 0.2. Si 
'est le 
as, montrer qu'alors � Im(p+ q) = Im p� Im qker(p+ q) = kerp \ ker q .D�efinition 17 : Sym�etrie ve
torielleSoient F et G, deux sev suppl�ementaires de E.Soit p la proje
tion sur F parall�element �a GOn appelle, s la sym�etrie par rapport �a F parall�element �a G, l'endomorphisme d�e�nit par la relation :s = 2p� idEp est appel�e le proje
teur asso
i�e �a s.
15
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Dessin

Remarque 34. On pourra utiliser 
ette d�e�nition pour d�eterminer l'expression analytique d'une sym�etrie ve
torielle.Exemple 15. (�) Dans l'espa
e R3 , d�eterminer l'expression analytique de la sym�etrie par rapport au sous-espa
e E1parall�element au sous-espa
e E2 o�u :E1 = Ve
t�(1; 0; 0);(1; 1; 1)� et E2 = Ve
t(1; 2; 0)Th�eor�eme 27 : Cara
t�erisation des sev asso
i�esSoit la sym�etrie ve
torielle s par rapport �a F parall�element �a G.On a alors (F = ker(s� idE) (sev des ve
teurs invariants)G = ker(s+ idE) (sev des ve
teurs transform�es en leur oppos�e)Preuve 27 : Soit p le proje
teur asso
i�e �a s : s = 2p� IdE. On utilise le fait que F = ker(p� idE) et G = ker pRemarque 35. Si s est une sym�etrie ve
torielle, on a alors : ker(s� id)� ker(s+ idE) = ETh�eor�eme Fondamental 28 : Cara
t�erisation des sym�etries ve
toriellesSoit un endomorphisme s 2 F(E; E).s est une sym�etrie ve
torielle () � x 2 L(E)s Æ s = idEPreuve 28 :) Evident !( Soit s 2 L(E) tel que s Æ s = idE . Soit p = 12(s+ idE).On montre tr�es fa
ilement que p est un proje
teur en prouvant que p Æ p = p. CQFD ...7 Formes lin�eairesD�efinition 18 : Formes lin�eaires, dualSoit un K -ev E. On appelle forme lin�eaire sur E, une appli
ation lin�eaire � : E 7! K .On note E? = L(E; K ) l'ensemble des formes lin�eaires sur E.Exemple 16. (�) Montrer que les appli
ations suivantes sont des formes lin�eaires :1. f1 : C([0; 1℄; R) �! Rf 7! R 10 f(t) dt 2. f2 : R3 �! R(x; y; z) 7! 2x� y + 3zRemarque 36. E? s'appelle l'espa
e dual de l'espa
e E. 16
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es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 19 : HyperplanOn appelle hyperplan de E, le noyau d'une forme lin�eaire non-nulle : H = ker�Remarque 37. Un hyperplan de E est don
 un sev de E.Exemple 17. (�)1. Donner les hyperplans asso
i�es aux deux formes lin�eaires pr�e
�edentes.2. Quels-sont les hyperplans de R3 ?Th�eor�eme 29 : Cara
t�erisation des hyperplansSoit H un sev d'un K -ev E tel que H 6= E.H est un hyperplan () 9a 2 E non nul tel que H �Ve
t(a) = EPreuve 29 : Les deux impli
ations se traitent par analyse/synth�ese.) Analyse : Soit H un hyperplan, � sa forme lin�eaire asso
i�ee et a 2 E tel que H �Ve
t(a) = E.On montre alors fa
ilement que �(a) 6= 0.Synth�ese : Montrons que si a est tel que �(a) 6= 0, alors H �Ve
t(a) = E(a) On montre tr�es fa
ilement que : H \ Ve
t(a) = 0E(b) Pour montrer que H +Ve
t(a) = E, on 
ommen
e par faire une analyse ...( Soit a 2 E non nul tel que H �Ve
t(a) = E.Analyse : Supposons que H = ker� ave
 � 6= 0.En notant x = xH + �xa, on montre fa
ilement que �(x) = �x�(a).Synth�ese : Soit � : x 7! �x.On montre alors fa
ilement que � est une forme lin�eaire non nulle et que H = ker�.Remarque 38. IMPORTANT : si H est un hyperplan , alors on a 8a 2 E nH; E = H �Ve
t(a)Dessin
Suppl�ementaire d'un hyperplanExer
i
e : 26(�) D�eterminer un suppl�ementaire dans R4 de F = f(x; y; z; t) 2 R4 j 3x� 2y + z = tg.Exer
i
e : 27(��) Soit l'espa
e ve
toriel E = F(R; R) et l'appli
ation Æ : E �! Rf 7! f(0)V�eri�er que Æ est une forme lin�eaire sur E et d�eterminer un suppl�ementaire de H = ker Æ.Th�eor�eme 30 : Deux formes lin�eaires sont proportionnelles ssi elles ont même noyauSoient � et  deux formes lin�eaires non-nulles sur E.Alors le syst�eme (�;  ) est li�e dans E? si et seulement si ker� = ker .
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Cours MPSI-2010/2011 Les espa
es ve
toriels : Partie 1 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 30 :) Evident !( Soit a 2 E tel que �(a) 6= 0 (et don
  (a) 6= 0).On a E = ker��Ve
t(a), don
 pour tout x 2 E, il existe y 2 ker� et � 2 K tels que : x = y + �:a.On a alors � �(x) = �:�(a) (x) = � (a) . D'o�u le r�esultat ...Remarque 39. Ce th�eor�eme signi�e en parti
ulier que les formes lin�eaires qui d�e�nissent un même hyperplan sontproportionnelles.
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