
Espa
es ve
toriels eu
lidiens|MPSI - 1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye21 avril 2011Dans 
e 
hapitre, E d�esigne un R espa
e ve
toriel .1 Produit s
alaireD�efinition 1 : Forme bilin�eaire sym�etrique (FBS)On appelle forme bilin�eaire sym�etrique sur E, une appli
ation � : E �E �! R(x; y) 7! �(x; y) v�eri�ant :1. � est bilin�eaire : 8(x; y; z) 2 E3 et 8(�; �) 2 R2�(�x + �y; z) = ��(x; z) + ��(y; z) en parti
ulier �(0; z) = 0�(x; �y + �z) = ��(x; y) + ��(x; z) en parti
ulier �(x; 0) = 02. � est sym�etrique : 8(x; y) 2 E2; �(x; y) = �(y; x)Remarque 1.1. L'ensemble des formes bilin�eaires sym�etriques sur E est not�e S2(E).2. Pour montrer qu'une appli
ation de E � E dans R est une forme bilin�eaire sym�etrique, il suÆt de 
ommen
erpar prouver qu'elle est sym�etrique puis qu'elle est lin�eaire par rapport �a l'une des variables.3. S2(E) est un sev de F(E �E; R).Exemple 1. L'appli
ation d�eterminant sur R2 est une forme bilin�eaire ANTIsym�etrique.D�efinition 2 : produit s
alaireOn appelle produit s
alaire sur E, une FBS � : E �E �! R(x; y) 7! �(x; y) v�eri�ant :1. � est d�e�nie : 8x 2 E; �(x; x) = 0() x = 02. � est positive : 8x 2 E; �(x; x) � 0Remarque 2.1. Si E est muni d'un produit s
alaire, on dit alors que E est un espa
e pr�ehilbertien r�eel.Si de plus, E est de dimension �nie, on dit que E est un espa
e eu
lidien.2. Le produit s
alaire de deux ve
teurs sera souvent not�e : �(x; y) = hx;yi.Un sev F d'un espa
e pr�ehilbertien r�eel E est lui aussi 
onsid�er�e 
omme un espa
e pr�ehilbertien r�eel muni duproduit s
alaire de E. 1
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 2. (�)1) Le produit s
alaire usuel sur Rn : 8 X; Y 2 Rn : hX;Y i = nXi=1 xiyi = tXY2) Le produit s
alaire usuel sur C([a; b℄; R) : 8 f; g 2 C([a; b℄; R) : hf;gi = Z ba f(t)g(t)dt3) Le produit s
alaire usuel sur CT (R) : 8 f; g 2 CT (R) : hf;gi = 1T Z T0 f(t)g(t)dt4) Le produit s
alaire sur R[X ℄ : 8 P; Q 2 R[X ℄ : hP;Qi = Z 10 eP (t) eQ(t)dt5) Le produit s
alaire sur Mnp(R) : 8 A; B 2Mnp(R) : hA;Bi = Tr(tAB)Exer
i
e : 1(�) Soit n 2 N� . Montrer que '(P; Q) = nXk=0 eP (k): eQ(k) d�e�nit un produit s
alaire sur Rn [X ℄.Th�eor�eme 1 : In�egalit�e de Cau
hy-S
hwarzSoit E un espa
e pr�ehilbertien muni d'un produit s
alaire h:;:i.Soient x et y deux ve
teurs de E. Alors : jhx;yij �phx;xi:phy;yiAve
 �egalit�e si et seulement si les deux ve
teurs sont proportionnels, 
'est �a dire ssi : 9� 2 R tq y = �x.Preuve 1 :1. Soient (x; y) 2 E2. On 
onsid�ere la fon
tion '(�) = hx + �:y;x+ �:yi ave
 � 2 R.Apr�es d�eveloppement, on 
onstate que '(�) est un polynôme positif de degr�e 2 en �.Son dis
riminant est don
 n�egatif...2. Pour l'�egalit�e :(a) Si les deux ve
teurs sont proportionnels, on a imm�ediatement l'�egalit�e.(b) Si on a l'�egalit�e, alors il existe un �0 tel que '(�0) = 0 ...Remarque 3. Cette in�egalit�e permet de d�emontrer un grand nombre d'in�egalit�es originales.Exemple 3. (�)1. E
rire les in�egalit�es de Cau
hy-S
hwarz obtenues pour 
ha
un des produits s
alaires pr�e
�edents.2. Pour tout P 2 R[X ℄, montrer que : � Z 10 t: eP (t) dt�2 � 13 Z 10 eP 2(t) dt3. Pour tout (x1; : : : ; xn) 2 Rn , montrer que : � nXk=1xk�2 � n nXk=1x2k (
as d'�egalit�e?)Exer
i
e : 2(�) Soit f une fon
tion stri
tement positive, 
ontinue sur l'intervalle [a; b℄. On pose : l(f) = Z ba f(t) dt: Z ba 1f(t) dt.1. Montrer que l(f) � (b� a)22. Etudier les 
as d'�egalit�e.Corollaire 2 : In�egalit�e de MinkowskySoit E un espa
e pr�ehilbertien muni d'un produit s
alaire h:;:i.Soient x et y deux ve
teurs de E. Alors :phx+ y;x+ yi �phx;xi +phy;yiPreuve 2 : Cons�equen
e quasi-imm�ediate de Cau
hy-S
hwarz.2
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Norme sur EL'appli
ation k:k : E �! R+x 7! kxk est une norme sur E ssi elle v�eri�e les 3 propri�et�es suivantes :1) 8(x; y) 2 E �E kx+ yk � kxk+ kyk In�egalit�e triangulaire (ou de Minkowsky)2) 8x 2 E; 8� 2 R k�:xk = j�j:kxk Homog�en�e��t�e3) 8x 2 E kxk = 0() x = 0 S�eparationRemarque 4. Un K -espa
e ve
toriel muni d'une norme est appel�e un K -ev norm�e. Voir le 
ours de Math Sp�e ...Exemple 4. Sur Rn , on d�e�nit pour tout p 2 N� la norme p par la formule jj(x1; : : : ; xn)jjp = ppjx1jp + � � �+ jxnjp.En donnant des valeurs parti
uli�eres �a p (1, 2 et +1 (!!)), on obtient les normes 
ouramment utilis�ees sur Rn :8><>: k(x1; : : : ; xn)k1 = jx1j+ � � �+ jxnjk(x1; : : : ; xn)k2 =px21 + � � �+ x2nk(x1; : : : ; xn)k1 = maxi2[[1;n℄℄(jx1j; : : : ; jxnj)Remarque 5.1. Il est possible de d�e�nir une in�nit�e de normes di��erentes sur un R-ev E.L'expression "Soit un ve
teur x de norme 1" n'a don
 de sens que s'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur la norme utilis�ee.2. Un ve
teur de norme 1 est appel�e un ve
teur unitaire. On dit alors qu'il est norm�e.Normer un ve
teur non nul 
onsiste �a diviser 
e ve
teur par sa norme. On obtient ainsi un ve
teur de norme 1.D�efinition 4 : Distan
e dans un espa
e pr�ehilbertien ESoit k:k une norme sur E.L'appli
ation d : E �E �! R+(x; y) 7! kx� yk est appel�ee distan
e sur E asso
i�ee �a la norme k:k.On dit que d(x; y) est la distan
e entre x et y.Th�eor�eme 3 : Norme eu
lidienneSoit h:;:i un produit s
alaire sur E. L'appli
ation :k:k : E �! Rx 7! phx;xi d�e�nit une norme sur EUne norme ainsi asso
i�ee �a un produit s
alaire est appel�ee une norme eu
lidienne.Preuve 3 : Vous penserez �a utiliser l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz pour d�emontrer l'in�egalit�e triangulaire.Remarque 6. Dans 
e 
ours, nous nous limiterons �a l'utilisation de normes eu
lidiennes.Remarque 7. Dans un espa
e pr�ehilbertien r�eel, on utilisera la norme asso
i�ee au produit s
alaire de l'espa
e.L'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz s'�e
rit alors : jhx;yij � kxk:kykExemple 5. Norme eu
lidienne asso
i�ee au :produit s
alaire usuel sur Rn produit s
alaire usuel sur C([a; b℄; R) produit s
alaire usuel sur Mnp(R)kXk =vuut nXi=1 x2i =ptXX kfk =sZ ba f2(t)dt kAk =pTr( tAA)Exemple 6. (�) 3
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al.delahaye1.free.fr/1. Dans C([0; 1℄; R) muni du produit s
alaire hf;gi = Z 10 f(t)g(t) dt, 
al
uler kx 7! exk.2. D�eterminer un triangle re
tangle de l'espa
e eu
lidien M2(R) muni du produit s
alaire hA;Bi = Tr( tAB).Th�eor�eme 4 : Cal
uls sur les normes eu
lidiennesSoit k:k une norme eu
lidienne asso
i�ee au produit s
alaire h:;:i sur E.Pour tout 
ouple de ve
teurs (x; y) 2 E2, et tout r�eel � 2 R :1. k�:xk = j�jkxk2. kx+ yk2 = kxk2 + 2hx;yi+ kyk2 et don
 kx� yk2 = kxk2 � 2hx;yi+ kyk23. kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2) (�egalit�e du parall�elogramme)Preuve 4 : Pas de diÆ
ult�e !!Egalit�e du parall�elogramme
Corollaire 5 : Identit�es de polarisationSoit k:k une norme eu
lidienne asso
i�ee au produit s
alaire h:;:i sur E.Pour tout 
ouple de ve
teurs (x; y) 2 E2, et tout r�eel � 2 R,1. hx;yi = 12(kx+ yk2 � kxk2 � kyk2) 2. hx;yi = 14 �kx+ yk2 � kx� yk2�Preuve 5 : Pas de diÆ
ult�e !!Remarque 8.1. Ces identit�es permettent de retrouver l'expression d'un produit s
alaire 
onnaissant la norme eu
lidienne asso
i�ee.2. Elles permettent aussi de v�eri�er si une norme est une norme eu
lidienne ou pas.2 Orthogonalit�eDans toute 
ette se
tion, on 
onsid�ere (E; h:;:i) un espa
e pr�ehilbertien r�eel.La norme utilis�ee sera la norme eu
lidienne asso
i�ee �a h:;:i.2.1 D�e�nitions et premi�eres propri�et�esD�efinition 5 : Orthogonalit�eSoit E un espa
e pr�ehilbertien r�eel munis du produit s
alaire h:;:i.Soient x et y deux ve
teurs de E et F et G deux sev de E.� x et y sont dits orthogonaux ssi hx;yi = 0. (x ? y)� x est dit orthogonal �a F ssi x est orthogonal �a tout ve
teur de F . (x ? F )� F et G sont dits orthogonaux ssi Pour tout x 2 F et y 2 G, on a hx;yi = 0. (F ? G)4
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 9.1. Le ve
teur nul est orthogonal �a tous les autres ve
teurs.2. F ? G �equivaut �a dire que tout ve
teur de F est orthogonal �a G ou que tout ve
teur de G est orthogonal �a F .Exemple 7. (�) Soit E = C2�(R) muni de son produit s
alaire usuel hf;gi = 12� Z 2�0 f(t):g(t) dt.Soient � F = Ve
t (x 7! 
osnx)n2NG = Ve
t (x 7! sinnx)n2N� . Montrer que F et G sont orthogonaux.Pour montrer que 2 sev F et G sont orthogonaux, on dispose des 3 m�ethodes suivantes :M1 : Soit x 2 F et y 2 G, montrons que hx;yi = 0 . . .M2 : Si G = Ve
t(e1; : : : ; ep) alors il suÆt de montrer que � 8x 2 F8k 2 [[1;p℄℄ , hx;eki = 0.M3 : Si � F = Ve
t("1; : : : ; "q)G = Ve
t(e1; : : : ; ep) alors il suÆt de montrer que 8(i; j) 2 [[1;q℄℄� [[1;p℄℄, h"i;eji = 0.Exemple 8. (�) Ve
t((1; 0; 1)) et Ve
t((0; 1; 0);(�1; 1; 1)) sont orthogonaux dans R3 muni du produit s
alaire usuel.Th�eor�eme 6 : PythagoreSoit (E; h:;:i), un espa
e pr�ehilbertien r�eel.Soient x et y deux ve
teurs de E. Alorshx;yi = 0 () kx+ yk2 = kxk2 + kyk2Preuve 6 : Pas de diÆ
ult�e !Proposition 7 : Soit F un sev de dimension �nie, d'un espa
e pr�ehilbertien r�eel (E; h:;:i).Soit B une base de F .Soit x 2 E. x ? F () x est orthogonal �a tous les ve
teurs de BPreuve 7 : Pas de diÆ
ult�e.Remarque 10. Cette 
ara
t�erisation est tr�es utilis�ee en pratique ...D�efinition 6 : Famille orthogonale et famille orthonormaleSoit (E; h:;:i), un espa
e pr�ehilbertien r�eel.1. On appelle famille orthogonale de E toute famille de ve
teurs (xi)i2I de E deux �a deux orthogonaux :(xi)i2I est orthogonale () 8(i; j) 2 I2; i 6= j ) hxi;xji = 02. On appelle famille orthonormale de E toute famille orthogonale de ve
teurs unitaires de E.On aura alors : (xi)i2I est orthonornale () hxi;xji = Æi;j .Remarque 11. On obtient fa
ilement une famille orthonormale �a partir d'une famille orthogonale de ve
teurs non nulsen normant 
haque ve
teur.Exemple 9. (�) V�eri�er que :1. La base 
anonique de Rn est une famille orthonormale lorsque Rn est muni du produit s
alaire usuel.2. La base 
anonique de Mn(R) est une famille orthonormale lorsqueMn(R) est muni du produit s
alaire usuel.Exer
i
e : 3(��) On d�e�nit une appli
ation ' : R[X ℄ � R[X ℄ 7! C par '(P; Q) = 12� Z ��� P (ei�)Q(e�i�) d�.1. Montrer que ' d�e�nit un produit s
alaire sur R[X ℄.2. Montrer que (1; X; : : : ; Xn) est une famille orthonorm�ee de R[X ℄ muni du produit s
alaire '.5
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 8 : Une famille orthogonale de ve
teurs non-nuls est libre.Preuve 8 : On 
onsid�ere une CL nulle de ve
teurs d'une famille orthogonale F .Pour tout i 2 [1;n℄ on prend alors le produit s
alaire de 
ette CL par xi.Exemple 10. Rn [X ℄ dispose d'une base orthogonale pour 
ha
un des produits s
alaires suivants, le keme polynôme�etant de degr�e k � 1 et de 
oeÆ
ient dominant 1 :1. hP;Qi = Z 1�1 P (t)Q(t) dt (Poly de Legendre)2. hP;Qi = Z +10 P (t)Q(t)e�t dt (Poly de Laguerre) 3. hP;Qi = Z +1�1 P (t)Q(t)e�t2 dt (Poly de l'Hermite)4. hP;Qi = Z 1�1 P (t)Q(t)p1� t2 dt (Poly de T
heby
hev)L'�etude de 
es polynômes fait tr�es souvent l'objet de probl�emes de 
on
ours.Remarque 12. G�en�eralisation de Pythagore : si F = (x1; : : : ; xn) est orthogonale, alors 


 nXi=1 xi


2 = nXi=1kxik2.D�efinition 7 : Orthogonal d'une partie non vide de ESoit A � E une partie non vide de E.L'orthogonal de A est d�e�ni par : A? = fx 2 E j 8a 2 A; hx;ai = 0g (not�e parfois AÆ)A? est don
 l'ensemble des ve
teurs orthogonaux �a A.Exemple 11.1. E? = f0g 2. f0g? = ETh�eor�eme 9 : Propri�et�es de l'orthogonal d'une partieSoient A; B � E deux parties non vides de E.P1: A? est un sev de EP2: A � B ) B? � A? P3: A? = Ve
t(A)?P4: A � [A?℄? P5: Soit a 6= 0 :a? est alors un hyperplan de EPreuve 9 :P1: On d�emontre que A? est une partie non vide de E stable par CL.P2: On 
onsid�ere un �el�ement de B? et on montre qu'il est orthogonal �a tout �el�ement de A.P3: Comme A � Ve
t(A) alors Ve
t(A)? � A?. Soit x 2 A? ...P4: Tout �el�ement de A est orthogonal aux ve
teurs de A?.P5: On remarque que a? = ker' o�u ' est l'appli
ation non nulle de E dans R telle que '(x) = hx;ai.Th�eor�eme 10 : Un sev et son orthogonal sont en somme dire
teSi F est un sev d'un espa
e pr�ehilbertien E alors : � F? est un sev de EF \ F? = f0g et don
 F + F? = F � F?.Preuve 10 : Nous savons d�ej�a que l'orthogonal d'une partie de E est un sev.On prouve que F \ F? = f0g en remarquant que si x appartient �a F \ F? alors il est orthogonal �a lui-même.Th�eor�eme 11 : Somme dire
te orthogonale1. D�e�nition : On dit que p sev F1; : : : ; Fp sont en somme dire
te (not�ee : F1 � � � � � Fp) lorsque :8x 2 F1 + � � �+ Fp; 9!(x1; : : : ; xp) 2 F1 � : : : Fp tel que x = x1 + � � �+ xp2. Propri�et�e : Si F1; : : : ; Fp sont p sev de E deux �a deux orthogonaux, alors : F1 � � � � � Fp.Preuve 11 : Ave
 Pythagore, on montre fa
ilement qu'un �el�ement de F1 + � � �+ Fp s'�e
rit de fa�
on unique.6
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al.delahaye1.free.fr/Proposition 12 : Cara
t�erisation de l'orthogonalit�e entre deux sevSoient F et G deux sev d'un R-ev E.F et G sont 2 sev orthogonaux () F � G? (() G � F?)Preuve 12 : Imm�ediat !2.2 Orthogonalisation de S
hmidtTh�eor�eme Fondamental 13 : Th�eor�eme et pro
�ed�e de S
hmidtSoit e = (e1; : : : ; en) une famille libre quel
onque d'un espa
e pr�ehilbertien r�eel E.Alors il existe une famille orthogonale " = ("1; : : : ; "n) de E v�eri�ant :� Ve
t("1; : : : ; "n) = Ve
t(e1; : : : ; en)h"n;eni > 0Le pro
�ed�e de S
hmidt est donn�e dans la d�emonstration.Preuve 13 : On pro
�ede par r�e
urren
e sur n.1. Pour n = 1 : "1 = e1 
onvient.2. Soit n 2 N� . Supposons que pour toute famille libre (e1; : : : ; en), une famille ("1; : : : ; "n) v�eri�ant lapropri�et�e du th�eor�eme existe.Soit (e1; : : : ; en+1) une famille libre.La sous famille (e1; : : : ; en) est aussi une famille libre et on peut don
 
onstruire une famille ("1; : : : ; "n)v�eri�ant la propri�et�e du th�eor�eme.Il s'agit alors de 
onstruire "n+1 tel que 8<: Ve
t("1; : : : ; "n+1) = Ve
t(e1; : : : ; en+1)8i 2 [[1;n℄℄; h"n+1;"ii = 0h"n+1;en+1i > 0 .Cher
hons "n+1 sous la forme "n+1 = en+1 + nXi=1 �i:"i .(a) On a 8i 2 [[1;n℄℄; h"n+1;"ii = 0() �i = �hen+1;"iik"ik2 .(b) Comme 8i 2 [[1;n℄℄; � "i 2 Ve
t(e1; : : : ; en)"n+1 2 Ve
t(e1; : : : ; en+1) on a Ve
t("1; : : : ; "n+1) � Ve
t(e1; : : : ; en+1).On v�eri�e fa
ilement que "n+1 6= 0. ("1; : : : ; "n+1) est don
 une famille de ve
teurs non nuls orthog-onale et don
 Ve
t("1; : : : ; "n+1) = Ve
t(e1; : : : ; en+1).(
) Ave
 "n+1 ainsi d�e�ni, on v�eri�e fa
ilement que h"n+1;en+1i > 0.Dessin
Redressement de e1; e2 et e3 dans le pro
�ed�e de S
hmidt7
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 13.1. On peut "normaliser" les ve
teurs de la famille " pour obtenir une famille orthonorm�ee.2. L'algorithme de 
onstru
tion de la famille " par le pro
�ed�e de S
hmidt est aussi important que l'�enon
�e duth�eor�eme. Il est tr�es utilis�e en pratique.Exemple 12. (�) Dans R3 muni du produit s
alaire usuel, orthogonaliser selon le pro
�ed�e de s
hmidt la base8<: u = (1; 0; 1)v = (1; 1;1)w = (�1; 1; 0) .Exemple 13. (�) Soit R4 muni du produit s
alaire usuel.D�eterminer une base orthonormale (bon) de l'hyperplan d'�equation x+ 2y � z + t = 0.Corollaire 14 : Existen
e d'une bon dans tout espa
e eu
lidienTout espa
e eu
lidien E 6= f0Eg poss�ede une base orthonormale.Preuve 14 : Le pro
�ed�e de s
hmidt permet de 
onstruire une base orthonormale �a partir de toute base de E.Remarque 14.1. Tout sev de dimension �nie d'un espa
e pr�ehilbertien E poss�ede aussi une base orthonormale.2. La matri
e de passage de e vers " est triangulaire sup�erieure et 
es deux bases ont la même orientation.3. Dans un espa
e eu
lidien, il est don
 toujours possible de 
ompl�eter une famille orthonormale en une bon.Exer
i
e : 4(�) Soit l'espa
e E = R2 [X ℄ muni du produit s
alaire hP;Qi = Z 1�1 eP (t) eQ(t)dt.1. Trouver une base orthonorm�ee " de E.2. Trouver les 
oordonn�ees du ve
teur P = X + 1 dans la base ".3 Proje
tion orthogonale3.1 D�e�nition et th�eor�emesSoient E1 et E2 deux sev de E tels que E = E1 �E2.On rappelle que :1. Tout x 2 E se d�e
ompose de fa�
on unique en x = x1 + x2 ave
 � x1 2 E1x2 2 E2 .L'appli
ation p : x 7! x1 est appel�ee la proje
tion sur E1 parall�element �a E2 et on a : � E1 = Im pE2 = ker p .2. Si � p est la proje
tion sur E1 parall�element �a E2q est la proje
tion sur E2 parall�element �a E1 alors idE = p+ q . q est appel�ee la proje
tion asso
i�ee �a p.3. On rappelle en�n la 
ara
t�erisation suivante : p 2 L(E) est un proje
teur () p Æ p = pTh�eor�eme 15 : Soit E un espa
e pr�ehilbertien r�eel et F un sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie de E.Alors : E = F � F? et si dimE < +1 alors : dimF + dimF? = dimEPreuve 15 : On pro
�ede par analyse/synth�ese :Supposons que E = F + F? et notons B = (e1; : : : ; en) une base de F . (on verra qu'une bon est pr�ef�erable !)Soit x 2 E. Il existe (�1; : : : ; �n) 2 Rn tel que x� (�1:e1 + � � �+ �n:en) 2 F?.Ainsi, on a pour tout i 2 [[1;n℄℄, hx � (�1:e1 + � � � + �n:en);eii = 0. Cela nous donne une valeur unique pour
ha
un des �i.La r�e
iproque est imm�ediate. 8
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 14. (�) Si F n'est pas de dimension �nie, alors on n'a pas n�e
essairement F � F? = E. En e�et ...Soit E = l2(N; R) l'ensemble des suites (un) 2 RN telles que Pu2n 
onverge, muni de son produit s
alaire usuel :h(un);(vn)i = +1Xk=0ukvkSoit F le sev de E d�e�ni par F = Ve
t(e(n)) o�u e(n) = (Æi;n)i2N.D�eterminer F? et prouver que F � F? 6= E.D�efinition 8 : Proje
tion orthogonaleSoit E un espa
e pr�ehilbertien r�eel et F un sous-espa
e ve
toriel de E de dimension �nie.La proje
tion sur F parall�element �a F? est appel�ee la proje
tion orthogonale sur FExemple 15. (�) Soit p 2 L(R3 ) dont la matri
e dans la base 
anonique est P = 13 0� 2 �1 �1�1 2 �1�1 �1 2 1A.Supposons que R3 est muni de son produit s
alaire usuel.Prouver alors que p est un proje
teur orthogonal.Th�eor�eme Fondamental 16 : Expression dans une bonSoit E un espa
e pr�ehilbertien r�eel et F un sous-espa
e ve
toriel de E de dimension �nie n.Soit (e1; : : : ; en) une base orthonormale de F .La proje
tion orthogonale sur F est d�e�nie par : 8x 2 E; p(x) = nXk=1hx;eki:ekPreuve 16 : C'est une 
ons�equen
e imm�ediate de la d�emonstration du th�eor�eme pr�e
�edent.Remarque 15. Pour pouvoir appliquer 
ette formule, il faudra 
ommen
er par re
her
her une bon de F ... ave
 S
hmidtbien sûr !3.2 Proje
tions orthogonales en dimension �nieDans 
ette partie, on suppose que E est un espa
e eu
lidien.Th�eor�eme 17 : Cara
t�erisation d'une proje
tion orthogonale en dimension �nieSoit E un espa
e eu
lidien et p 2 L(E).p est une proje
tion orthogonale () � p Æ p = pker p ? Im pPreuve 17 :) Pas de diÆ
ult�e ...( (a) p Æ p = p don
 p est une proje
tion.(b) ker p ? Im p don
 ker p � (Im p)?. On d�emontre l'�egalit�e en 
omparant les dimensions.Th�eor�eme 18 : Proje
tion asso
i�ee �a une proje
tion orthogonaleDans un espa
e eu
lidien, la proje
tion asso
i�ee �a la proje
tion ? sur F est la proje
tion ? sur F?.Preuve 18 : La proje
tion? sur F (not�ee p) est la proje
tion sur F parall�element �a F? ave
 � dimF < +1dimF? < +1 .La proje
tion asso
i�ee �a p est don
 la proje
tion sur F? parall�element �a F .Il s'agit don
 de montrer que (F?)? = F .1. On sait que F � (F?)?2. On montre fa
ilement l'�egalit�e des dimensions 9
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al.delahaye1.free.fr/Corollaire 19 : Soit n un ve
teur non nul d'un espa
e eu
lidien E.1) Si p est la proje
tion orthogonale sur Ve
t(n) alors 8x 2 E, p(x) = hx;niknk2 :n2) Si p est la proje
tion orthogonale sur n? alors 8x 2 E, p(x) = x� hx;niknk2 :nPreuve 19 :1. C'est une appli
ation imm�ediate de la d�e�nition.2. On obtient 
e r�esultat en 
onsid�erant q la proje
tion asso
i�ee �a p et en remarquant qu'il s'agit de laproje
tion orthogonale sur F?.Remarque 16. Si E est de dimension in�nie, alors la formule p(x) = hx;niknk2 :n reste valable.Exemple 16. (�) Soit E = R3 muni du produit s
alaire usuel et de sa base 
anonique e.D�eterminer la matri
e de p, la proje
tion orthogonale sur le plan d'�equation x+ y � z = 0.Remarque 17. De fa�
on plus g�en�erale :Pour re
her
her l'expression de p la proje
tion orthogonale sur un sev F lorsque E est un espa
e eu
lidien :1. Si dimF � dimF? on appliquera dire
tement la formule du th�eor�eme 142. Si dimF � dimF? on re
her
hera l'expression de q et on utilisera p = idE �qPour trouver p(x) sans re
her
her une bon de F :1. On d�etermine une base quel
onque de F , (f1; : : : ; fp)2. On d�e
ompose p(x) sur 
ette base : p(x) = �1f1 + � � �+ �pfp3. On �e
rit les p 
onditions d'orthogonalit�e : 8i 2 [1; p℄, hx� p(x);fii = 04. On r�esout alors le syst�eme de p �equations obtenu.Exemple 17. (�) Soit p le proje
teur orthogonal sur Ve
t((1; 2; 0; � 1); (2; 0; � 1; 0)) dans l'espa
e R4 eu
lidienusuel.D�eterminer l'image de x = (3; 1; 0; � 1) par p.3.3 Les sym�etries orthogonalesSoient E1 et E2 deux sev de E tels que E = E1 �E2.Rappels :1. L'appli
ation s = 2p�idE est appel�ee la sym�etrie par rapport �a E1 parall�element �a E2 et on a :� E1 = ker(s� idE)E2 = ker(s+ idE) .2. On a la 
ara
t�erisation suivante : s 2 L(E) est une sym�etrie () s Æ s = idED�efinition 9 : Sym�etrie orthogonaleSoit p la proje
tion orthogonale sur un sev F (de dimension �ni !!) d'un espa
e pr�ehilbertien r�eel E.L'endomorphisme s d�e�ni par s = 2p� idE est la sym�etrie orthogonale par rapport �a F .Dessin
10
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Sym�etrie orthogonale sur un sev FRemarque 18.1. Pour d�eterminer la matri
e S d'une sym�etrie orthogonale, on 
ommen
era par re
her
her P la matri
e de laproje
tion orthogonale asso
i�ee et on appliquera la formule S = 2P � In.2. La sym�etrie orthogonale par rapport �a F n'est autre que la sym�etrie par rapport �a F parall�element �a F?.Exemple 18. (�) On 
onsid�ere un espa
e ve
toriel eu
lidien E muni d'une base orthonorm�ee B = (i; j; k).Former la matri
e dans B de la sym�etrie orthogonale sur le plan P d'�equation x = z .Remarque 19. Une sym�etrie orthogonale par rapport �a un hyperplan (en dimension �nie !) est appel�ee une r�e
exion.Exer
i
e : 5(�) Soit u 2 R3� eu
lidien usuel et s la r�e
exion par rapport �a fug?.1. D�eterminer l'expression de s(X) o�u X = (x; y; z) 2 R3 .2. Donner la matri
e de s dans la base 
anonique lorsque u = (1; 0; 1).3.4 Appli
ation : Distan
e d'un ve
teur �a un sev de dimension �nieE d�esigne un espa
e pr�ehilbertien r�eel.D�efinition 10 : Distan
e d'un ve
teur �a un sev de dimension �niePour x 2 E, et F un sev de dimension �nie de E, on d�e�nitd(x; F ) = inff2F d(x; f) (= inff2F jjx� f jj)Remarque 20. fd(x; f) j f 2 Fg est une partie non vide minor�ee de R. Elle admet don
 bien une borne inf�erieure.Le th�eor�eme suivant montre que d(x; F ) est atteint en p(x) o�u p est la proje
tion orthogonale sur F .Dessin

Th�eor�eme 20 : FormuleSoient x 2 E et F un sev de dimension �nie de E.d(x; F ) = kx� pF (x)k o�u pF (x) est la proje
tion orthogonale de x sur F11
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 20 :1. Prouvons que 8f 2 F , d(x; f) � kx� pF (x)k.kx�fk2 = kx�pF (x)+pF (x)�fk2 = kx�pF (x)k2+kpF (x)�fk2 � kx�pF (x)k2 (d'apr�es Pythagore)2. D'autre part pF (x) 2 F . Don
 d(x; F ) = kx� pF (x)k.Remarque 21. On a aussi d(x; F ) =pkxk2 � kpF (x)k2.Exemple 19. (�) Soit E = R3 muni du produit s
alaire usuel. Cal
uler d(x;F ) o�u F = Ve
t((1; 1; 1)) et x = (3; 2; 1).Exer
i
e : 6(��) Soit E = C([��;�℄;R).Trouver (a; b; 
) 2 R3 tels que la quantit�e 1� Z ��� �et � (a+ b sin t)�2 dt soit minimale.4 Espa
es eu
lidiensD�efinition 11 : Espa
es eu
lidiensUn espa
e eu
lidien est un R-espa
e ve
toriel de dimension �nie, muni d'un produit s
alaireOn se pla
e d�esormais dans des espa
es de dimension �nie.Bien entendu, les r�esultats d�emontr�es pr�e
�edemment restent valables !D�efinition 12 : bases orthogonales, orthonormalesSoit e = (e1; : : : ; en) une base de (E; h:;:i) o�u h:;:i est un produit s
alaire quel
onque.On dit que e est une base :1) orthogonale ssi 8(i; j) 2 [1;n℄2, i 6= j ) hei;eji = 02) orthonormale ssi 8(i; j) 2 [1;n℄2, hei;eji = ÆijExemple 20. On dira que Rn est muni de sa stru
ture eu
lidienne usuelle si Rn est muni de la base 
anonique et duproduit s
alaire usuel. Dans 
e 
as, la base 
anonique est une bon.Th�eor�eme Fondamental 21 : Expression du produit s
alaire et de la norme dans une bonSoit e = (e1; : : : ; en) une bon de E muni d'un produit s
alaire quel
onque h:;:i.1) Coordonn�ees d'un ve
teur x dans une bon : x = nXi=1hx;eii:ei2) Soient � x = x1e1 + � � �+ xneny = y1e1 + � � �+ ynen : hx;yi = nXi=1 xiyi = x1y1 + � � �+ xnyn = tXY3) Soit x = x1e1 + � � �+ xnen un ve
teur de E : kxk2 = nXi=1 x2i = x21 + � � �+ x2n = tXXPreuve 21 :1. On exprime x = nXi=1 xi:ei, puis pour tout i 2 [0 ; n℄ on prend le produit s
alaire de x par ei.2. Imm�ediat !3. Imm�ediat !Remarque 22. IMPORTANT !! On se pla
era toujours, si possible, dans une bon.En e�et, dans une bon, le produit s
alaire de 2 ve
teurs s'exprime 
omme le produit s
alaire usuel de Rn .Exemple 21. (�) R3 est muni de sa base 
anonique et d'un produit s
alaire tel que (0� 100 1A ;0� 110 1A ;0� 111 1A) soitbon.Cal
uler le produit s
alaire h 0� xyz 1A ;0� x0y0z0 1Ai. 12
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i
e : 7(� � �) Soit B une base orthonormale de E un espa
e eu
lidien de dimension n.Soit F un sev de E de bon (a1; : : : ; ap). On note A1; : : : ; Ap les matri
es 
olonnes des ak dans B.Soit pF la proje
tion orthogonale sur F . Prouver que MatB(pF ) = pXk=1Ak tAk.Th�eor�eme 22 : Propri�et�es de l'orthogonal d'un sevSoit F un sev de E un espa
e eu
lidien. Alors1. E = F � F? 2. dimF + dimF? = n 3. (F?)? = FPreuve 22 :1. E est eu
lidien, don
 dimF < +1. Ce r�esultat a don
 d�ej�a �et�e d�emontr�e.2. Cons�equen
e du r�esultat pr�e
�edent.3. Nous savons d�ej�a que F � (F?)?. L'�egalit�e des dimensions permet de 
on
lure.Exer
i
e : 8(�) Soit f un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel eu
lidien E v�eri�ant pour tout (x; y) 2 E2, hf(x);yi = hx;f(y)i.Montrer que Im f = (ker f)?.Exer
i
e : 9(�) Soit F et G deux sev d'un ev eu
lidien E.1. Montrer que (F +G)? = F? \G? 2. Montrer que (F \G)? = F? +G?Remarque 23.1. Si F et G sont 2 sev orthogonaux et dimE = n, alors dimF + dimG � n.Ainsi, dans R3 , 2 plans ve
toriels ne peuvent pas être orthogonaux.2. Si F et G sont 2 sev orthogonaux alors F +G = F �G, et on notera F ?�G 
e sev.D�efinition 13 : Sous-espa
es ve
toriels perpendi
ulairesSoient F et G deux sev d'un espa
e eu
lidien E.On dira que F et G sont perpendi
ulaires si et seulement si F? et G? sont orthogonaux.Remarque 24. En d'autre termes : F et G sont perpendi
ulaires () F? � G() G? � FRemarque 25. Si F et G sont 2 sev perpendi
ulaires d'un espa
e eu
lidien E, alors dimF + dimG � dimE.En parti
ulier dans R3 , 2 droites ve
torielles ne peuvent être perpendi
ulaires.Proposition 23 : Cara
t�erisation des hyperplans dans un espa
e eu
lidienSoit H un sev d'un espa
e eu
lidien E. On a alors :H est un hyperplan de E () 9n 2 E non nul tel que H = n?Ainsi, dans E eu
lidien muni d'une bon e, l'hyperplan (H) d'�equation : �1x1 + � � � + �nxn = 0 est l'ensembledes ve
teurs orthogonaux �a n = (�1; : : : ; �n).Preuve 23 : par �equivalen
es su

essives en se pla�
ant dans une bon.Th�eor�eme Fondamental 24 : Th�eor�eme de RieszSoit E un espa
e eu
lidien muni du produit s
alaire h:;:i.L'appli
ation ' : L(E; R) �! Ef 7! zf telle que 8x 2 E; f(x) = hzf ;xi est un isomorphisme d'ev.13
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 26. Cela signi�e en parti
ulier que 8f 2 L(E; R) il existe un unique zf 2 E tel que 8x 2 E; f(x) = hzf ;xi.Preuve 24 :1. Existen
e de l'appli
ation :(a) Consid�erons e = (e1; : : : ; en) une bon de E. Soit x = nXi=1 xi:ei 2 E. On a alors f(x) = nXi=1 xi:f(ei).Posons zf = (f(e1); : : : ; f(en)) dans la base e.Comme e est une bon, l'expression de f(x) s'�e
rit alors f(x) = hzf ;xi.(b) L'uni
it�e de l'expression ne pose pas de diÆ
ult�e.2. Isomorphisme : fa
ile ...Remarque 27. Pour a; b 2 E, retenons en parti
ulier le r�esultat suivant : Si 8x 2 E; ha;xi = hb;xi alors a = bExemple 22. (�)1. D�e�nition du produit ve
toriel en dimension 3. (voir la �n du 
hapitre)2. Toute forme lin�eaire f de Mn(R) s'�e
rit sous la forme f(X) = Tr(FX) ave
 F 2Mn(R).5 Endomorphismes orthogonaux, matri
es orthogonalesOn 
onsid�ere un espa
e eu
lidien (E; h:;:i) de dimension n.5.1 Les endomorphismes orthogonauxD�efinition 14 : Endomorphismes orthogonauxSoit u 2 L(E). u est un endomorphisme orthogonal () 8(x; y) 2 E2; hu(x);u(y)i = hx;yiOn note O(E) l'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.Remarque 28. En d'autres termes, un endomorphisme de E est un endomorphisme orthogonal si et seulement si il
onserve le produit s
alaire. En parti
ulier, un endomorphisme orthogonal 
onserve d'orthogonalit�e.Th�eor�eme 25 : Cara
t�erisation �a l'aide de l'image d'une bonSoit u 2 L(E) et � une bon de E.u est un endomorphisme orthogonal() l'image de la bon � est une bonPreuve 25 : Soit u 2 L(E).u est un endomorphisme orthogonal () 8(p; q) 2 [[1;n℄℄2; hu(�p);u(�q)i = h�p;�qi() 8(p; q) 2 [[1;n℄℄2; hu(�p);u(�q)i = Æpq() u(�) bonRemarque 29.1. Pour que u 2 L(E) soit un endomorphisme orthogonal, il suÆt qu'il transforme UNE bon en une bon.2. Si u transforme UNE bon en une bon, alors il transforme toutes les bon en bon.3. Les endomorphismes orthogonaux sont don
 des automorphismes.Th�eor�eme 26 : Cara
t�erisation par la 
onservation de la normeu 2 O(E)() 8x 2 E; ku(x)k = kxkPreuve 26 : Equivalen
e fa
ile �a d�emontrer en utilisant l'identit�e de polarisation.Remarque 30. Un endomorphisme orthogonal est don
 aussi appel�e une isom�etrie ve
torielle.Exemple 23. (�) L'identit�e et les sym�etries orthogonales de E sont des endomorphismes orthogonaux.14
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i
e : 10(�) Soit F un sous-espa
e ve
toriel d'un espa
e ve
toriel eu
lidien E et f 2 O(E). Montrer que f(F?) = (f(F ))?.Th�eor�eme 27 : Groupe orthogonal(O(E);Æ) est un sous-groupe du groupe lin�eaire (GL(E);Æ).On l'appelle le groupe orthogonal de E.Preuve 27 : On montre que O(E) est une partie non vide de GL(E) � stable par la loi de 
ompositionstable par sym�etrisation .Remarque 31. Ce th�eor�eme signi�e en parti
ulier que :1. La 
ompos�ee de deux automorphismes orthogonaux est un automorphisme orthogonal.2. La bije
tion r�e
iproque d'un automorphisme orthogonal est un automorphisme orthogonal.Th�eor�eme 28 : Endomorphisme orthogonal induitSi un sev F est stable par u 2 O(E) alors :1. u induit un endomorphisme orthogonal sur F . (ujF 2 O(F ))2. F? est aussi stable par u qui induit ainsi un endomorphisme orthogonal sur F?.Preuve 28 :1. Pas de diÆ
ult�e !2. Soit x 2 F?, et y 2 F . Il s'agit de montrer que hu(x);yi = 0.Remarquer que 9z 2 F tel que y = u(z) ...Remarque 32. Lorsque F est stable par un endomorphisme orthogonal u, alors la matri
e de u dans une base e obtenueen r�eunissant une base de F et une base de F? est une matri
e diagonale par blo
s.5.2 Les matri
es orthogonalesD�efinition 15 : Matri
es orthogonalesOn dit qu'une matri
e A 2Mn(R) est orthogonale si et seulement si :tAA = In ( ou AtA = In)On note On(R) (ou en
ore O(n)) l'ensemble des matri
es orthogonales �a 
oeÆ
ients r�eels.Remarque 33.1. Une matri
e orthogonale est inversible et A�1 = tA.2. Une matri
e orthogonale a un d�eterminant �egal �a �1.Th�eor�eme 29 : Cara
t�erisation pratique des matri
es orthogonalesSoit A = ((aij)) 2Mn(R).Alors A est une matri
e orthogonale si et seulement si ses ve
teurs 
olonnes (C1; : : : ;Cn)forment une base orthonormale pour h:;:i le produit s
alaire usuel de Rn , 
'est �a dire :8(p; q) 2 [1;n℄2; hCp;Cqiusuel = nXi=1 aipaiq = Æp;qPreuve 29 : On exprime la relation tA:A = In �a l'aide les 
oeÆ
ients des matri
es.Remarque 34. Comme on a aussi A tA = In, alors les ve
teurs lignes de A forment aussi une bon.Exemple 24. (�) Montrer que A = 1p5 �1 �22 1 � est orthogonale et 
al
uler A�1.Th�eor�eme 30 : On(R) est un sous-groupe de (GLn(R); �).15



Cours MPSI-2010/2011 Espa
es ve
toriels eu
lidiens http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 30 : Pas de diÆ
ult�e.5.3 Matri
e d'un endomorphisme orthogonal dans une bonTh�eor�eme Fondamental 31 : La matri
e d'une isom�etrie dans une bon est orthogonaleSoit E un espa
e eu
lidien, u 2 L(E) et " une base orthonormale de E.Notons A = Mat"(u).Alors u est un endomorphisme orthogonal() A est une matri
e orthogonalePreuve 31 : Soit u 2 L(E) et A sa matri
e dans une bon �.Les ve
teurs 
olonnes Ci de la matri
e A sont les 
oordonn�ees des ve
teurs u(�i) dans la bon �.On a don
 : 8(p; q) 2 [1;n℄2 � hu(�p);u(�q)i = hCp;Cqiusuelh�p;�qi = Æpq .Par 
ons�equent :8(p; q) 2 [1;n℄2 hu(�p);u(�q)i = h�p;�qi () hCp;Cqiusuel = Æpqu endomorphisme orthogonal () A matri
e orthogonaleRemarque 35. Attention !! Le r�esultat pr�e
�edent est faux si la base " n'est pas orthonormale.Consid�erer par exemple " = (�!i ; 2�!j ) et s la sym�etrie orthogonale par rapport �a Ve
t(1;1).Corollaire 32 : Cara
t�erisation des matri
es de passage entre bonSoit e une base orthonormale de E et f une base.Soit P = Pe!f la matri
e de passage entre 
es deux bases.Alors f est une base orthonormale() P est une matri
e orthogonalePreuve 32 : Soit e une bon de E et f une base.On 
onsid�ere u l'endomorphisme de E d�e�ni par 8k 2 [[1;n℄℄; u(ek) = fk.Soit P la matri
e de u dans la bon e. P est aussi la matri
e de passage de e vers f .D'apr�es les th�eor�emes pr�e
�edents : � u endomorphisme orthogonal () f bonu endomorphisme orthogonal () P orthogonale CQFD ...Remarque 36. Si e et f sont 2 bon de E, et P = Pe!f alors P�1 = tP .En parti
ulier, la formule de 
hangement de bases s'�e
rit alors Af = tPAeP .Remarque 37. En 
on
lusion, une matri
e orthogonale s'interpr�ete :1. Soit 
omme la matri
e d'un endomorphisme orthogonal dans une bon.2. Soit 
omme la matri
e de passage d'une bon vers une bon.Exer
i
e : 11(��) Soit A = ((aij)) 2 On(R) une matri
e orthogonale. Montrer que nXi=1 nXj=1 aij � nAide : Penser �a utiliser l'in�egalit�e de S
hwarz.Exer
i
e : 12(��) Prouver que :1. Une isom�etrie ve
torielle est une sym�etrie orthogonale ssi sa matri
e dans une bon quel
onque est sym�etrique.2. Une proje
tion ve
torielle est une proje
tion orthogonale ssi sa matri
e dans une bon quel
onque est sym�etrique.6 Espa
es eu
lidiens orient�es. Produit mixteOn 
onsid�ere un espa
e eu
lidien E muni d'un produit s
alaire not�e h:;:i et k:k la norme eu
lidienne asso
i�ee.16
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 16 : OrientationSoient e et f deux bases de E et la matri
e de passage P = Pe7!f entre 
es deux bases.On dit que les deux bases e et f d�e�nissent la même orientation si et seulement si det(P ) > 0.Orienter l'espa
e 
onsiste �a 
hoisir une base de r�ef�eren
e e.Les bases de même orientation que e sont dites dire
tes et les autres indire
tes.Remarque 38. Si e = (e1; e2; e3) est la base 
anonique de R3 , et si l'on 
hoisit l'orientation d�e�nie par 
ette base, alorsla base f = (e2; e3; e1) est dire
te alors que la base g = (e1; e3; e2) est indire
te.Proposition 33 : Matri
e de passage entre deux bonSoient e = (e1; : : : ; en) et f = (f1; : : : ; fn) deux bases orthonormales d'un espa
e eu
lidien E.Notons P = Pe7!f la matri
e de passage entre les bases e et f .Alors :1. det(P ) = �1 ;2. Si les bon ont même orientation, alors det(P ) = +1.Preuve 33 : Il suÆt de remarquer que P est une matri
e orthogonale.D�efinition 17 : Produit mixteSoit E un espa
e eu
lidien orient�e de dimension n et " une bon dire
te .Soient (x1; : : : ; xn) une famille de n ve
teurs de E.On appelle produit mixte de 
es n ve
teurs, le s
alaire[x1; : : : ; xn℄ = det"(x1; : : : ; xn)Il est ind�ependant de la bon dire
te 
hoisie.Preuve : Il suÆt d'exprimer le d�eterminant de (x1; : : : ; xn) dans deux bon dire
tes di��erentes.Remarque 39.1. Parfois, le produit mixte se note aussi : [x1; : : : ; xn℄ = Det(x1; : : : ; xn).2. Le produit mixte d'une bond est �egal �a 1.Corollaire 34 : Soit " = ("1; "2; "3) une famille de 3 ve
teurs de R3 ." est une base dire
te () ["1; "2; "3℄ > 0Preuve 34 : Imm�ediat !Remarque 40.1. Dans R2 , le produit mixte de deux ve
teurs [x;y℄ repr�esente l'aire alg�ebrique du parall�elogramme d�e�ni par 
esdeux ve
teurs.2. Dans R3 , le produit mixte de trois ve
teurs [x;y;z℄ repr�esente le volume alg�ebrique du parall�el�epip�ede qui s'appuiesur 
es trois ve
teurs.7 Produit ve
toriel (dimE = 3)On 
onsid�ere dans 
ette se
tion, un espa
e eu
lidien orient�e de dimension 3 : (E; h:;:i).D�efinition 18 : Produit ve
torielSoient (x; y) 2 E2 . L'appli
ation � : E �! Rz 7! [x; y; z℄ est une forme lin�eaire.D'apr�es le th�eor�eme de Riesz, il existe un unique ve
teur not�e x ^ y tel que : 8z 2 E; [x; y; z℄ = hx ^ y;ziLe ve
teur x ^ y est appel�e le produit ve
toriel de x ave
 y.17
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Fig. 1 { Produit ve
toriel de deux ve
teurs dans E3Remarque 41. Rappel des propri�et�es usuelles du produit ve
toriel sur E eu
lidien de dimension 31. L'appli
ation ' : E2 �! E(x; y) 7! x ^ y est lin�eaire par rapport �a 
haque variable.2. Antisym�etrie : y ^ x = �x ^ y.3. x et y sont 
olin�eaires () x ^ y = 0.4. Si (x; y) est un syst�eme libre, alors(a) x ^ y 6= 0(b) x ^ y est orthogonal �a x et �a y.(
) (x; y; x ^ y) est une base dire
te de E.5. Si ��!i ;�!j ;�!k � est une base orthonorm�ee dire
te (bon dire
te) alors 8><>: �!i ^ �!j = �!k�!j ^ �!k = �!i�!k ^ �!i = �!j .6. Dans une bon dire
te : �!x 0�x1x2x31A ^ �!y 0�y1y2y31A = 0� x2y3 � x3y2�(x1y3 � x3y1)x1y2 � x2y1 1A.7. Formule du double produit ve
toriel : x ^ (y ^ z) = hx;zi:y � hx;yi:z8. Identit�e de Lagrange : hx;yi2 + kx ^ yk2 = kxk2kyk2.9. Si x ? y alors kx ^ yk = kxk:kyk. On peut alors d�emontrer la r�e
iproque de 5.10. Si (x; y) est un syst�eme orthonorm�e de E, alors (x; y; x ^ y) est une bon dire
te de E.Exer
i
e : 13(��) D�emontrer la fomule de Ja
obi :�!u ^ (�!v ^ �!w ) +�!w ^ (�!u ^ �!v ) +�!v ^ (�!w ^ �!u ) = 0
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