
Les Coniques|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye15 novembre 2010Dans 
e 
hapitre, on se pla
e dans le plan aÆne eu
lidien orient�e R2 .D�efinition 1 : ConiquesSoit F un point du plan et D une droite aÆne ne 
ontenant pas D. Soit e > 0.On appelle 
onique de dire
tri
e D, de foyer F (situ�e �a une distan
e Æ de D) et d'ex
entri
it�e e, la 
ourbe Cform�ee des points M du plan v�eri�ant : MFd(M; D) = e1. Si 0 < e < 1, on dit que C est une ellipse2. Si e = 1, on dit que C est une parabole3. Si e > 1, on dit que C est une hyperboleRemarque 1. p = Æ:e est appel�e le param�etre de la 
onique.
D�e�nition d'une 
onique :Exer
i
e : 1Soit D une droite du plan P et M un point non situ�e sur D.Quel est l'ensemble des foyers des paraboles de dire
tri
e D passant par M ?1 Equations 
art�esiennes r�eduitesOn peut obtenir une �equation 
art�esienne simple de la 
onique, en se pla
ant dans un rep�ere orthonorm�e R(O;�!i ;�!j )bien 
hoisi. Pour d�eterminer 
e rep�ere, on 
ommen
era par re
her
her l'�equation 
art�esienne de E dans le rep�ereR(F;�!i ;�!j ) dans lequel la dire
tri
e admet une �equation de la forme x = Æ ave
 Æ > 0.
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Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/1.1 Parabole : e = 1Soit P la parabole de foyer F , de dire
tri
e D.On appelle p = eÆ = Æ le param�etre de la parabole.Etude :On 
onstate que l'�equation la plus simple est obtenue lorsque :1. l'on 
hoisit O �a mi-distan
e entre le foyer F et la dire
tri
e D2. l'on inverse le sens de �!i .Th�eor�eme 1 : Dans le rep�ere d�e�nit pr�e
�edemment :1. Le foyer F a pour 
oordonn�ees F (p2 ; 0)2. La dire
tri
e D a pour �equation x = �p23. La parabole P a pour �equation : y2 = 2px et pour �equations param�etriques : 8<: x(t) = t22py(t) = t , t 2 Ry
xO Fp2�p2

D M
Fig. 1 { Parabole y2 = 2pxExemple 1. Pla
er la dire
tri
e et le foyer de la parabole d'�equation y = x2.Proposition 2 : Tangente (r�egle de d�edoublement des termes)La tangente en M0(x0; y0) �a la parabole d'�equation y2 = 2px a pour �equation y:y0 = p(x+ x0).Preuve 2 : On d�etermine l'�equation de la tangente �a l'aide des �equations param�etriques.Exer
i
e : 2Montrer que les rayons lumineux arrivant sur l'int�erieur d'une parabole parall�element �a l'axe fo
al 
onvergent tous auniveau du foyer.1.2 Ellipse : 0 < e < 1Soit E l'ellipse de foyer F , de dire
tri
e D et d'exentri
it�e e.Etude :On 
onstate que l'�equation la plus simple est obtenue lorsque l'on 
hoisit le 
entre du rep�ere O �a une distan
e
 = Æe21� e2 et �a gau
he du foyer F .
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Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 3 : Equation r�eduite d'une ellipse :1. Dans le rep�ere d�e�ni pr�e
�edemment, l'ellipse E admet une �equation 
art�esienne de la formex2a2 + y2b2 = 1 ave
 0 < b < a2. R�e
iproquement, la 
ourbe d'�equation 
art�esienne x2a2 + y2b2 = 1 (ave
 0 < b < a) est une ellipse :(a) Foyer � F (
; 0)
 = pa2 � b2 (b) Dire
tri
e D : x = a2
 (
) Ex
entri
it�e e = 
aPreuve 3 :1. La 
ondition n�e
essaire est d�emontr�ee lors de l'�etude visant �a simpli�er l'�equation 
art�esienne.2. Pour la r�e
iproque, il suÆt de montrer que pour tout a et b tels que 0 < b < a, on peut d�e�nir, une valeure, un point F et une droite D tels que l'�equation x2a2 + y2b2 = 1 soit �equivalente �a la 
ondition de d�e�nitiond'une ellipse.Remarque 2. Dans le rep�ere d�e�ni pr�e
�edemment, E admet pour �equations param�etriques : � x(t) = a 
os ty(t) = b sin t , t 2 [0;2�[.
x

y
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�a2


D
a2
F 0�
 F
 aA

bB
�aA' �bB'Fig. 2 { Ellipse : x2a2 + y2b2 = 1Proposition 4 : El�ements 
ara
t�eristiques d'une ellipseSoit E l'ellipse d'�equation x2a2 + y2b2 = 1 dans le rep�ere orthonormal R(O; �!i ; �!j ) ave
 0 < b < a.1. Ox et Oy sont deux axes de sym�etries de E . Le point O est 
entre de sym�etrie appel�e 
entre de l'ellipse.2. On pose 
 = pa2 � b2 .E admet don
 deux foyers F (
; 0) et F 0(�
; 0) de dire
tri
es asso
i�ees D : x = a2
 et D0 : x = �a2
 .3. Les interse
tions de E ave
 les axes sont appel�es les sommets de l'ellipse.Les sommets ont pour 
oordonn�ees : A(a; 0), A0(�a;0), B(0; b) et B0(0; � b) .4. Ox = (FF 0) est appel�e l'axe fo
al ou en
ore le grand axe de l'ellipse.5. E admet pour ex
entri
it�e e = 
a et pour param�etre p = b2a .3



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 4 : A quelque 
hose pr�es, il s'agit d'un r�esum�e des r�esultats obtenus dans le th�eor�eme pr�e
�edent.Exemple 2. D�eterminer les �el�ements 
ara
t�eristiques de l'ellipse d'�equation x252 + y232 = 1.Remarque 3. Dans le 
as o�u E admet une d'�equation 
art�esienne x2a2 + y2b2 = 1 ave
 0 < a < b on se ram�ene au 
aspr�e
�edent par rotation du rep�ere d'un angle de �2 . E est alors une ellipse mais orient�ee 
ette fois selon Oy.Remarque 4. Un 
er
le � de 
entre 
de rayon R est un 
as limite d'ellipse ave
 8<: a = b = R
 = 0 (F = F 0 = 
)e = 0 et la dire
tri
e est �al'in�nie.Exer
i
e : 3Soit A, l'aÆnit�e orthogonale d'axe Ox et de rapport k 2 R� .D�eterminer la nature de l'image d'un 
er
le par 
ette aÆnit�e.Proposition 5 : Equation de la tangente en M0(x0; y0)La tangente en M0(x0; y0) �a l'ellipse E : x2a2 + y2b2 = 1 admet pour �equation 
art�esienne x0a2 x+ y0b2 y = 1Preuve 5 : On utilise la repr�esentation param�etrique.Remarque 5. Cette �equation se retient grâ
e �a la r�egle de d�edoublement des termes.Proposition 6 : Equation bifo
ale d'une ellipseSoient F et F 0 deux points du plan tels que FF 0 < 2a. On a alors :E = fM j FM + F 0M = 2ag est l'ellipse de foyer � FF 0 telle que AA0 = 2aPreuve 6 : On 
ara
t�erise l'ensemble des pointsM v�eri�ant FM+F 0M = 2a �a l'aide d'une �equation 
art�esiennedans le rep�ere de 
entre le milieu de [FF 0℄ et d'axe Ox = (F 0F ).On pourra mener les 
al
uls de la fa�
on suivante :1. Montrer que FM + F 0M = 2a() (MF 2 +MF 02 � 4a2)2 = 4MF 2MF 022. Cal
uler MF 2 +MF 02 et MF 2MF 02.3. Finir le 
al
ul ...Exer
i
e : 4La tangente en un point quel
onque M d'une ellipse E est perpendi
ulaire �a la bisse
tri
e de l'angle \FMF 0.Remarque 6. Cela explique pourquoi, dans une station de m�etro parisienne o�u le plafond a une se
tion elliptique, deuxpoin�
onneurs situ�es de part et d'autre du quai au niveau des foyers pouvaient se parler sans �elever la voix.Exer
i
e : 5D�eterminez la nature de la proje
tion orthogonale d'un 
er
le C de l'espa
e sur un plan P .
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Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/M�ethode :Commen�
ons par bien 
hoisir le rep�ere dans lequel on se pla
e.Notons � le plan 
ontenant le 
er
le, O le 
entre du 
er
le et R sont rayon.On 
onsid�ere alors le rep�ere orthonormal R(
; �!i ; �!j ; �!k ) o�u :1. 
 est le projet�e orthogonal de O sur P \�2. �!i dirige la droite P \ �3. �!j tel que (�!i ; �!j ) soit une base orthonormale de POn d�e�nit alors �!u de fa�
on que (�!i ; �!u ) forme une base orthonormale du plan �. Notons � l'angle ([�!j ;�!u ).Si O est le 
entre du 
er
le, C admet alors pour repr�esentation param�etrique ��!OM = R 
os t:�!i + R sin t:�!u . Ennotant O0 et M 0 les projet�es orthogonaux respe
tifs de O et M sur P , on obtient :���!O0M 0 = R 
os t:�!i +R sin t 
os �:�!jDans R0(O0;�!i ; �!j ) le projet�e de C admet don
 pour repr�esentation param�etrique � x = R: 
os ty = R: 
os � sin t .Il ne reste plus qu'�a interpr�eter 
e r�esultat !1.3 Hyperbole : e > 1Soit H l'hyperbole de foyer F , de dire
tri
e D et d'exentri
it�e e.Etude :On 
onstate que l'�equation la plus simple est obtenue lorsque l'on 
hoisit le 
entre du rep�ere O �a droite et �aune distan
e 
 = Æ:e2e2 � 1 du foyer F .Th�eor�eme 7 : Equation r�eduite d'une hyperbole :1. Dans le rep�ere orthonormal pr�e
�edemment d�e�ni, H admet une �equation 
art�esienne de la formex2a2 � y2b2 = 1 ave
 � 0 < b0 < a2. R�e
iproquement, la 
ourbe d'�equation 
art�esienne x2a2 � y2b2 = 1 (ave
 � 0 < b0 < a ) est une hyperbole de :(a) Foyer : � F (�
; 0)
 = pa2 + b2 (b) Dire
tri
e : D : x = �a2
 (
) Ex
entri
it�e : e = 
aPreuve 7 : Même prin
ipe que pour l'ellipse.Remarque 7. Dans le rep�ere d�e�ni pr�e
�edemment :1. l'une des bran
hes de H admet pour �equations param�etriques : � x(t) = a 
h ty(t) = b sh t , t 2 R.2. l'autre bran
he de H admet pour �equations param�etriques : � x(t) = �a 
h ty(t) = b sh t , t 2 R.
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al.delahaye1.free.fr/
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Fig. 3 { Hyperbole x2a2 � y2b2 = 1Proposition 8 : El�ements 
ara
t�eristiques d'une hyperboleSoit H l'hyperbole d'�equation x2a2 � y2b2 = 1 dans le rep�ere orthonormal R(O; �!i ; �!j ) ave
 � 0 < a0 < b .1. Ox et Oy sont deux axes de sym�etries de H.Le point O est 
entre de sym�etrie de H et est appel�e le 
entre de l'hyperbole.2. On pose 
 = pa2 + b2 .H admet don
 deux foyers F (�
; 0) et F 0(
; 0) de dire
tri
es asso
i�ees D : x = �a2
 et D0 : x = a2
 .3. Ox = (FF 0) est appel�e l'axe fo
al de l'hyperbole.Les interse
tions de H ave
 l'axe fo
al sont appel�es les sommets de l'hyperbole.Ces sommets ont pour 
oordonn�ees A(�a; 0) et A0(a; 0) .On a H \ Oy = ;.4. L'hyperbole admet 2 asymptotes d'�equations : � : y = bax �0 : y = � bax5. L'ex
entri
it�e de l'hyperbole est e = 
a et le param�etre est p = b2aPreuve 8 : A quelque 
hose pr�es, il s'agit d'un r�esum�e des r�esultats obtenus dans le th�eor�eme pr�e
�edent.Remarque 8. Moyen mn�emote
hniqueOn retrouve fa
ilement les �equations des asymptotes "en disant" que 1 devient n�egligeable devant les autres termes.Exemple 3. D�eterminer les �el�ements 
ara
t�eristiques de l'hyperbole d'�equation y252 � x232 = 1.Exer
i
e : 6On 
onnâ�t un foyer F et les deux sommets A et A0 d'une hyperbole.Construire les asymptotes de 
ette hyperbole. 6



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 9 : Equation 
art�esienne d'une hyperbole dans le rep�ere d�e�ni par ses asymptotesH est une hyperbole ssi il existe un rep�ere (non orthonorm�e en g�en�eral) dans lequel H admet une �equation dela forme XY = 1.Les axes de 
e rep�ere 
orrespondent aux asymptotes de l'hyperbole.Preuve 9 :CN : On montre qu'on passe de l'�equation x2a2 � y2b2 = 1 �a l'�equation XY = 1 par 
hangement de rep�ere.CS : Soit C : xy = 1 dans R(O; �!i ; �!j ).On se pla
e alors dans R0(O; �!I ;�!J ) tel que �!I et �!J soient norm�es et dirigent les asymptotes.Th�eor�eme 10 : Hyperbole �equilat�ereOn dit que l'hyperbole est �equilat�ere lorsque les asymptotes sont orthogonales.Une hyperbole est �equilat�ere si et seulement si e = p2 et si et seulement si a = b dans son �equationr�eduite..Dans 
e 
as, ses asymptotes ont pour �equation : � : y = x �0 : y = �xPreuve 10 : Un petit raisonnement fa
ile par �equivalen
es.Proposition 11 : Equation de la tangente en un point M0(x0; y0)La tangente en M0 �a l'hyperbole H : x2a2 � y2b2 = 1 admet pour �equation 
art�esienne x0a2 x� y0b2 y = 1Preuve 11 : Ave
 les �equations param�etriques.Proposition 12 : Equation bifo
ale d'une hyperboleSoient F et F 0 deux points du plan tels que FF 0 > 2a ave
 a > 0. On a alors :H = fM j jFM � F 0M j = 2ag est l'hyperbole de foyer � FF 0 telle que AA0 = 2aPreuve 12 : On 
ara
t�erise l'ensemble des points M v�eri�ant jFM � F 0M j = 2a �a l'aide d'une �equation
art�esienne dans le rep�ere de 
entre le milieu de [FF 0℄ et d'axe Ox = (FF 0).Attention, les 
al
uls doivent être men�es ave
 perspi
a
it�e ...Remarque 9. Cha
une des deux relations � FM � F 0M = 2aF 0M � FM = 2a 
ara
t�erise une bran
he di��erente de l'hyperbole.Exer
i
e : 7La tangente en un point quel
onque M d'une hyperbole H est la bisse
tri
e de l'angle \FMF 0.Exer
i
e : 8Soit C1 et C2 les 
er
les de 
entres respe
tifs 
1 et 
2 et de rayons respe
tifs R1 et R2 stri
tement positifs.1. D�eterminer la nature du lieu H des 
entres des 
er
les tangents ext�erieurement �a C1 et C2.2. Si C1 et C2 sont deux 
er
les d'�equation respe
tives (x�2)2+y2 = 4 et x2+(y�1)2 = 1, d�eterminer une �equation
art�esienne de H.2 Equation polaire d'une 
onique de foyer OOn se pla
e dans le rep�ere orthonorm�e R = (F;�!i ;�!j ) dans lequel la dire
tri
e D admet pour �equation : D : x = Æ > 0
7
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oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/xy DÆ�!i�!j F
M �

Fig. 4 { Rep�ere pour l'�equation polaire d'une 
oniqueTh�eor�eme 13 : Equation polaire d'une 
oniqueDans le r�ep�ere pr�e
�edent, la 
onique C admet pour �equation polaire :� = p1 + e 
os � o�u p = eÆ est le param�etre de la 
onique.Preuve 13 : Il suÆt de traduire la d�e�nition de la 
onique �a l'aide de � et �.On montre alors que les deux �equations possibles repr�esentent le même ensemble de points.Exemple 4. Donner la nature, l'ex
entri
it�e et les sommets des 
oniques d'�equations polaires :1. � = 21 + 2 
os � 2. � = 12 + 
os � 3. � = 11 + sin �Exemple 5. Sauriez-vous retrouver les �el�ements 
ara
t�eristiques d'une 
onique d'�equation polaire � = p1 + e 
os � ?Exer
i
e : 9Tra
er la 
onique d'�equation polaire � = 31 + 2 
os(� � �4 ) .Th�eor�eme 14 : Tangente en un point d'une 
oniquePour � 6= 0[�℄, l'angle V que fait la tangente �a la 
onique au point de 
oordonn�ees polaires (�; �) ave
 �!u (�)v�eri�e : tanV = 1 + e 
os �e sin �Preuve 14 : Appli
ation de la formule vue dans la partie 
on
ernant les �equations polaires de 
ourbe.Exer
i
e : 10Soit � la 
onique d'�equation polaire � = p1 + e 
os � dans un rep�ere orthonorm�e dire
t (O; �!i ; �!j ).1. Quelle est l'�equation polaire de la tangente �a � au point de param�etre �0 ?2. D�eterminer l'�equation polaire de la dire
tri
e qui d�e�nit la 
onique.3. En d�eduire que la portion de tangente entre le point de 
onta
t et la dire
tri
e est vue du foyer sous un angledroit.3 Coniques d�e�nies par une �equation 
art�esienneExemple 6. Etude de quelques 
ourbes d'�equation 
art�esienne de la forme : ax2 + by2 + 
x+ dy + f = 0.Donner la nature des 
ourbes d'�equations 
art�esiennes suivantes :
8



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/1. 5x2 + y2 � 10x+ 4y + 4 = 02. x2 � 4y2 + 4x+ 8y � 4 = 0 3. 2x2 + y2 + 4x+ 6y + 12 = 04. y2 + 3x+ 6y + 1 = 0 5. x2 + 6x+ 1 = 0Maple> with(plots):> impli
itplot(x^2+3*x*y-2*y^2-5*x+y-3,x=-5..5,y=-5..5);Dans le plan muni d'un rep�ere orthonormal R(O; �!i ; �!j ), on 
onsid�ere maintenant l'ensemble � des pointsdont les 
oordonn�ees v�eri�ent une relation plus g�en�erale de la forme :ax2 + 2bxy + 
y2 + dx+ ey + f = 0 o�u (a; b; 
) 6= (0; 0; 0).Exemple 7. L'obje
tif est d'�etudier la 
ourbe C d'�equation : 3x2 + 10xy + 3y2 � 2x� 14y � 13 = 01. Changer le 
entre du rep�ere de fa�
on �a obtenir une �equation sans terme de degr�e 1.2. E�e
tuer une rotation du rep�ere a�n d'obtenir une �equation sans terme en xy.3. Tra
er la 
ourbe C.3.1 Etude th�eorique3.1.1 Pr�eliminaireD�efinition 2 : Partie quadratique de l'�equation : ax2 + 2bxy + 
y2 + dx+ ey + f = 01. La partie quadratique d'une �equation polynômiale de la forme ax2 + 2bxy + 
y2 + dx + ey + f = 0 est lafon
tion : f(x; y) = ax2 + 2bxy + 
y22. On appelle matri
e de la partie quadratique la matri
e Q = �a bb 
�.3. Le d�eterminant de la partie quadratique est alors : detQ = ����a bb 
����.4. La tra
e de la partie quadratique est alors la somme des 
oeÆ
ients diagonaux : Tr(Q) = a+ 
.Lemme 15 : Elimination du terme xy par rotation des ve
teurs de base.Soit C une 
ourbe d'�equation 
art�esienne : a:x2 + 2b:xy + 
:y2 + F = 0 ave
 F 2 R.1. Si a 6= 
 :Dans le rep�ere obtenu par rotation d'un angle ' tel que tan 2' = 2ba� 
 et ' 2℄� �4 ; �4 [la 
ourbe C admet une �equation de la forme AX2 + CY 2 + F = 0 ave
 8<: AC = a
� b2A+ C = a+ 
A� C du signe de a� 
2. Si a = 
 :Dans le rep�ere obtenu par rotation d'un angle ' = �4 , C admet une �equation de la forme :AX2 + CY 2 + F = 0On obtient alors A et C par un 
al
ul dire
t.Preuve 15 :1. On 
her
he l'expression de a:x2 + 2b:xy + 
:y2 dans le nouveau rep�ere, puis on d�etermine ' de fa�
on �aannuler le terme en XY .2. Pour d�eterminer alors AC et A� C, il faut e�e
tuer les 
al
uls en �etant patient et tr�es vigilant ...9



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 10.� AC = a
� b2A+ C = a+ 
 signi�ent que � le d�eterminantla tra
e de la partie quadratique sont invariants par rotÆ du rep�ere.1. Ces deux relations impliquent que A et C sont les solutions de X2 � (A+ C)X +AC = 02. Le signe de A� C permet de d�eterminer quelle ra
ine est A et quelle ra
ine est C.Exemple 8. Nature et �el�ements 
ara
t�eristiques de la 
ourbe d'�equation 
art�esienne : 3x2 + 4xy � y2 = 2 ?3.1.2 Etude de � d'�equation 
art�esienne ax2 + 2bxy + 
y2 + dx+ ey + f = 0 ave
 b 6= 0.Point de d�epart : Elimination des termes de degr�e 1 en x et y par 
hangement de 
entreIl s'agit de re
her
her l'existen
e d'un point 
(x
; y
) tel que l'�equation de � dans le rep�ere R(
; �!i ; �!j ) n'admettepas de terme de degr�e 1 en x et y.Proposition 16 : Elimination des termes de degr�e 1 :Les points 
 tels que l'�equation de � soit de la forme aX2 + 2bXY + 
Y 2 + F = 0 dans le rep�ere R(
; �!i ; �!j )sont les solutions du syst�eme d'�equations :8>>><>>>: �f�x (x; y) = 0�f�y (x; y) = 0 o�u f(x; y) = ax2 + 2bxy + 
y2 + dx+ ey + fLes points 
 obtenus sont alors 
entres de sym�etrie de �.Preuve 16 : On re
her
he l'�equation de � dans le rep�ere R(
; �!i ; �!j ) et on regarde �a quelles 
onditions 
ette�equation n'admet pas de termes de degr�e 1.3 
as apparaissent selon la nullit�e de detQ = a
� b2 et l'existen
e de 
entres de sym�etrie :1. detQ 6= 0.Dans 
e 
as, le point 
 existe et est unique.Dans le rep�ere R(
; �!i ; �!i ) � a pour nouvelle �equation aX2 + 2bXY + 
Y 2 + F = 0 ave
 F = f(x
; y
) .On peut e�e
tuer une rotation du rep�ere d'angle ' dans lequel C admet une �equation de la forme AX2 + CY 2 + F = 0 .� Si a = 
, on prendra ' = �4 et on posera les formules de 
hangement de rep�eres� Si a 6= 
, on prendra ' 2℄� �4 ; �4 ℄ tel que tan 2' = 2ba� 
 .On trouve A et C en remarquant que : 8<: AC = a
� b2A+ C = a+ 
A� C du signe de a� 
 .Dans 
e 
as :(a) Si det < 0 alors � est soit la r�eunion de 2 droites s�e
antes, soit une hyperbole.On dira que � est de type "hyperbole".(b) Si detQ > 0 alors � est soit vide, soit un point, soit un 
er
le, soit une ellipse.On dira que � est de type "ellipse". 10



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exer
i
e : 11Le plan �etant munis d'un rond, �etudier la 
ourbe d'�equation 
art�esienne : x2 � 4xy + 2y2 + 2x+ 6y + 1 = 0.2. detQ = 0 et il existe une in�nit�e de points de sym�etrie 
.Dans 
e 
as, on 
hoisit un 
entre qui 
onvient et on obtient une �equation de la forme aX2+2bXY +
Y 2+F = 0.Comme detQ = 0, on peut fa
toriser la forme quadratique.Comme a 6= 0 (�a justi�er !), on obtient a(X + baY )2 + F = 0.Remarque : On peut alors e�e
tuer un 
hangement de rep�ere (i
i non norm�e !) tel que : 8><>: X 0 = X + baYY 0 = � baX + Y� admet alors une �equation 
art�esienne de la forme : X 02 = F=a.Ainsi, � est soit l'ensemble vide, soit une droite, soit deux droites parall�eles.Exer
i
e : 12Le plan �etant munis d'un rond, �etudier la 
ourbe d'�equation 
art�esienne : x2 � 4xy + 4y2 + 2x� 4y + 1 = 0.3. detQ = 0 et 
 n'existe pas.Dans 
e 
as, on fa
torise dire
tement la forme quadratique et on obtient : a(x+ bay)2 + dx+ ey + f = 0.On peut alors e�e
tuer le même 
hangement de rep�ere que pr�e
�edemment.� admet alors une �equation 
art�esienne de la forme : aX2 + hX + iY + j = 0.(a) Si i 6= 0 :Alors, l'�equation 
art�esienne devient : Y = �1i (aX2 + hX + j).� est alors une parabole.(b) Si i = 0 :On v�eri�e fa
ilement que � est soit ;, soit une droite, soit deux droites parall�eles.Exer
i
e : 13Le plan �etant munis d'un rond, �etudier la 
ourbe d'�equation 
art�esienne : x2 � 4xy + 4y2 + 2x+ y + 1 = 0.Remarque 11. detQ = a
� b2 nous permet don
 d'e�e
tuer une 
lassi�
ation des 
ourbes du se
ond degr�e.Th�eor�eme 17 : Soit � une 
ourbe d'�equation : ax2 + 2:bxy + 
y2 + dx+ ey + f = 0 (ave
 b 6= 0).1. Si a
�b2 = 0 alors � est soit vide, soit une droite, soit la r�eunion de 2 droites parall�eles, soit une parabole.2. Si a
� b2 < 0 alors � est soit la r�eunion de 2 droites s�e
antes, soit une hyperbole.3. Si a
� b2 > 0 alors � est soit vide, soit un point, soit un 
er
le, soit une ellipse.Preuve 17 : Ces r�esultats d�e
oulent dire
tement de l'�etude pr�e
�edente.
detQ = 0 (AC = 0) detQ < 0 (AC < 0) detQ > 0 (AC > 0)Classi�
ation des 
ourbes selon le signe de detQ = a
� b211



Cours MPSI-2010/2011 Les 
oniques http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 12. Dans le 
as o�u detQ 6= 0, il est possible de d�eterminer la nature et l'ex
entri
it�e de � sans avoir besoinde 
al
uler l'angle '. Le 
al
ul de 
et angle est 
ependant n�e
essaire lorsqu'on demande de tra
er � et/ou ses �el�ements
ara
t�eristiques.

Fig. 5 { Pro
�edure d'�etude d'une 
ourbe de degr�e 23.2 ExemplesExemple 9. Donner la nature et si possible l'ex
entri
it�e des 
ourbes d�e�nies par les �equations suivantes :1. xy = 42. 2x2 + 3xy + y2 � 4x� 5y = 03. x2 � 2xy + y2 � 3x� 3y + 5 = 0Exer
i
e : 14Tra
er la 
ourbe d'�equation 
art�esienne suivante apr�es avoir d�eterminer sa nature et ses �el�ements 
ara
t�eristiques.x2 � 2xy + y2 � 2(1 +p2)x+ 2(1�p2)y + 1 + 2p2 = 0Exer
i
e : 151. D�eterminer une �equation 
art�esienne de la 
onique C de foyer F de 
oordonn�ees (2; 1), de dire
tri
e (D) d'�equationx = 5 et d'ex
entri
it�e e = 23.2. Pr�e
iser son 
entre et en donner une �equation r�eduite.3. D�eterminer les sommets, le se
ond foyer et la se
onde dire
tri
e de C.12


