Les structures algébriques

MPSI-1 Prytanée National Militaire

Pascal Delahaye - D’apres le cours d’Alain Soyeur

16 décembre 2010

Dans ce cours, nous présentons les structures d’ensembles habituellement utilisées en mathématiques.

/N 1 va vous falloir étre trés prudent : dans ce chapitre, les choses ne semblent pas toujours étre ce qu’elles sont.
La loi 7 +” ne sera pas forcément ’addition et la loi ” X ” ne sera pas toujours la multiplication des nombres. Ces
lois ne vérifieront donc pas nécessairement les propriétés usuelles de I’addition et de la multiplication (commutativité,
associativité ...).

1 Loi de composition interne

(1~ - . .. . )
DEFINITION 1 : Loi de composition interne
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E':
¢ : ExXxE — E
(a,b) = ¢(a,b)
Pour simplifier les notations, on pourra par exemple noter: ¢(a, b) = axb
\L’ensemble E muni de la lci * est noté (E,x): on dit alors que c’est un magma. )

Remarque 1.
1. Soient a et b deux éléments de E.
Il n’y a aucune raison pour que ¢(a, b) = ¢(b, a), c’est a dire que a xb = bxa.
d(d(a, b), ¢) = (axb)*c
gb(a, o (b, c)) =ax(bxc)

Il n’y a a priori aucune raison pour (axb) xc=ax (bxc).

2. On peut itérer une Ici: si (a, b, ¢) € E3. On notera: {

NN/, La lci sera souvent notée P77 X7 ou ..
Mais attention : ces notations n’auront souvent rien a voir avec ’addition et la multiplication dans R.
On réservera en général la notation ”+” lorsque la lci sera commutative.

Exemple 1.
1. Sur N, la multiplication et ’addition des entiers sont des Ici.
2. Sur E = F(G,G) (ou G est un ensemble), la composition des applications est une lci.
3. Sur P(G) (ou1 G est un ensemble), 'union et l'intersection sont des lci.
4. Sur RY, la multiplication et 'addition sont, des lci.
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( 2 . s » . .
DEFINITION 2 : Propriétés possibles d’une lci
Soit * une Ici sur un ensemble F.

. commutative ssi V(a, b) € E?, axb=bx*a
On dit que * est: o )
associative ssi V(a,b,c)€E? ax(bxc)=(axb)xc

(. J

(DéFINITION 3 @ Elément Neutre
Un élément e € E est dit neutre ssi|V:r €EFE, exrx=zxxe==x

AN

1. Sila loi est noté ”+” alors I’élément neutre de E sera noté O (ou 0 s’il n’y a pas d’ambiguité).

2. Si la loi est noté ”x” alors I’élément neutre de E sera noté 1 (ou 1 8’il n’y a pas d’ambiguité).

Pour mq x est commutative : Pour mq % est associative: Pour mq e € F est neutre:
1. Soit (z, y) € E? 1. Soit (z, y, z) € E3 1. Soit x € E
2. Mq:zxy=y*x ... 2. Mq: xx(yxz) = (x*xy)*z ... 2. Mq:exz=zetzxe==zx...
3. Donc % est commutative 3. Donc * est associative 3. Donc e est neutre.

Remarque 2.
1. Pour deviner la forme de 1’élément neutre, on pourra procéder a une analyse.
2. Si la loi est commutative, il suffit de prouver que Vx € G,  x e = x pour prouver que e est élément neutre.

Exemple 2.
1. (N, +): + est une lci commutative et associative, 0 est 'unique élément neutre
2. (N, x): x est une lci commutative et associative, 1 est I'unique élément neutre
3. (F(RR), o): o est une lci associative mais pas commutative, 1’application idg est un élément neutre
4. (P(G), U): U est une lci commutative, associative, la partie () est neutre pour cette loi.

. [ercice : ] I
() Sur Z, étudier les propriétés de la loi x définie par "pxq=p+ q + pq".

( 7 . . . . 7 . . .
DEFINITION 4 : Si une lci est associative, on peut définir les notations suivantes:

n
1) Lorsque la loi est notée additivement, on définit Z T, =21+ -+x,

i=1
n

2) Lorsque la loi est notée multiplicativement, on définit H T; =T X X Tp
i=1

THEOREME 1 : Unicité de 1’é1ément neutre
Si (E, %) possede un élément neutre, il est unique.

| Preuve 1 :  On considere e et ¢/ deux éléments neutres et on montre facilement qu’ils sont identiques.

DEFINITION 5 : Monoide
Un ensemble (E,*) muni d’une lci associative et admettant un élément neutre est appelé un monoide.

Exemple 3. (N,+) est un monoide d’élément neutre 0.

Exemple 4. On considere un ensemble fini A appelé alphabet, et on définit un mot sur A comme étant une suite finie
de lettres de A. On notera m = ay . ..a, un tel mot. On définit également le mot vide €. Sur 'ensemble A* des mots de
A, on définit une lci appelée la concaténation de deux mots de la facon suivante: sim; =aq ...a, et sims =by...bp,
on note my.my = aj ...ayby ...b,. Alors ’ensemble des mots muni de la concaténation, (A*,.) admet pour élément
neutre le mot vide €. La Ici étant associative, cet ensemble muni de cette lci est un monoide tres utilisé en informatique
théorique et en théorie des langages.

Exemple 5. Les ensembles suivants admettent-ils un élement neutre?
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1. (P(E),N) 2. (P(E),U) 3. RY,+) 4. (RY, x) 5. (R®, o) 6. (R®, x) 7. (B®, +)

DEFINITION 6 : Symétrique
On suppose que (E, x) possede un élément neutre e. Soit un élément = € E.

On dit qu’un élément y € E est un symétrique de 'élément = ssi: xxy =yxz =€
Dans ce cas, on dit aussi que x est symétrisable.

Remarque 3. Impossible de s’intéresser aux symétriques des éléments de (E, %) si I'on n’a pas prouvé auparavant
Iexistence d’un élément neutre.

Exemple 6.
1. Dans (Z, +) tous les éléments admettent un symétrique, en revanche, dans (N, +) seul 0 admet un symétrique.
2. Dans (Q,
3. Dans (Z,

), (R, x) et (C, x) tous les éléments non nuls admettent un symétrique.

X X

) seuls 1 et -1 admettent un symétrique.

Exemple 7. Déterminer les éléments des ensembles suivants admettant un symétrique.

1. (P(E),Nn) 2. (P(E),uU) 3. (RY, +) 4. (RY, x) 5. (R®) o) 6. (R®, x) 7. (R, +)

N [cercice @ 2 I
(%) Chercher les éléments de (7, ) admettant un symétrique. (olt "pxq =p + q + pq")

Remarque 4. Dans un ensemble E munis d’une Ici x, on dit que a € E est:
1. régulier a droite lorsque V(z,y) € EX E, v xa=y*a = x = y.
2. régulier a gauche lorsque V(z,y) € EX E, axx =a*xy =z =y.
3. régulier s’il est régulier a droite et régulier & gauche.

Dans un monoide, tout élément admettant un symétrique est régulier!

THEOREME 2 : Unicité du symétrique
Dans un monoide (E, %), si un élément x € E possede un symétrique, ce symétrique est unique.

Preuve 2 : Treés facile! On suppose qu’il y en a deux ...

Remarque 5.
1. Si la loi est notée "+ alors le symétrique de x (alors appelé ’opposé) est noté —x

” N

2. Si la loi est notée ”.” ou 7 x” ou "+ alors le symétrique de x (alors appelé I’inverse) est noté z !

Pour déterminer si un élément z admet un symétrique:
1. On commence par une analyse pour déterminer la forme de ce symétrique y
2. Pour prouver alors que y € F est le symétrique de =z € E':
(a) Montrons que: zxy =e€ ...
(b) Montrons que: yxxz =e ...

(c) Doncy =z 1.

Remarque 6.
1. Si la loi est commutative, on peut se contenter de démontrer que x xy = e
2. Lorsqu’on sait que x € (E, *) admet un symétrique alors z xy = e suffit & prouver que y est le symétrique de a.
3. Si un élément z € E possede un symétrique y € E, alors ’élément y possede également un symétrique qui est
I’élément z.

En d’autres termes, nous avons: (z=1)~!

=zou—(—z)=u

Remarque 7. L’élément neutre est toujours son propre symétrique: e™' = e.

. [rercice 3 I
. 212 . . * T =
Dans un monoide (E, %), on suppose que pour un élément z, il existe y, y' € E tels que { Z*z' _ee .

Prouver que x est inversible.
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2 Structure de groupe

2.1 Définition d’un groupe

(DEFINITION 7 - Groupe
Soient un ensemble G et x une loi sur G. On dit que (G, ) est un groupe si:

1. la loi x est une lci 3. G possede un élément neutre pour cette loi
2. la loi x est associative 4. Tout élément = de G admet un symétrique dans G

\Si de plus la loi * est commutative, on dit que le groupe est abélien (ou commutatif).

Remarque 8.
1. Un groupe est donc un monoide dont tous les éléments sont symétrisables.
2. Soit E un ensemble non vide. Le groupe (B(E, E), o) montre qu’un groupe n’est pas forcément abélien.

Exemple 8. IMPORTANT: Les groupes de référence (E est ici un ensemble quelconque non vide) :
(Z,4), (Q+), (@,x), (R+), (R*,x), (C+), (C*,x), (B(E,E),0), (F(ER),+), (R, +).

. Frercice /4 I
(%) Soit E un ensemble non vide et A désigne la différence symétrique de deux ensembles: AAB = (AU B)\(ANB).
Démontrer que (P(E), A) est un groupe commutatif.

(THEOREME 3 : Reégles de calcul dans un groupe h
Soit (G,x) un groupe.

1. L’élément neutre est unique

2. Tout élément possede un unique symétrique

3. Vz € G, on a: (x’l)f1 = z (notation multiplicative) ou —(—z) = = (notation additive)

4. On peut simplifier: V(a, z,y) € G*: {a*x —oxy =r= Y

Txa=yxa =rT=y

5. Soit (a, b) € G?. L’équation a x z = b posséde une unique solution: z = a~! x b

L 6 V(z,y) €G?, (zxy) =y lxz™! ou —(z+y)=(-y)+ (-2 )

| Preuve 3 : La plupart des propriétés précédentes ont été démontrées.

NN, La loi * n'étant pas nécessairement commutative, on ne peut simplifier par a I’égalité: a x x = y x a.

Remarque 9. Notations et propriétés:

Avec la notation Multiplicative Avec la notation Additive
Notations Notations
Vn e N, a" =a.a..... a et a®=eg YVneN' . na=a+a+---+a et 0a=eqg
Vn € N*, a=" = (a”) ! Vn € N*, (—n)a = —(na)
Propriétés Propriétés
(ab)t=btat —(a+0b) = (=b) + (—a)
VneZ* a*=(a ") t=(at)™ Vn € Z*, na= —(—na) = (-n).(—a)
Y(n, m) € Z*?, avecn+m #0, a"™ = (a").(a™) Y(n, m) € Z*?, avecn+m #0, (n+m)a=na+ma
Y(n, m) € Z**, (a™)™ = a™™ Y(n, m) € Z*?, m(na) = (mn)a
NN, Les propriétés { fza(;)—l— 5 i ﬁba +np D€ sont valables que si la loi est commutative !

. Frercice 5 I
(%) Déterminer la structure des groupes & 3 éléments.
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2.2 Sous-groupes

DEFINITION 8 : Soit (G, *) un groupe.
Les sous-groupes de G sont les sous-ensembles H de G tels que (H, x) sont des groupes.

Exemple 9.
1. Si (G, *) est un groupe, alors ({eg}, *) et (G, x) sont 2 sous-groupes de (G, x).
2. (CO(R, R), +) est un sous groupe de (f(R, R), +)

(PROPOSITION 4 : Caractérisation des Sous-groupes
Soit (G, %) un groupe. (H, *) est un sous-groupe de G ssi:
1. H est une partie de G
2. Elément Neutre: eq € H
3. Stabilités:
(a) H est stable par la lci: V(z, y) € H?, xxy € H.

L (b) H est stable par symétrisation: Vo € H, ! € H. (ou —z € H avec la notation additive) )

Preuve 4 : Pas de difficulté, sauf peut-étre pour prouver que eq € H.
H étant un sous-groupe, alors il admet un élément neutre noté eg. Prouvons que ey = eq.

e ke =e _ .

On a: HxoH " donc eqg xeg = eg *eqg et en composant par e ! on obtient ey = eq.

_ H
€EH * €@ = €H

Remarque 10.
1. L’avantage de cette caractérisation est qu’elle nous dispense de vérifier I’associativité de la loi .
2. Si e, n’appartient pas & H alors H ne peut pas étre un sous-groupe de G.
Ainsi (2Z + 1, +) n’est pas un sous-groupe de (Z, +).

Ainsi, pour montrer que H est un sous-groupe du groupe (G,x), on procede en 4 étapes:
1. On vérifie que: H C G
2. On vérifie que: eq € H
3. Stabilité par %: Soit (x, y) € H?, on vérifie que z xy € H
4. Stabilité par symétrisation: Soit € H, on vérifie que z~' € H

Exemple 10. Prouver que (U, x) est un sous-groupe de (C*, x) ot U= {z € C| |z| = 1}.

N fercice © O I
(#%) Montrer que les sous-groupes de (Z, +) sont les (nZ, +) ou n € Z.

. [rercice : 7 I

(*) Soit un ensemble E non-vide et un élément a € E. On note G = {f € B(E, E), tq f(a) = a}
C’est 'ensemble des bijections de G laissant invariant 1’élément a.

Montrer que (G, o) est un groupe.

. [rercice 8 I

() Soit (G, .) un groupe. On note C ={z € G |Vg € G, g.x = z.g9}

C’est, I’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G.
Montrer que (C, .) est un sous-groupe de G (appelé centre du groupe G).

2.3 Génération de nouveaux groupes

THEOREME 5 : Groupe produit
On considere deux groupes (G,.) et (H,%) et sur ’ensemble G x H, on définit la loi A par:

Pour tout ((z, ¥), (z',y')) € (G x H)?, on définit (z, y)A(z', y') = (z.2', yxy')

Alors (G x H, A) est un groupe appelé groupe produit.

| Prewve 5 :  On montre que (G x H,A) vérifie bien les 4 points qui définissent la structure de groupe.

Exemple 11. Démontrer que: A est commutative <= . et * sont commutatives
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Exemple 12. (R?,+) est un groupe olt 7+ est définie par: ¥((a, b),(a’, b)) € (R?)?, (a, b) + (a/, V') = (a +a', b+ V')

THEOREME 6 : L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe
Si Hy et Hs sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors H; N Hs est un sous-groupe de G

Preuve 6 : Facile!

Remarque 11. Ce théoreme se généralise a une famille de sous-groupes de G.

Exemple 13. Déterminer (27 N 3Z, +).

AN 1 U Hy n’est pas un sous-groupe de G en général. Trouver un contre-exemple!!

. Frercice 9 I
(%) Solent H; et Hs deux sous-groupes d’un groupe (G,.).
Montrer que: H; U Hs est un sous-groupe de G <= H; C Hy ou Hy C H;

N [ercice © 10 I
() Soient F et F» deux sous-groupes de G, un groupe commutatif.

1. Démontrer que F; + Fy = {x1 + 22 | (21, ¥2) € F1 x F>} est un sous-groupe de G.
2. Plus généralement, prouver que la somme de n (n > 2) sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

2.4 Morphisme de groupes

DEFINITION 9 : Morphisme de groupes
Soient deux groupes (G, ) et (G2, ).
Une application f : Gy — G2 est un morphisme de groupes si et seulement si:

Vo, y) €GY, | flaxy) = f(x) e f(y)

Remarque 12. Un morphisme d’un groupe G vers lui-méme est appelé un endomorphisme de groupes.

Pour montrer que f: Gy — G2 est un morphisme de groupes:
1. On vérifie que (G, *) et (G2, @) sont bien des groupes.
2. On vérifie que pour tout (z, y) € G7, on a bien f(zxy) = f(x) e f(y).

Exemple 14. Soit (G, .) un groupe et a € G. Prouver que f : (Z,+) — (G, .) est un morphisme de groupes.
n — a”

Exemple 15. Soit 7 ’ensemble des translations du plan P. On note ¢, est la translation de vecteur 7, d’affixe a € C.

Prouver que f : (C, +) — (7T, 0) est un morphisme de groupes.
a — ta

PRroOPOSITION 7 : Composition
La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

| Preuve 7 : 1l suffit de bien poser le probleme et la démonstration ne présente aucune difficulté.

(PROPOSITION 8 : Propriétés d’un morphisme de groupes
Soit { e1 I’élément neutre d'un groupe (G, .)

s Pl fmnmts e i grome (G, &) et f : Gy — G5 un morphisme de groupes. Alors:

1. f(e1) = es. 2. Vz € Gy, f(=7!) =[f@)]"". 5 { :x 2 gl , f(z™) = f(z)™.

- J

Preuve 8 : 1l suffit de bien poser le probleme et les démonstrations ne présentent aucune difficulté. |

Remarque 13. Traduisez les deux derniéres propriétés précédentes lorsque les Ici sont notées sous forme additive.
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THEOREME 9 : Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme
Soit f : Gy — G2 un morphisme de groupes.

1. Si Hy est un sous-groupe de G, alors f(H;) est un sous-groupe de Gs.

2. Si H, est un sous-groupe de G, alors f~1(Hy) est un sous-groupe de G.

| Preuve 9 : La encore, il suffit de bien poser le probleme et les démonstrations ne présentent aucune difficulté.

- . . N
DEFINITION 10 : Noyau, image d’un morphisme

On considére un morphisme de groupes f : G — Gb.
On note e; ’élément neutre du groupe G et es ’élément neutre du groupe Gs.
On définit :
1) le noyau du morphisme f par: |ker(f) ={z € Gy | f(z) =ex} = f ' ({e2})

1l s’agit de ’ensemble des antécédents de es par f

2) D’image du morphisme f par: |Im(f) = f(Gh) ={f(z) |z € G1}
N\ J

Remarque 14. D’apres le théoréeme précédent, ker f est un sous-groupe de Gy et Im f est un sous-groupe de Ga.

Exemple 16. Déterminer le noyau et I'image du morphisme de groupes suivant :

2im

f: (Z+) — (C,x) ou w=er etneN fixé
p — wP
(THEOREME 10 :  Caractérisation des morphismes injectifs, surjectifs )

Soit un morphisme de groupes f : G; — Gs.
On note e; I’élément neutre du groupe G et ey 1’élément neutre du groupe Gs.
On a les propriétés suivantes :

1. f injective <= ker f = {e1}. 2. f surjective <= Im f = Gs.

Preuve 10 :
1. Pour I'injectivité, on utilise le critére usuel: f injective <= (f(z) = f(2') = z =2').

2. La surjectivité est immédiate.

Pour montrer qu’'un morphisme f : (Gq,x) = (G2,8) est injectif:
1. Soit z € G tel que f(x) = e5. Prouvons que: z =e; ...
2. Donc ker f = {e1}, et puisque f est un morphisme de groupes, f est injectif.

(DiérNiTION 11 - Isomorphisme
On dit qu’une application f : Gy — G4 est un isomorphisme de groupes si et seulement, si

1. lapplication f est un morphisme de groupes.

2. Dapplication f est bijective.

Remarque 15. Un isomorphisme d’un groupe G vers lui-méme est appelé un automorphisme.

N [ercice © 11 I
(%)
1. Soit f un isomorphisme de groupes.
Démontrer que sa bijection réciproque f~! : Gs +— G est aussi un isomorphisme.

2. Soit f : (R4+) — (RT*,x)
T — e’
Vérifier que ’application f est un isomorphisme de groupes. Quel est son isomorphisme réciproque?

. [rercice : 12 I
(%) Trouver tous les endomorphismes du groupe (Z, +). En déduire les automorphismes de (Z, +).
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3 Structure d’anneau

(1~ )
DEFINITION 12 : anneau
Soit A un ensemble muni de deux lci notées + et x. On dit que (A, +, X) est un anneau ssi:
1. (A, +) est un groupe commutatif
2. la loi x est associative
3. la loi x est distributive par rapport a la loi +:
V(z,y,2) €A%, zx(y+z2)=zxy+zxz
(z+y)xz=xxz+yxz
4. 1l existe un élément neutre pour x, noté 14 (ou 1 s’il n’y a pas d’ambiguité) )

Remarque 16. Si en plus la loi x est commutative, on dit que (A4, +, X) est un anneau commutatif.

Remarque 17.
1. Dans un anneau (A, 4+, x), on note —z le symétrique de x pour la loi + et 0 I’élément neutre de la loi +.
2. Par convention, on conviendra que pour tout z € A, z° = 14.  (en particulier, on convient que O% = 14)

3. /\ Un élément = € A n’a pas forcément de symétrique pour la loi X, il ne faudra donc pas utiliser abusivement

la notation z~!.

Exemple 17.
1. (Z,+, x), (Q, +, x), (R, +, x), (C, +, x), (P(E), A, N) et (F(R, R), +, x) sont des anneaux commutatifs.
2. (R, 4+, x), (C', +, x) sont des anneaux commutatifs (I étant un intervalle de R)
3. (RN, 4+, x), (CY, +, x) sont des anneaux commutatifs.
4. (R[X], 4+, x), (C[X], +, x) sont des anneaux commutatifs.
(TuEOREME 11 Reégles de calcul dans un anneau h
On considere un anneau (A4, +, x). On a les régles de calcul suivantes :
1) Vae A ax0=0xa=0
2) VYae A (-1)xa=-a
3) V(a, b) € A? (—a) x b= —(a x b) =a x (=b)
4) Y(a, b) € A? (—a) x (=b)=axb
5) Si x est inversible, (-x) ’est aussi et : (—z)1=—-z71
6) Six ety sont inversibles, * X y l'est aussiet: (zxy) =y txz !
n n
7) On a la propriété de distributivité suivante : a. Z T = Z a.x
L k=1 k=1 )

| Preuve 11 : Petites démonstrations intéressantes qui demandent parfois un peu d’astuce. |

Exemple 18. Que pouvez-vous dire d’'un anneau dont I’élément neutre pour I’addition est le méme que celui pour la
multiplication?

Remarque 18. Si (A, 4+, X) est un anneau, (A, x) n’est pas un groupe. (car 04 n’admet pas d’inverse)

. Frercice 15 I

Groupe des unités d’un anneau

(%) Soit un anneau (4, +, x).

On note A* ’ensemble des éléments inversibles pour laloi x: A* ={a€ A|Jd' € Atqaxd =d xa=14}
Démontrer que ’ensemble (A*, x) a une structure de groupe: c’est le groupe des unités de ’anneau A.

Exemple 19.
1. Dans l'anneau (Z,+ ,x), le groupe des unités est ({1, — 1},x).
2. Dans ’anneau (}' (I,R), + ,x), le groupe des unités est constitué des fonctions qui ne s’annulent pas.

MNANAN. En général, dans un anneau : |a xb=04Aa=0o0ub= 0|
Lorsque a x b =0 avec a # 0 et b # 0, on dit que a et b sont des diviseurs de zéro.
Recherchez des divideurs de zéro dans les anneaux (F(R, R), +, x) et (P(E), A, N) ou E contient au moins 2 éléments.
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. Frercice 1/ I
(x*) Soit un anneau (A4, +, x) vérifiant: Vz € A, 22 ==

Montrer que I'anneau A est commutatif.

DEFINITION 13 : Anneau intégre
Soit un anneau (A, +, x). On dit que cet anneau est intégre si et seulement si:

1. A # {0}

2. la loi x est commutative
3.V(z,y)e A2, zxy=0=>x=00uy=0

Remarque 19. Un anneau intégre est un anneau qui n’admet pas de diviseurs de 0.

PROPOSITION 12 : Simplification dans un anneau intéegre
wr —a ou Ta=ya
Dans un anneau intégre, on a: Si (a, y, 2) € A®, avec -4 ou ar=ya , alorsz=y.

a#0

Preuve 12 : Pas de difficulté si I'on pense a utiliser la propriété distributivité de x sur +.

€

NN Cette propriété est généralement fausse dans un anneau quelconque. Donner des exemples !!

Remarque 20. En d’autres termes, dans un anneau integre, tout élément non nul est régulier.

DEFINITION 14 : Elément nilpotent

Soit un anneau (A4, +, x).

On dit qu’un élément a € A (a # 04) est nilpotent s’il existe un entier n € N* tel que a” = 04.
Le plus petit entier n vérifiant a™ = 04 s’appelle 'indice de nilpotence de ’élément a.

Remarque 21. Tl n’y a pas d’élément nilpotent dans un anneau integre!

Remarque 22. La notion de nilpotence n’a de sens que dans un anneau puisque sa définition fait intervenir 1’élément
neutre de la loi 747 et la loi ” x”.

Exemple 20. Chercher un élément nilpotent dans anneau (Z/4.Z, +, x).

THEOREME 13 : Formule du binéme de Newton
Soit (A, +, X), un anneau.

n
Alors pour tout n € N et pour tout couple (a, b) € A? tels que : (a+b)" = Z (Z) akpnk

| Preuwve 13 :  Vous pouvez tenter une démonstration par récurrence de cette formule ...

Remarque 23. Cette formule est toujours vraie si 'anneau est commutatif.

(THEOREME 14 : Formule de factorisation
Soit (A, +, X), un anneau.

Alors pour tout n € N* et pour tout couple (a, b) € A? tels que :

a —p = (a _ b)(an—l + an—2b I abn—Q + bn—l) _ (a _ b) Z an—l—kbk

- J

| Preuve 14 : 1 suffit de développer ...

Remarque 24. Cette formule est toujours vraie si 'anneau est commutatif.

THEOREME 15 : Calcul d’une progression géométrique
Soit un anneau (A4, 4+ ,x) et un élément a € A. On considére un entier n € N, n > 1.
On déduit de la formule de factorisation que :

1—a"=(1-a)(l+a+a+--+a"")
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Preuve 15 :

On applique la formule du théoreme précédent lorsque { a=14

b=a

Remarque 25. Les 3 formules précédentes sont bien entendu valables dans 7, Q, R et C munis de 'addition et la
multiplication usuelles.

Remarque 26. Sil’élément a est nilpotent d’indice n (a” = 0), alors I’élément (1 — a) est inversible pour la loi x et on
sait calculer son inverse:
(l-a)'=1+a+a®+ - +a""

[DerFNITION 15 : Sous-anneau
Soit A" un ensemble et (A, 4+ ,x) un anneau.
A'cA

On dit que A’ est un sous-anneau de 'anneau A  si et seulement si , .
(A, + ,x) est un anneau

L

(THEOREME 16 : Caractérisation des sous-anneaux
Soit A" un ensemble et (A, 4+ ,x) un anneau.
(A", 4+, x) est un sous-anneau de anneau A si et seulement si:
1. AAcA
2. Eléments Neutres: 04 et 14 sont des éléments de A’
3. Stabilités:
(a) A’ est stable par les lois + et x

L (b) A’ est stable par symétrisation pour +.

| Preuve 16 : Pas de difficulté particuliere.

Remarque 27. Pour montrer qu’un ensemble est un anneau, on préferera prouver que cet ensemble est un sous-anneau
d’un autre anneau.

Exemple 21.
1. (Z, +, x) est un sous-anneau de (Q, +, X) 3. (R, +, x) est un sous-anneau de (C, +, x)
2. (Q, 4+, x) est un sous-anneau de (R, +, X) 4. (Cy(R), +, x) est un sous-anneau de (R¥, +,x)

Remarque 28. On peut vérifier assez simplement que les sous-anneaux d’un anneau A sont les anneaux inclus dans A.

4 Structure de corps

DEFINITION 16 : Corps
On considere un ensemble K muni de deux lois de composition interne, notées + et X.
On dit que (K, +, x) est un corps si et seulement si:

1. (K, 4+, x) est un anneau commutatif non réduit a {Ox}.
2. Tout élément non-nul de K est inversible pour la loi x.

Exemple 22.
1. (Q +, %), (R, +, x), (C, +, x) sont des corps.
2. (Z, +, x) n’est pas un corps car 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles.

N [rercice © 15 I
rxy=z+y—1
Ay =z+y—xy

flz,y)=zxy
g(z, y) = zAy

(*) Montrer que ’ensemble (R, *x, A), muni des deux opérations suivantes, est un corps commutatif : {

Aide : vous pourrez traiter cet exercice en vous aidant de Maple et en introduisant les fonctions {

Remarque 29. Si (K, 4+ ,x) est un corps, alors (K*,x) est un groupe, ot K* = K\{0k }.

10
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PROPOSITION 17 : Un corps est un anneau integre
Dans un corps (K, +, x), si deux éléments (z, y) € K2 vérifient  x y = Ok, alors z = Ok ou y = Ok.
En particulier, on peut ”simplifier par un élément non nul” :

Y(a,z,y) EK® avec a#0x, ona axcr=axy=>c=y

Preuve 17 : Evident!

Remarque 30. Ainsi, il n’existe pas d’élément nilpotent dans un corps.

(THEOREME 18 : Calcul d’une somme géométrique dans un corps
Soit un élément k € K du corps (K, + ,X).
Alors la formule suivante permet de calculer une progression géométrique de raison k :

SE =14k+k 4+ +k" = _
pard (n+1).1x sik=1

{(1—k)l(1—kn+l) sik#1

\& En général, cette formule n’a pas de sens dans un anneau quelconque.

| Preuve 18 :  Conséquence d’une formule vue précédemment.

Remarque 31. Les 3 formules vues précédemment dans le cas d’un anneau sont bien entendue valables ici.

[DérNTION 17 - Sous-corps
Soit K' un ensemble et (K, + ,x) un corps.
K cK

i K - orps K si 1 i :
On dit que K' est un sous-corps du corps si et seulement si { (K', + ,x) est un corps

L

(THEOREME 19 : Caractérisation des sous-corps
Soit K' un ensemble et (K, + ,x) un corps.
(K, +, x) est un sous-corps du corps K si et seulement si:

1. K cK
2. Eléments Neutres: Ox et 1k sont des éléments de K"
3. Stabilités:
(a) K est stable par + et x
(b) K’ est stable par symétrisation pour les lois + et x.

-

| Preuve 19 :  Pas de difficulté.

Remarque 32. Pour montrer qu’'un ensemble est un corps, on préferera prouver que cet ensemble est un sous-corps
d’un autre corps.

11
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4.1 Corps des fractions d’un anneau  Complément hors-programme

Voici une méthode permettant de construire un corps a partir d’'un anneau.
Elle permet en particulier de construire le corps (Q, 4+ ,%) & partir de anneau (Z, + ,x).

1. On considére un anneau (A, + ,x).

2. Sur 'ensemble A x A*, on définit une relation par:

V((a, b), (a', V) € Ax A%, (a,b)R(d’, V)<= axb =d xb

On vérifie que la relation R est une relation d’équivalence sur lensemble A x A* (réflexive, symétrique et
transitive).

On note alors K I’ensemble des classes d’équivalences de cette relation. Un élément k£ € K est donc la classe d’un
couple (a, b) € A x A*, et on note cette classe

k:g

3. Sur 'ensemble K, on définit deux lois notées + et x de la facon suivante:
Soient k = Cl(a, b) et k' = Cl(a’, b') deux classes d’équivalences de représentants (a, b) et (a', 0').
On note alors:

a a axb+bxd

1) k+k =Cllaxb +bxa,bx?) : E+EZT
a  axa
2) kxk'=Cllaxa,bx?) : XY T ol

et on vérifie que ces classes sont indépendantes des représentants (a, b) € k et (a', b') € k' choisis.
4. On montre alors que (K, 4+ ,x) est un corps, appelé corps des fractions de ’anneau (A, + ,x).
5. Comme I'application suivante est injective, elle permet de ”plonger” I"anneau A dans le corps K:
p: A — K
a +~ Cla, 1)

a
En d’autres termes, on identifiera la fraction 1 a I’élément a de anneau A.

Remarque 33. Cette construction est aussi utilisée pour définir le corps des fractions rationnelles & partir de I’anneau
des polynomes.
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