
Les Appliations|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur1er mars 2011Les notions d�evelopp�ees dans e hapitre sont d'une importane fondamentale. Si vous ne les maitrisez pas parfaitement,vous renontrerez des diÆult�es tout au long de l'ann�ee quelque soit le hapitre trait�e.1 Premi�eres d�e�nitionsD�efinition 1 : D�e�nition d'une appliationSoient E et F deux ensembles.Si �a tout �el�ement x de E, on fait orrespondre un unique �el�ement y de F , alors ette "orrespondane" estappel�ee une appliation. Une appliation est souvent not�ee f , g, ',  , u, v . . .Dans le as o�u ette appliation est appel�ee f :1. le orrespondant y de x 2 E est appel�e l'image de x par l'appliation f et est not�e f(x).2. les valeurs x de E a qui on assoie y 2 F sont appel�ees les ant�e�edents de y.3. E est appel�e l'ensemble de d�epart ou de d�e�nition de f .4. F est appel�e l'ensemble d'arriv�ee de f .On note alors : f : E �! Fx 7! f(x) ette appliation.

Repr�esentation ensembliste d'une appliationPour prouver que ' : A �! Bx 7! '(x) est une appliation, on v�eri�e que 8x 2 A, 9!y 2 B tel que y = '(x).Cela signi�e qu'il faut montrer que pour tout x 2 A:1. ' lui assoie un unique �el�ement y2. et �el�ement y est bien dans B 1



Exemple 1. Les "orrespondanes" suivantes sont des appliations :f : R �! R+�x 7! ex g : N� �! Rn 7! 1n h : N� � N� �! N(n; p) 7! n ^ p i : C �! Rz 7! Re(z)� Im(z)Exemple 2. Soit E = R� � R � R.Peut-on d�e�nir une appliation de E dans C 2 qui �a tout triplet (a; b; ) 2 E assoie le ouple de raines omplexes del'�equation : ax2 + bx+  = 0?Exerie : 1Soit f 2 F(R2 ; R2 ) d�e�nie par : f(x; y) = (x+ y; xy).Soit (a; b) 2 R2 , d�eterminez une CNS sur a et b pour que (a; b) admette un ant�e�edent par f.Dans e as, ombien y en a-t-il?Remarque 1. Soit f une appliation de E dans F� Si f n'est pas d�e�nie sur E tout entier, on parlera de "fontion de E dans F".� Un �el�ement y 2 F peut admettre : 0 ant�e�edent, 1 ant�e�edent ou plusieurs ant�e�edents (Trouver des exemples !!)� On notera F(E;F ) l'ensemble des appliations de E dans F . (On utilise parfois la notation FE).D�efinition 2 : �Egalit�e de deux appliationsSoient � f : E 7! Ff 0 : E0 7! F 0 deux appliations.On dit qu'elles sont �egales et l'on note f = f 0 lorsque : 8><>: elles ont même ensemble de d�epart (E = E0)elles ont même ensemble d'arriv�ee (F = F 0)8x 2 E; f(x) = f 0(x)Pour montrer que f = g :On v�eri�e l'�egalit�e des ensembles de d�epart et d'arriv�ee et on montre que : 8x 2 E on a f(x) = g(x)D�efinition 3 : Identit�eSoit E un ensemble. On appelle identit�e de E l'appliation : idE : E �! Ex 7! xD�efinition 4 : Restrition et prolongement d'une appliationSoit f : E 7! F une appliation et � E0 � EE � E00 .� On d�e�nit la restrition de l'appliation f au sous-ensemble E0 l'appliation : fjE0 : E0 �! Fx 7! f(x)� Une appliation ef : E00 7! F est un prolongement de l'appliation f : E 7! F si et seulement si efjE = f .Remarque 2. Il y a uniit�e de la restrition �a E0, mais il n'y a pas uniit�e d'un prolongement �a E00.Exemple 3. Prolonger par ontinuit�e en 0, la fontion f d�e�nie sur R� par : f(x) = sinxx .D�efinition 5 : Compos�ee d'appliationsSoit deux appliations f : E 7! F et g : F 7! G.On d�e�nit l'appliation ompos�ee de E dans G not�ee g Æ f par la relation : 8x 2 E; g Æ f(x) = g�f(x)�Ex f�! Ff(x) g�! GgÆf(x)Remarque 3. Pour deux appliations f et g telles que � f : E 7! Fg : G 7! H , g Æ f n'a un sens que si : f(E) � GTh�eor�eme 1 : "Assoiativit�e" de la loi de omposition1. Pour trois appliations telles que E f�! F g�! G h�! H on a h Æ (g Æ f) = (h Æ g) Æ f .2. Si f : E 7! F on a f Æ idE = f et idF Æf = f 2



Preuve 1 : Pour tout x 2 E, il suÆt de aluler h Æ (g Æ f)(x) et (h Æ g) Æ f(x).Remarque 4. Attention, la loi de omposition n'est pas ommutative !! fog 6= gof . Trouvez un ontre-exemple !!2 Injetion, surjetion, bijetionD�efinition 6 : Appliations injetives, surjetives, bijetivesSoit f : E 7! F une appliation.On dit que : f est injetive ssi 8(x; x0) 2 E2, x 6= x0 ) f(x) 6= f(x0)f est surjetive ssi 8y 2 F , 9x 2 E tel que y = f(x)f est bijetive ssi f est injetive et surjetivessi 8y 2 F , 9!x 2 E tel que y = f(x)Remarque 5.1. Dire que f : E ! F est injetive revient �a dire (par ontrapos�ee) que 8(x; x0) 2 E2; f(x) = f(x0)) x = x0Cela signi�e que tout �el�ement de F poss�ede au plus un ant�e�edent dans E.2. Dire que f : E ! F est surjetive revient �a dire que tout �el�ement de F poss�ede au moins un ant�e�edent dans E.3. Dire que f : E ! F est bijetive revient �a dire que tout �el�ement de F poss�ede un et un seul ant�e�edent dans E.4. Ne pas onfondre les d�e�nitions de appliation et de appliation bijetive !
Injetion Surjetion Bijetion1. Pour montrer que f est injetive :Le raisonnement ommene ainsi.Soit x 2 E et x0 2 E. Supposons que f(x) = f(x0) et montrons alors que x = x0.2. Pour montrer que f n'est pas injetive :On reherhe 2 �el�ements x et x0 de E distints tels que f(x) = f(x0)Pour montrer que f est surjetive :1. M�ethode direte :Soit y 2 F , herhons x 2 E tel que y = f(x). En r�esolvant ette �equation, on d�etermine un x qui onvient.2. Parfois, la r�esolution par �equivalenes est impossible. Dans e as, on peut pro�eder par Analyse/synth�ese.L'analyse nous donne des ant�e�edents possibles de y. Il suÆt alors de v�eri�er que parmi es valeurs, il yen a une qui v�eri�e bien y = f(x)Pour montrer que f : E ! F est bijetive :1. M�ethode 1 : On montre que f est �a la fois injetive et surjetive2. M�ethode 2 : On montre diretement la proposition : 8y 2 F; 9!x 2 E j y = f(x).Exemple 4. Les appliations de R 7! R suivantes sont-elles injetives, surjetives?
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1. x! x2 2. x! x3 3. x! sinxQue dire de l'appliation f : R 7! C telle que : f(x) = eix?Exerie : 2Soit f : R2 �! R2(x; y) 7! (x+ y; x+ 2y) . Est-elle injetive? Surjetive?Th�eor�eme 2 : Propri�et�es des ompos�eesSoient f : E 7! F et g : G 7! H deux appliations telles que f(E) � G.1. � fg sont injetives ) g Æ f est injetive2. � fg sont surjetives ) g Æ f est surjetive 3. g Æ f est injetive ) f est injetive4. g Æ f est surjetive ) g est surjetive5. La restrition d'une injetion est injetivePreuve 2 : On utilise les m�ethodes pr�esent�ees pr�e�edemment.Remarque 6. En partiulier, la ompos�ee de deux bijetions est une bijetion.Th�eor�eme 3 : Bijetion r�eiproqueSoit f : E 7! F une appliation.f bijetive () 9g 2 F (F;E) tq (f Æ g = idFg Æ f = idELorsque f est bijetive, La fontion r�eiproque g ainsi d�e�nie est unique : on la note f�1.On l'appelle la bijetion r�eiproque de l'appliation f .On �erira : E f! f�1 F et l'on a : y = f(x)() x = f�1(y)Preuve 3 :) On d�e�nit la fontion g qui �a tout y 2 F assoie l'unique ant�e�edent x par f .On v�eri�e alors que ette fontion g onvient.( On utilise les propri�et�es d'injetivit�e et de surjetivit�e des ompos�ees.L'uniit�e se d�emontre par la m�ethode usuelle : supposons que g et g0 onviennent . . .Remarque 7. N'introduire l'appliation f�1 que lorsqu'elle existe, 'est �a dire uniquement apr�es avoir prouv�e que l'appli-ation f �etait bijetive !

BijetionExerie : 31. On appelle "involution de E" une appliation de E dans E qui v�eri�e : f Æ f = idED�emontrer que f est bijetive.Exemples : f : R� �! R�x 7! 1x et f : C �! Cz 7! �z4



2. Soit E un ensemble et f : E 7! E une appliation v�eri�ant f Æ f = f .Montrer que :(a) f injetive ) f = idE (b) f surjetive ) f = idEPour trouvez la bijetion r�eiproque d'une appliation f : E ! F :{ Cas 1 : On peut reherher intuitivement g la r�eiproque de f.Puis, on prouve que l'appliation g introduite v�eri�e : f Æ g = idF et que g Æ f = idE{ Cas 2 : Si l'on dispose d'une expression expliite de f(x), on peut pro�eder par �equivalenes :Soient x 2 E et y 2 F : y = f(x)() : : :() x = f�1(y)Exerie : 4Soit f : C nf�ig ! C d�e�nie par f(z) = iz + 1iz � 1 .Prouver que f est une bijetion de C nf�ig dans un ensemble que l'on d�eterminera et d�eterminer sa bijetion r�eiproque.Th�eor�eme 4 : bijetion r�eiproque d'une ompos�eeSi f : E ! F et g : G! H (ave f(E) � G) sont deux bijetions, alors l'appliation g Æ f est bijetive et(g Æ f)�1 = f�1 Æ g�1Preuve 4 : La v�eri�ation est imm�ediate.Exerie : 5Soient deux appliations f : E 7! F et g : F 7! E.On suppose que l'appliation g Æ f Æ g Æ f est surjetive et que l'appliation f Æ g Æ f Æ g est injetive.Montrer qu'alors les deux appliations f et g sont bijetives.3 Image direte et r�eiproque d'un ensembleD�efinition 7 : Image direte d'un ensembleSoit une appliation f : E 7! F et A � E.On appelle image direte de A par f , la partie de F not�ee : f(A) = ff(x) j x 2 Ag

Image Direte d'un ensembleRemarque 8.1. Nous avons don l'�equivalene suivante : y 2 f(A)() 9x 2 A; y = f(x)2. Ainsi nous avons en partiulier pour toute appliation f : f(;) = ;Pour prouver que y 2 f(A) on montrera que 9x 2 A tel que y = f(x).Pour ela, on reherhe un x tel que y = f(x) et on v�eri�e que et x appartient �a A.5



Remarque 9. Une appliation f : E 7! F est surjetive ssi f(E) = F .D�efinition 8 : Partie stableSoit une appliation f : E 7! E, et une partie A � E.On dit que la partie A est stable par l'appliation f lorsque f(A) � A.Cela est �equivalent �a dire que : A est stable par f () 8x 2 A; f(x) 2 AExemple 5. Soit l'appliation de R dans R d�e�nie par f(x) = 1� x2.Montrer que l'intervalle I = [0 ; 1℄ est un intervalle stable par f.D�efinition 9 : Image r�eiproque d'un ensembleSoit une appliation f : E 7! F et B � F .On appelle image r�eiproque de B par f , la partie de E not�ee : f�1(B) = fx 2 E j f(x) 2 Bg

Image R�eiproque d'un ensembleRemarque 10.1. Nous avons don l'�equivalene suivante : x 2 f�1(B)() f(x) 2 B2. Ainsi nous avons en partiulier pour toute appliation f : f�1(;) = ;Pour prouver que x 2 f�1(B) on montrera simplement que f(x) 2 B.Remarque 11. la notation f�1(B) a un sens même si f n'est pas bijetive !!f�1(B) est juste une notation qui d�esigne un sous-ensemble de l'ensemble de d�epart de f , elle ne pr�esuppose auunementde l'existene de l'appliation f�1. Quelle di��erene faites-vous entre f�1(f0g) et f�1(0)?Exerie : 6Soit f : R �! Rx 7! sinx .Apr�es avoir v�eri��e que les notations sont orretes, d�eterminer les ensembles suivants :1. f�1(0)2. f�1(f0g) 3. f�1(f5g)4. f�1(f1=3g) 5. f�1([0;+1[)6. f([0;�℄) 7. f(f0g)8. f(R)Exerie : 7D�eterminer f(Æ) o�u Æ = f(x; y) 2 R2 tel que y = xg et f : R2 �! R2(x;y) 7! (x+ y; xy) .
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