
Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3|MPSI - 1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye8 mai 20111 Partition du groupe orthogonala) Partition du groupe des matri
es orthogonales :Les d�e�nitions suivantes sont valables pour n 2 N� .D�efinition 1 : SOn(R) et O�n (R)Soit une matri
e orthogonale A 2 On(R).Alors det(A) = �1.On d�e�nit alors les sous-ensembles de On(R) suivants :SOn(R) = fA 2 On(R) j detA = +1g et O�n (R) = fA 2 On(R) j detA = �1gSOn(R) est appel�e le groupe sp�e
ial orthogonal.C'est en e�et, un sous-groupe du groupe orthogonal (On(R);�).Remarque 1. Les ensembles On(R), SOn(R) et O�n (R) sont parfois plus simplement not�es : O(n), SO(n) et O�(n).b) Partition du groupe des endomorphismes orthogonaux :D�efinition 2 : Isom�etries dire
tes et indire
tesSoit une isom�etrie u 2 O(E) d'un espa
e eu
lidien orient�e E.Alors det(u) = �1.1. On dit que u est une isom�etrie dire
te (ou rotation) de E lorsque det(u) = +12. On dit que u est une isom�etrie indire
te lorsque det(u) = �1.On note :1. SO(E) l'ensemble des isom�etries dire
tes2. O�(E) l'ensemble des isom�etries indire
tes de E.L'ensemble SO(E) est un sous-groupe du groupe orthogonal (O(E);Æ).Remarque 2. O(E), SO(E) et O�(E) sont parfois not�es O('), SO(') et O�(') o�u ' est le produit s
alaire de E.Remarque 3. Si " est une base orthonormale de E, et si� u 2 L(E) ave
U = Mat"(u) , alors : � u 2 O(E) () U 2 On(R)u 2 SO(E)() U 2 SOn(R)2 Etude du groupe orthogonal en dimension 2.On 
onsid�ere un espa
e eu
lidien orient�e E2 de dimension 2.Nous verrons au 
ours des �etudes men�ees, qu'il sera pr�ef�erable de se pla
er dans une base orthonorm�ee dire
te.
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Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/2.1 Les rotationsLes rotations de E2 sont les automorphismes orthogonaux de d�eterminant 1.On 
ommen
e par s'int�eresser �a la forme et aux propri�et�es des matri
es de SO2(R).Th�eor�eme 1 : Etude de SO2(R)1. Les matri
es de SO2(R) sont de la forme : R� = �
os � � sin �sin � 
os � � ; ave
 � 2 [0 ; 2�[)2. R� � R�0 = R�+�0 (SO2(R) est un sous-groupe 
ommutatif)3. R�1� = R��Preuve 1 :1. Soit A une matri
e quel
onque de M2(R).On exprime le fait qu'elle appartient �a SO2(R) si et seulement si � tA = A�1detA = 1 .2. Egalit�e fa
ile �a v�eri�er.3. Cons�equen
e imm�ediate de la propri�et�e pr�e
�edente.Remarque 4. L'appli
ation : � : (R;+) �! (SO2(R);�)� 7! R� est don
 un morphisme de groupes de noyau 2�Z.Th�eor�eme Fondamental 2 : Rotations ve
toriellesSoit E un espa
e eu
lidien de dimension 2 orient�e et u 2 SO(E) une isom�etrie dire
te.Alors il existe un unique � 2 [0;2�[ tel que pour toute bon dire
te " de E,Mat"(u) = �
os � � sin �sin � 
os � �On dit que u est la rotation ve
torielle d'angle � et on note u = r�.Preuve 2 :1. Nous savons que dans une bon, la matri
e d'une rotation est un �el�ement A� de SO2(R).2. Il s'agit de montrer que � est ind�ependant de la bon 
hoisie. La matri
e de passage P d'une bon dire
tevers une bon dire
te est aussi une matri
e de SO2(R) (
ar les deux bases ont la même orientation). On adon
 A�0 = P�1A�P = P�1PA� = A�. On en d�eduit alors que �0 = �.Dessin

Remarque 5.1. Nous venons pour la premi�ere fois, de d�e�nir dans le plan ve
toriel eu
lidien la notion d'angle.Un angle 
ara
t�erise une rotation ve
torielle donn�ee.2. La matri
e de passage d'une bon dire
te vers une bon dire
te est une matri
e de SO2(R)3. L'image d'une bon dire
te par une rotation est une bon dire
te.2



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/4. Si (i; j) est une bon dire
te de E, et si r est la rotation d'angle �, alors � r(i) = 
os �:i+ sin �:jr(j) = � sin �:i+ 
os �:j .Exemple 1. (�)1. D�eterminer la matri
e de r, la rotation d'angle �4 dans une bon dire
te puis dans la base (�10� ; �11�).2. Soit u 2 L(E) dont la matri
e dans une bon dire
te e est A = 15 � 4 3�3 4�.Prouver que u est une rotation et d�eterminer son angle.Th�eor�eme 3 : Formules donnant l'angle d'une rotationSoit E un espa
e eu
lidien et r 2 O2(E). Soit a 2 E non nul.Alors l'angle de la rotation r est donn�e par les formules suivantes :1. 
os � = ha;r(a)ikak2 2. sin � = [a;r(a)℄kak2Preuve 3 : Il suÆt d'e�e
tuer les 
al
uls en prenant a = xa:i+ ya:j ave
 (i; j) est une bon dire
te.Remarque 6.1. On utilisera les formules pr�e
�edentes lorsqu'on ne 
onnâ�t pas la matri
e de la rotation dans une bon.2. Les formules pr�e
�edentes s'�e
rivent 
os � = ha;r(a)i et sin � = [a;r(a)℄ dans le 
as o�u kak = 1.Th�eor�eme 4 : Angle de deux ve
teursSoit E un espa
e eu
lidien orient�e de dimension 2 et (a; b) 2 E2 deux ve
teurs non-nuls.On d�e�nit les ve
teurs : u = akak ; v = bkbk . Alors :Il existe une unique rotation r 2 SO2(R) telle que v = r(u)Si � est l'angle de la rotation � 2 [0;2�[, on note \(a; b) = � l'angle orient�e des ve
teurs (a; b).Preuve 4 : Soient e = (u; u0) et e0 = (v; v0) les bon dire
tes 
onstruites �a partir de u et v.1. Une telle rotation existe bien : il suÆt de prendre la rotation dont la matri
e dans e est la matri
e depassage de e vers e0.2. Supposons qu'il existe deux rotations r1 et r2 telles que r1(u) = v et r2(u) = v.On exprime alors les relations de r1(u) = v et r2(u) = v dans la bon dire
te (u; u0).Remarque 7. Cette d�e�nition permet de retrouver les propri�et�es bien 
onnues sur les angles de ve
teurs :1. (�!u ; �!v ) = �(�!v ; �!u ) 2. (�!u ; �!v ) + (�!v ; �!w ) = (�!u ; �!w ) [2�℄Corollaire 5 : l'angle orient�e\(a; b) est donn�e par les formules :1. 
os � = ha;bikakkbk 2. sin � = [a;b℄kakkbkPreuve 5 : Il suÆt d'e�e
tuer le 
al
ul en utilisant les formules donnant l'angle d'une rotation.Remarque 8.1. Les formules pr�e
�edentes s'�e
rivent 
os � = ha;bi et sin � = [a;b℄ dans le 
as o�u kak = kbk = 1.2. On retrouve les formules ren
ontr�ees en d�ebut d'ann�ee pour d�e�nir en dimension 2 le produit s
alaire et le produitmixte de deux ve
teurs :(a) ha;bi = kakkbk 
os\(a; b) (b) [a; b℄ = kakkbk sin\(a; b)3. Pour trouver � =\(a; b), on 
al
ule 
os � puis on trouve le signe du sinus en 
al
ulant [a; b℄Exemple 2. (�) Dans R2 eu
lidien orient�e usuel, quel est l'angle entre les ve
teurs U = (1;1) et V = (0;1)?3



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/2.1.1 Les isom�etries indire
tesTh�eor�eme 6 : Etude de O�2 (R)1. L'appli
ation : � : SO2(R) �! O�2 (R)X 7! PX est une bije
tion (o�u P = �1 00 �1� 2 O�2 (R)).2. Les matri
es de O�2 (R) sont les matri
es de la forme : S �2 = �
os � sin �sin � � 
os ��Preuve 6 :1. Remarquons que P 2 = I2. La d�emonstration ne pose alors pas de diÆ
ult�e.2. Cons�equen
e imm�ediate du 1.Th�eor�eme 7 : Isom�etries indire
tesSoit E un espa
e eu
lidien de dimension 2 orient�e, " une bon de E et u 2 O�2 (E) une isom�etrie indi-re
te. Alors il existe un unique � 2 [0;2�[ tel queMat"(u) = �
os � sin �sin � � 
os �� = S �2Preuve 7 : En e�et, la matri
e de u dans une bon dire
te est une matri
e de O�2 (R).Remarque 9.1. Par sou
is de 
oh�eren
e ave
 le 
as des rotations, on se pla
era dans le 
as o�u " est une bon dire
te.2. Contrairement aux rotations, � d�epend i
i de la bon dire
te 
hoisie, 
e n'est don
 pas une 
ara
t�eristique de u.Th�eor�eme Fondamental 8 : Nature des isom�etries indire
tesLes isom�etries indire
tes d'un espa
e eu
lidien orient�e E de dimension 2 sont les r�e
exions de E.Soit s 2 O�(E) et " une bon dire
te.Dans la base ", il existe � 2 [0; 2�[ tel que la matri
e de s soit de la forme S �2 .s est alors la r�e
exion d'axe Ve
t�
os �2sin �2�.Preuve 8 : Soit s une isom�etrie indire
te de E.Sa matri
e dans une bon dire
te est de la forme S �2 .1. Comme S �2 :S �2 = I2, s est une sym�etrie ve
torielle.2. Pour prouver que la sym�etrie s est orthogonale : (on traitera la 
as � = 0 �a part)(a) On peut prouver dire
tement que ker(s� id) ? ker(s+ id) en utilisant le fait que s est une sym�etrieet un endomorphisme orthogonal.(b) On peut aussi remarquer que S �2 est sym�etrique. (voir exer
i
e du 
hapitre pr�e
�edent)3. On montre en�n que le support ker(s� id) = Ve
t�
os �2sin �2�.4. R�e
iproquement, toutes les r�e
exions de E2 sont des isom�etries indire
tes.Dessin
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Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 3. (�) On munit R2 de sa stru
ture eu
lidienne usuelle.Cara
t�eriser l'endomorphisme de R2 dont la matri
e dans la base 
anonique est A = 15 �3 44 �3�Th�eor�eme 9 : D�e
omposition des rotations1. Toute rotation r d'un espa
e eu
lidien orient�e de dimension 2 s'�e
rit 
omme 
ompos�ee de deux r�e
exionsdont l'une peut être 
hoisie arbitrairement.2. Soient s1 et s2, deux r�e
exions d'axes respe
tifs Ve
t�
os�1sin�1� et Ve
t�
os�2sin�2� dans une bon dire
te ".Alors s1os2 est une rotation ve
torielle d'angle � = 2(�1 � �2).Preuve 9 :1. On se pla
e dans une bon dire
te ". Dans 
ette base, r admet pour matri
e R�.Consid�erons alors les deux r�e
exions s1 et s2 de matri
e S �12 et S �22 dans la base ".On re
her
he alors la matri
e de la 
ompos�ee s1os2 dans " et on 
her
he les 
onditions pour que s1os2 = r.2. C'est une 
ons�equen
e de la d�emonstration pr�e
�edente.Remarque 10. Les r�e
exions engendrent le groupe orthogonal O(E2).Toute isom�etrie de E2 s'�e
rit don
 
omme un produit de 1 ou 2 r�e
exions.Exer
i
e : 1(��) Soient u et v deux ve
teurs de E2 tels que kuk = kvk.Montrer qu'il existe une unique r�e
exion telle que s(u) = v.Aide : Vous pourrez pro
�eder par "analyse / synth�ese".2.2 Con
lusionEn dimension 2, les endomorphismes orthogonaux u sont : � Soit des rotations (si u 2 SO2(E))Soit des r�e
exions (si u 2 O�2 (E))Si " est une bon dire
te, alors :1. La matri
e dans " d'une rotation r est un �el�ement de SO2(R) de la forme R� ave
 � ind�ependant de " .2. La matri
e dans " d'une r�e
exion s est un �el�ement de O�2 (R) de la forme S �2 ave
 � d�ependant de ".s est alors la r�e
exion d'axe Ve
t�
os �2sin �2� (que l'on trouve en re
her
hant ker(s� id)).3 Etude du groupe orthogonal en dimension 3On 
onsid�ere un espa
e eu
lidien orient�e E3 de dimension 3.Proposition 10 : Crit�ere pour distinguer les matri
es de O3(R)Soit une matri
e orthogonale A = (aij) 2 O3(R).1. si a33 = ����a11 a12a21 a22���� alors A 2 SO3(R) 2. si a33 = � ����a11 a12a21 a22���� alors A 2 O�3 (R)Preuve 10 : Nous avons vu que A peut s'interpr�eter 
omme la matri
e de passage d'une bon e vers une bon ".Ainsi : A 2 SO3(R) () ("1; "2; "3) bond () "3 = "1 ^ "2Exemple 4. (�) A quel ensemble appartient la matri
e suivante : A = 13 0�1 +p3 1�p3 11 1 +p3 1�p31�p3 1 1 +p31A
5



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/3.1 Les rotationsTh�eor�eme 11 : Nature des isom�etries dire
tes en dimension 3 (rotations ve
torielles)Soit une isom�etrie dire
te u 2 SO(E3).On note E(1) = ker(u� idE) le sous espa
e ve
toriel form�e des ve
teurs invariants par u.Alors :1. Si u 6= idE , E(1) est une droite ve
torielle D = Ve
t("3) o�u "3 est un ve
teur de norme 1.2. Dans toute bon dire
te de la forme " = ("1; "2; "3) ave
 ker(u� idE) = Ve
t("3), la matri
e de u dansla base " s'�e
rit : Mate(u) = �R� 00 1� ave
 � 2 [0 ; 2�[On dit que u est la rotation ve
torielle d'axe Ve
t(e3) (orient�e par "3) et d'angle �.Preuve 11 :1. (a) On souhaite montrer qu'il existe x 6= 0 tel que u(x) = x.Soit � 2 R et Pu(�) = det(u� � idE).On aura : 9x 2 Enf0g tel que u(x) = �x() Pu admet une ra
ine non nulle.On montre 
ela en 
onstatant que � Pu(0) = detu = 1Pu(�) � ��3 en +1 .Comme u 2 SO(E3), on montre que 
ette ra
ine (appel�ee valeur propre de u) ne peut être que 1.(b) On montre en�n par l'absurde que dimE(1) = 1.2. On prend alors "3 2 E(1), tel que k"3k = 1 et on note D = Ve
t("3).3. On 
onstruit alors une bon dire
te ("1; "2; "3). ("1; "2) est alors une bon dire
te de D?.4. On v�eri�e que la restri
tion de u �a D? est une isom�etrie dire
te de D? (ne pas oublier la stabilit�e !).5. On utilise alors le th�eor�eme sur les isom�etries dire
tes en dimension 2.Remarque 11. Contrairement �a la dimension 2, les matri
es des rotations en dimension 3 d�ependent de la bond
hoisie. La matri
e d'une rotation aura la forme donn�ee dans le th�eor�eme uniquement si la bond " a son 3i�eme ve
teurinvariant.Dessin

Remarque 12.1. Le signe de l'angle � de la rotation ne d�epend alors que du 
hoix du ve
teur "3.Si l'on 
hoisit "03 = �"3 �a la pla
e de "3, l'angle est transform�e en son oppos�e. (Voir le 
al
ul de sin �)2. Lorsque � = �, la rotation est appel�ee un demi-tour ou un retournement.3. Le sev des ve
teurs invariants d'une rotation (6= idE) est de dimension 1 et est appel�e l'axe de la rotation.Th�eor�eme 12 : Image d'un ve
teur orthogonal �a l'axe de la rotationSoit r 2 SO2(E3) d'axe Ve
t("3) (ave
 k"3k = 1) et d'angle �.Si x 2 [Ve
t("3)℄? alors : r(x) = 
os �:x+ sin �:"3 ^ x.Preuve 12 : On 
onstate que ( xkxk ; "3 ^ xkxk ) forme une bon du plan ("3)?.6



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exer
i
e : 2(��) Plus g�en�eralement, soit r 2 SO2(E3) d'axe Ve
t(d) (ave
 kdk = 1) et d'angle �.Montrer que pour tout x 2 E3 : r(x) = hx;di(1� 
os �):d + 
os �x+ sin �:d ^ xTh�eor�eme 13 : Re
her
he de l'angle d'une rotationSoit u 2 SO(E3) et A la matri
e de u dans une base quel
onque.Alors l'angle � de la rotation peut se d�eterminer �a l'aide des deux informations suivantes :1. 2 
os � + 1 = TrA2. sin � est du signe du produit mixte [a; r(a); d℄ o�u � a est un ve
teur de E3 non invariantd oriente l'axe de la rotationPreuve 13 :1. On utilise le fait que deux matri
es semblables ont même tra
e.2. On e�e
tue le 
al
ul de � = [a; r(a); d℄ en :(a) 
onstatant que � = [a; r(a); d℄ = [a1; r(a1); d℄ o�u a = a1+ a2 ave
 a1 2 �Ve
t(d)�? et a2 2 Ve
t(d).(b) se pla�
ant dans une bon " = ("1; "2; "3) o�u "1 = a1ka1k et "3 = dkdk .Remarque 13. La formule donnant sin � montre bien que le signe de � d�epend de l'orientation d 
hoisie pour l'axe.Plan d'�etude d'une rotation r donn�ee par sa matri
e A dans une bon :1. On v�eri�e que : A 2 SO3(R) en montrant que � la matri
e A est orthogonaledet(A) = +1 .2. Axe de la rotation :On 
her
he l'ensemble des ve
teurs invariants que l'on oriente ave
 un ve
teur dire
teur d.3. Angle � de la rotation :On trouve la valeur de � en utilisant le th�eor�eme pr�e
�edent.Exemple 5. (�) Dans l'espa
e R3 orient�e eu
lidien usuel, on 
onsid�ere u 2 L(R3 ) de matri
e A = 13 0��2 �1 22 �2 11 2 21ARe
onnâ�tre 
et endomorphisme et pr�e
iser ses �el�ements 
ara
t�eristiques.Exer
i
e : 3(�) L'espa
e E3 est munis d'une bon dire
te (i; j; k).1. D�eterminez une m�ethode permettant de 
al
uler la matri
e dans 
ette base d'une rotation � d'axe Ve
t(d)d'angle � .2. Appli
ation : en d�eduire la matri
e de la rotation d'axe Ve
t(1; 1; 0) et d'angle �3 .3. Que diriez-vous de programmer tout �
a sous Maple?...R�esultat : On trouve la matri
e A = 14 0� 3 1 p61 3 �p6�p6 p6 2 1A3.2 Les isom�etries indire
tes : O�(E3)Remarque 14. Les r�e
exions sont des �el�ements de O�(E3) (matri
iellement !).

7



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 14 : Nature des isom�etries indire
tes : O�(E3)1. Les isom�etries indire
tes de E3 eu
lidien de dimension 3 sont les 
ompos�ees de rotations et de r�e
exions.2. Toute isom�etrie indire
te se d�e
ompose 
omme 
ompos�ee (
ommutative) d'une rotation d'angle � d'axeVe
t(d) et de la r�e
exion par rapport �a d?.Si A est la matri
e de l'isom�etrie indire
te u dans une bond :(a) On trouve d en remarquant qu'il s'agit d'un ve
teur qui dirige la droite ve
torielle des ve
teurs quise tranforment en leur oppos�e : Ve
t(d) = ker(u+ id).(b) On trouve l'angle � en remarquant que A est semblable �a la matri
e �R� 00 �1� et don
 que :i. 2 
os � � 1 = TrAii. sin � est du signe de [a; u(a); d℄ o�u a est un ve
teur non 
olin�eaire �a d.Preuve 14 :1. Soit u est une isom�etrie indire
te de E3.Remarquons que �u est alors une rotation de E3 et don
 que son axe Ve
t(d) est l'ensemble des ve
teurstransform�es en leur oppos�e par u.Consid�erons " = ("1; "2; "3) une bond telle que "3 dirige et oriente Ve
t(d).On d�emontre alors fa
ilement (s'inspirer de la d�emonstration e�e
tu�ee pour les rotations) que la matri
ede u dans la base " s'�e
rit : Mate(u) = �R� 00 �1� ave
 � 2 [0 ; 2�[Finalement, on prouve matri
iellement que u est la 
ompos�ee de la r�e
exion par rapport �a d? et de larotation d'axe Ve
t(d) et d'angle �.2. R�e
iproquement, il est fa
ile de v�eri�er que les 
ompos�ees d'une rotation et d'une r�e
exion sont des�el�ements de O�(E3).Dessin

Exemple 6. � id est un �el�ement de O�(E3) et 
orrespond �a la 
ompos�ee d'une r�e
exion et d'une rotation d'angle �.Remarque 15. Points invariants d'une isom�etrie indire
te u de E31. Si dim(ker(u� idE)) = 2 alors � = 0 et u est une r�e
exion par rapport �a ker(u� idE) = d?.2. Si dim(ker(u� idE)) = 0 alors � 6= 0 et u est la 
ompos�ee d'une rotation (non triviale) et d'une r�e
exion.Exemple 7. (�) Dans l'espa
e R3 orient�e eu
lidien usuel, on 
onsid�ere u 2 L(R3 ) de matri
e A = 19 0�8 1 �44 �4 71 8 4 1ARe
onnâ�tre 
et endomorphisme et pr�e
iser ses �el�ements 
ara
t�eristiques.8



Cours MPSI-2010/2011 Le groupe orthogonal en dimension 2 et 3 http://pas
al.delahaye1.free.fr/3.3 BilanOn peut don
 r�esumer la 
lassi�
ation des isom�etries de E3 de la fa�
on suivante :{ Isom�etries dire
tes : 
e sont des rotations d'axe une droite ve
torielle.1. L'axe de la rotation est l'ensemble des points invariants.2. Parmi les rotations, on trouve les sym�etries orthogonales par rapport �a une droite (demi-tours), eton 
onvient que idE est une rotation d'angle 0.{ Isom�etries indire
tes : 
e sont les endomorphismes de la forme rd;� Æ sd? o�u rd;� est la rotation par rapport�a une droite ve
torielle d (ave
 l'identit�e) et d'angle � et sd? est la r�e
exion par rapport �a d?.1. Si dim(ker(u� idE)) = 2 alors u est une r�e
exion par rapport �a ker(u� idE) = d?.2. Si dim(ker(u� idE)) = 0 alors u est la 
ompos�ee d'une rotation et d'une r�e
exion.Remarque 16. On rappelle que l'on re
onnâ�t une isom�etrie dire
te o�u indire
te en v�eri�ant qu'il s'agit bien d'uneisom�etrie (souvent matri
iellement) et en 
al
ulant son d�eterminant.Cara
t�erisation �a l'aide de l'ensemble des points invariantsL'�etude des points invariants (ker(u � idE)) d'une isom�etrie u 2 O(E3) permet de d�eterminer la naturede 
elle-
i :1. Si dim(ker(u� idE)) = 2 alors u est la re
exion par rapport �a ker(u� idE)2. Si dim(ker(u� idE)) = 1 alors u est une rotation d'axe Ve
t d = ker(u� idE)3. Si dim(ker(u� idE)) = 0 alors u est la 
ompos�ee d'une rotation d'axe Ve
t det d'une re
exion par rapport �a d?Exer
i
e : 4(�) Re
onnâ�tre les endomorphismes de matri
e A, B et C dans la base 
anonique de R3 .1. A = 13 0�1 2 22 1 �22 �2 1 1A 2. B = 13 0� 2 1 22 �2 �1�1 �2 2 1A 3. C = 12p2 0�1 +p2 �p2 p2� 1p2 2 �p2p2� 1 p2 1 +p21A.Exer
i
e : 5(�) Dans R3 eu
lidien usuel :1. E
rire la matri
e A de la rotation d'axe dirig�e par le ve
teur n = (1;1;1) et d'angle �6 dans la base 
anonique.2. E
rire la matri
e B de la r�e
exion par rapport au plan (H) d'�equation x� 2y + z = 0 dans la base 
anonique.R�esultat : on trouve les matri
es1. A = 13 0�1 +p3 1�p3 11 1 +p3 1�p31�p3 1 1 +p31A 2. B = 13 0� 2 2 �12 �1 2�1 2 2 1AExer
i
e : 6(��) Montrer que pour toute r�e
exion de O(E3), il existe une bon dans laquelle sa matri
e est de la forme :0�
os � sin � 0sin � � 
os � 00 0 11A ave
 � 2 [0; 2�[Th�eor�eme 15 : Toute rotation rd;� de E3 s'�e
rit 
omme 
ompos�ee de deux r�e
exions sH et sH0 ave
H\H 0 = d.
9
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 15 : On 
onsid�ere une bon dire
te " telle que "3 dirige l'axe de la rotation.1. On montre alors qu'il existe �1 et �2 tels que rd; � = s2Æs1 o�u s1 et s2 sont les endomorphismes de matri
esS1 = 0�
os �1 sin �1 0sin �1 � 
os �1 00 0 11A et S2 = 0�
os �2 sin �2 0sin �2 � 
os �2 00 0 11A dans ".2. Puis on v�eri�e que s1 et s2 sont des r�e
exions que l'on peut 
ara
t�eriser.Dessin

Remarque 17. Toute isom�etrie de E3 se d�e
ompose 
omme un produit de 1, 2 ou 3 r�e
exions.Comme en dimension 2, les r�e
exions engendrent don
 le groupe orthogonal O(E3).
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