
Les fon
tions r�eelles d'une variable r�eellePropri�et�es Lo
ales|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur25 novembre 2010Dans 
e 
hapitre, les fon
tions sont �a valeurs dans R et seront d�e�nies sur un intervalle I de R.Apr�es avoir introduit quelques 
on
epts et propri�et�es de base, nous nous int�eresserons au 
omportement des fon
tionsr�eelles de la variable r�eelle en des "points" parti
uliers de leur ensemble de d�e�nition (point de vue LOCAL). Nousintroduirons en parti
ulier les notions de limite et de 
ontinuit�e en un point.La fon
tion qui a tout x 2 I asso
ie 0, sera not�ee 0.1 Vo
abulaire de baseD�efinition 1 : Op�erations sur les fon
tionsSoient (f; g) 2 F (I;R)2 et � 2 R.Dans F(I; R) on d�e�nit les lois de 
omposition internes et externe suivantes :Loi Notation D�e�nitionAddition : (f + g) 8x 2 I; (f + g)(x) = f(x) + g(x)Multipli
ation par un r�eel : �:f 8x 2 I; (�f)(x) = �� f(x)Multipli
ation : f � g 8x 2 I; (f � g)(x) = f(x)� g(x)Valeur absolue d'une fon
tion : jf j 8x 2 I; jf j(x) = jf(x)jInf de deux fon
tions : inf(f; g) 8x 2 I; inf(f; g)(x) = minff(x); g(x)gSup de deux fon
tions : sup(f; g) 8x 2 I; sup(f; g)(x) = maxff(x); g(x)gOn d�e�nit aussi les fon
tions : f+ = supff; 0g et f� = supf�f; 0gRemarque 1.1. Les op�erations � et + dans F (I;R) sont 
ommutatives et asso
iatives et � est distributive par rapport �a +.On dira que (F (I;R) ; + ; :) est un R-espa
e ve
toriel et que (F (I;R) ; + ; �) est un anneau.2. : f � g = 0 ne signi�e pas que l'une des deux fon
tions est nulle.On dira que l'anneau (F (I;R) ; + ; �) n'est pas int�egre.3. On remarquera que : f+ et f� sont positives, que f = f+ � f� et que jf j = f+ + f�D�efinition 2 : Relation d'ordreOn dit que "f est inf�erieur �a g" (notation : f � g) ssi : 8x 2 I; f(x) � g(x)On d�e�nit ainsi une relation d'ordre partielle sur F (I;R).Remarque 2. R�e
�e
hir au sens de f < g !!
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Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Fon
tions born�ees (Propri�et�e Globale)Soit f 2 F(I; R).1. On dit qu'une fon
tion f est minor�ee ssi 9m1 2 R tel que 8x 2 I , m1 � f(x).2. On dit qu'une fon
tion f est major�ee ssi 9m2 2 R tel que 8x 2 I , f(x) � m2.3. On dit qu'une fon
tion f est born�ee ssi elle est major�ee et minor�ee.Proposition 1 : Une fon
tion f : I 7! R est born�ee si et seulement si9M > 0 tel que 8x 2 I; on a jf(x)j �MPreuve 1 : Tradu
tion des hypoth�eses :Si f est born�ee, alors il existe m1; m2 2 R tels que 8x 2 I; m1 � f(x) � m2.Le r�eel M = max(jm1j; jm2j) 
onvient !!Remarque 3.1. Si f et g sont born�ees sur I, alors f + g, �f , jf j et fg le sont aussi. D�emontrez-le ave
 la proposition pr�e
�edente.2. On d�e�nit les bornes sup�erieures et inf�erieures d'une fon
tion f sur un intervalle I : (voir 
ours sur les r�eels)Elles seront not�ees : supx2I f(x) (ou supI f) et infx2I f(x) (ou infI f).D�efinition 4 : Voisinage d'un point de R1. On dit que V � R est un voisinage de a 2 R s'il existe un r�eel � > 0 tel que ℄a� �; a+ �[� V .On note Va l'ensemble des voisinages de a.2. On dit que V � R est un voisinage de +1 s'il existe un r�eel A > 0 tel que ℄A; +1[� V .3. On dit que V � R est un voisinage de �1 s'il existe un r�eel B < 0 tel que ℄�1; B[� V .Dessin
Voisinage d'un pointRemarque 4. Pour simpli�er, on 
onsid�erera qu'un voisinage est de la forme :8<: ℄a� �; a+ �[ pour un voisinage de a 2 R℄A; +1[ pour un voisinage de +1℄�1; B[ pour un voisinage de �1 .Ainsi la proposition "il existe V un voisinage de a tel que 8x 2 I , x 2 V ) ..." se traduit par :1. 9Æ > 0 tel que 8x 2 I , jx� aj � Æ ) ... lorsque a 2 R2. 9A > 0 tel que 8x 2 I , x � A) ... lorsque a = +13. 9B < 0 tel que 8x 2 I , x � B ) ... lorsque a = �1D�efinition 5 : Adh�eren
e et Int�erieur d'une partieSoit A � R. On dira que :1. Un �el�ement a appartient �a l'adh�eren
e de A lorsque tout voisinage de a ren
ontre A.On note �A l'ensemble des points adh�erents �a A.Si A est un intervalle, alors �A est l'intervalle ave
 les bornes 
omprises.2. Un �el�ement a appartient �a l'int�erieur d'une partie A lorsqu'il existe un voisinage de a in
lus dans A.On note ÆA l'ensemble des points int�erieurs �a A.Si A est un intervalle, alors ÆA est l'intervalle sans ses bornes.Exemple 1. D�eterminer l'adh�eren
e et l'int�erieur des ensembles suivants :2



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/1. N 2. Q 3. f1g 4. [0; 1[[℄3; 5[D�efinition 6 : Maximum global d'une fon
tion (Propri�et�e Globale)On dit que M 2 R est un maximum global de f ssi : � il existe a 2 I tel que f(a) = Mpour tout x de I , f(x) � f(a)On dit aussi que � "f pr�esente en a un maximum global M sur I""f atteint sur I son maximum M en a" .On notera : M = maxx2I f(x)Remarque 5.1. On d�e�nit de même la notion de minimum global : m = minx2I f(x).2. le maximum et le minimum global d'une appli
ation f sur I seront appel�es des extrema de f .3. Le maximum et le minimum global, s'ils existent, sont uniques mais peuvent être obtenus en plusieurs valeurs.
Extrema globaux d'une fon
tionD�efinition 7 : Extremum lo
alOn dit que M = f(a) est un extremum lo
al de f ssi il existe V un voisinage de a tel que la restri
tion de f �aV \ I pr�esente en a un extremum (global).
Extremum lo
aux d'une fon
tionD�efinition 8 : Fon
tions monotones (Propri�et�e Globale)On dit que f est 
roissante sur I ssi 8(x; y) 2 I2 x < y ) f(x) � f(y).On dit que f est d�e
roissante sur I ssi 8(x; y) 2 I2 x < y ) f(x) � f(y).On dit que f est monotone ssi elle est 
roissante ou d�e
roissante.On dit que f est stri
tement 
roissante sur I ssi 8(x; y) 2 I2 x < y ) f(x) < f(y).On dit que f est stri
tement d�e
roissante sur I ssi 8(x; y) 2 I2 x < y ) f(x) > f(y).Remarque 6.1. Une fon
tion 
onstante est �a la fois 
roissante et d�e
roissante.2. Une fon
tion f : I 7! R stri
tement monotone est bije
tive de I dans f(I).. Une fon
tion ne 
hange pas n�e
essairement de sens de variation en un extr�emum lo
al. C/ex : f(x) = jx sin 1x j.3



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 2. Soit f : R 7! R telle que fof est 
roissante tandis que fofof est stri
tement d�e
roissante.Montrer que f est stri
tement d�e
roissante.Proposition 2 : R�egle des signesSoient f : I 7! R et g : J 7! R deux fon
tions monotones. Si f(I) � J , on peut d�e�nir g Æ f : I 7! R.Dans 
e 
as, g Æ f est monotone et l'on peut utiliser une r�egle �equivalente �a la r�egle des signes pour retrouverla monotonie de g Æ f : f g g Æ f% % %% & && % && & %Preuve 2 : Appli
ations simples des d�e�nitions pr�e
�edentes.2 Notions de limite et de 
ontinuit�eSi I est un intervalle de R, on notera I le segment 
omprenant I et ses extr�emit�es. (�eventuellement in�nies)D�efinition 9 : Limite d'une fon
tion en un point aSoit une fon
tion f 2 F (I;R), a 2 I , et l 2 R.On dira que f admet l pour limite au point assipour tout voisinage Vl de l, il existe un voisinage Va de a tel que, pour tout �el�ement x 2 Va on a f(x) 2 Vl.On note alors : l = limx!a f(x) ou plus rapidement : f(x) ���!x!a l.Remarque 7. Tradu
tion selon que a et l soient des r�eels ou pas :Lorsque a et l sont r�eels, on a f(x) ���!x!a l () 8" > 0; 9Æ > 0 tq 8x 2 I; jx� aj � Æ ) jf(x) � lj � "Lorsque a = +1 et l = �1 on a f(x) �����!x!+1 �1 () 8B < 0; 9 A > 0 tq 8x 2 I; x � A) f(x) � BLorsque a = �1 et l est r�eel on a f(x) �����!x!�1 l () 8" > 0; 9 B < 0 tq 8x 2 I; x � B ) jf(x)� lj � "Lorsque a est r�eel et l = +1 on a f(x) ���!x!a +1 () 8A > 0; 9 Æ > 0 tq 8x 2 I; jx� aj � Æ ) f(x) � ARemarque 8. On peut utiliser des in�egalit�es stri
tes dans la d�e�nition des limites, mais 
ela pr�esente peu d'int�erêt.
Limite d'une fon
tion en a 2 R Limite d'une fon
tion en +1Th�eor�eme 3 : Existen
e et Uni
it�e de la limiteSoit une fon
tion f : I 7! R et un point a 2 I .1. f n'admet pas for
�ement de limite au point a2. Si 
ette limite existe, elle est alors unique. 4



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 3 :1. Existen
e : prenons par exemple la fon
tion "Partie Enti�ere" et a = 1.2. Uni
it�e : On peut par exemple, d�emontrer le 
as o�u a 2 I et l 2 R. Les autres 
as se d�emontrant de fa�
on�equivalente. On pro
�ede alors par l'absurde en 
onsid�erant qu'il existe deux limites l1 et l2. Dans 
e 
as,en prenant " < jl1 � l2j on aboutit fa
ilement �a une 
ontradi
tion.Remarque 9. Cas o�u a appartient �a l'ensemble de d�e�nition de f .Si f admet une limite en a alors 
ette limite ne peut-être que f(a).D�emontrer 
ette aÆrmation par l'absurde en supposant que la limite l est di��erente de f(a) et en prenant � < jl�f(a)jProposition 4 : Soit f 2 F(I; R), a 2 �I \ R et l 2 R.On a alors : limx!a f(x) = l() ( limx!a+ f(x) = llimx!a� f(x) = lPreuve 4 : Pas de diÆ
ult�e �a l'aide des d�e�nitions.Proposition 5 :{ Lorsque l 2 R, on a l'�equivalen
e suivante : limx!a f(x) = l () limx!a f(x)� l = 0{ Lorsque a 2 R, on a l'�equivalen
e suivante : limx!a f(x) = l() limh!0 f(a+ h) = lPreuve 5 : Ces deux �equivalen
es proviennent dire
tement de la d�e�nition des limites.D�efinition 10 : Continuit�e en un pointSoit une fon
tion f 2 F (I;R) et un point a 2 I .On dira que la fon
tion f est 
ontinue au point a ssi f admet une limite en a.C'est �a dire, 
ompte-tenue d'une remarque pr�e
�edente :f est 
ontinue au point a () limx!a f(x) = f(a)Remarque 10. Ave
 des quanti�
ateurs 
ette d�e�nition se traduit par:f est 
ontinue en a 2 I () 8" > 0; 9Æ > 0 tel que 8x 2 I; jx� aj � Æ ) jf(x)� f(a)j � "Remarque 11.1. Une fon
tion qui n'est pas d�e�nie en un point a ne peut pas être 
ontinue en 
e point.2. Les notions de limite et de 
ontinuit�e en un point se d�e�nissent au voisinage d'un point.On dit qu'il s'agit de notions lo
ales. Pour les �etudier, on pourra don
 se pla
er au voisinage du point a.Exemple 3. D�emontrez que la fon
tion f(x) = sinx est 
ontinue en tout x0 2 R.Th�eor�eme Fondamental 6 : Cara
t�erisation s�equentielle de la limite en un pointSoit une fon
tion f : I 7! R et un point a 2 I . Soit l 2 R.limx!a f(x) = l () Pour toute suite (xn) de points de I qui tend vers a, la suite �f(xn)� tend vers l.
b b b

b

b

b a
l

unf(un)Fig. 1 { Image d'une suite par une fon
tion
5



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 6 :) On 
onsid�ere une suite (xn) de points de I 
onvergeant vers a. On 
onsid�ere " > 0 et on montre fa
ilementen expli
itant les hypoth�eses qu'il existe un entier N tel que pour tout n � N , jf(xn)� lj � ".( Par 
ontrapos�ee : on montre que si limx!a f(x) 6= l alors on peut 
onstruire une suite (xn) 
onvergeant versa telle que f(xn) ne 
onverge pas vers l.Appli
ation : Pour montrer qu'une fon
tion f n'admet pas de limite en un point a 2 R, on pourra :{ Soit prendre une suite (xn) tendant vers a telle que (f(xn)) n'admet pas de limite{ Soit prendre (xn) et (yn) tendant vers a mais telles que (f(xn)) et (f(yn)) aient des limites di��erentesExemple 4.1. Montrer que la fon
tion "Partie Enti�ere" n'admet pas de limite en tout n 2 N2. Montrer que la fon
tion x 7! sin( 1x ) n'admet pas de limite en 0Exer
i
e : 1Soit une fon
tion f : R 7! R p�eriodique.Montrez que si limx!+1 f(x) existe, alors la fon
tion f est 
onstante.Corollaire 7 : La 
ontinuit�e de f en a se traduit alors par :f 
ontinue en a () Pour toute suite (xn) de points de I 
onvergeant vers a, �f(xn)� 
onverge vers f(a).Exemple 5. Appli
ation �a l'�etude de la limite d'une suiteSi (un) 
onverge vers 2, que dire alors de la suite (vn) d�e�nie par vn = eun ?Exemple 6. Appli
ation au transfert de propri�et�e valables sur les rationnelsD�eterminer les fon
tions 
ontinues sur R nulles en tout point rationnel.Exer
i
e : 2Soit f : R 7! R 
ontinue en 0 telle que 8x 2 R, f(2x) = f(x).Montrer que f est une fon
tion 
onstante.Corollaire 8 : Limite d'une suite r�e
urrenteOn utilise 
e th�eor�eme dans l'�etude des suites r�e
urrentes un+1 = f(un)Si la suite (un) 
onverge vers une limite l 2 R, et si la fon
tion f est 
ontinue au point l, alors la limite l de lasuite r�e
urrente est solution de l'�equation : x = f(x)Preuve 8 : Imm�ediat !Exemple 7. La suite (un) d�e�nie par � un+1 = ln(un)u0 = 2 peut-elle 
onverger?Th�eor�eme 9 : Une fon
tion admettant une limite �nie est lo
alement born�eeToute fon
tion admettant une limite �nie en un point de R est born�ee sur un voisinage de 
e point.Preuve 9 : C'est une 
ons�equen
e imm�ediate de la d�e�nition de la limite !!Proposition 10 : Op�erations alg�ebriques sur les limitesOn suppose que les fon
tions f et g ont une limite l 2 R et l0 2 R en a 2 R.1. la fon
tion jf j a une limite en a et : jf(x)j ���!x!a jlj.2. la fon
tion (f + g) a une limite en a et : (f + g)(x) ���!x!a l + l0.3. la fon
tion (fg) a une limite en a et : (fg)(x) ���!x!a ll04. la fon
tion 1=f a une limite en a et : (1=f)(x) ���!x!a 1=l (lorsque l 6= 0)5. la fon
tion (f=g) a une limite en a et : (f=g)(x) ���!x!a l=l0 (lorsque l0 6= 0)Preuve 10 : On d�emontre 
es propositions �a l'aide de la d�e�nition de la notion de limite. L'id�ee est alors demajorer 
ha
une des quantit�es suivantes par des expressions que l'on peut rendre aussi petites que possible,
'est �a dire qui font apparâ�tre les quantit�es jf(x)� lj et jg(x)� l0j :1. jjf(x)j � jljj 2. jf:g(x)� ll0j 3. j 1f(x) � 1l j 4. jf(x)g(x) � ll0 j 5. j(f+g)(x)�(l+ l0)j6



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 12. On peut g�en�eraliser 
es r�esultats aux 
as o�u l; l0 2 f0; 1g lorsque l'on n'a pas de forme ind�etermin�ee.Corollaire 11 : Th�eor�eme g�en�eral sur la 
ontinuit�e en a 2 I1. Si f et g sont deux fon
tions 
ontinues en a 2 I , alors : jf j, f + g, f:g et �f le sont. (8� 2 R)2. Si de plus, g(a) 6= 0 alors fg est aussi 
ontinue en a.Preuve 11 : Imm�ediat 
ompte-tenu du th�eor�eme pr�e
�edent !Exer
i
e : 3Soient deux fon
tions f; g : R 7! R 
ontinues en un point x0.1. Montrer que sup(f; g) = 12�jf � gj+ (f + g)� et que sup(f; g) = 12�(f + g)� jf � gj�2. En d�eduire que les fon
tions sup(f; g), inf(f; g), f+ = sup(f; 0) et f� = sup(�f; 0) sont 
ontinues au point x0.Th�eor�eme 12 : Composition de limitesSoient deux intervalles I � R et J � R et deux fon
tions f : I 7! J , g : J 7! R.Soient un point a 2 I , un point b 2 J et l 2 R.On suppose que : 8<:f(x) ���!x!a bg(y) ���!y!b l , alors g Æ f(x) ���!x!a lPreuve 12 : On traite di��erents 
as selon que a et b sont des r�eels ou non.Il s'agit alors d'exprimer de fa�
on 
oh�erente les deux hypoth�eses.Remarque 13. Ce th�eor�eme justi�e la possibilit�e d'e�e
tuer un 
hangement de variable lors du 
al
ul d'une limite.Exer
i
e : 4D�eterminer les limites de :1. f(x) = xx en 0+ 2. f(x) = (1 + x) 1x en 0 3. f(x) = p1 + x�p1� xx en 04. f(x) = 1� xar

osx en 1 5. f(x) = lnx: ln(lnx) en 1+. 6. f(x) = x�pxlnx+ x en +1Corollaire 13 : Soient f : I 7! J et g : J 7! R. Soit un point a 2 I .Si f est 
ontinue en a et si g est 
ontinue en f(a), alors gof est 
ontinue en a.Preuve 13 : Imm�ediat !Exemple 8. Les fon
tions f et g �etant 
ontinues en x0 2 [0; 1℄, prouver que la fon
tion t 7! f(t):g(1� t) l'est aussi.Th�eor�eme 14 : Th�eor�eme de la limite monotoneSoient (a; b) 2 R2. Si f : ℄a; b[7! R est une fon
tion 
roissante, alors :1. 8<:Soit f est major�ee, et alors f admet une limite �nie l lorsque x! b et limx!b f(x) = sup℄a; b[ fSoit f n'est pas major�ee, et alors f(x)! +1 lorsque x! b:2. 8<:Soit f est minor�ee et alors f admet une limite �nie lorsque x! a et limx!a f(x) = inf℄a; b[ fSoit f n'est pas minor�ee et alors f(x)! �1 lorsque x! aOn a des r�esultats similaires dans le 
as o�u f est d�e
roissante.Preuve 14 : L'existen
e de la borne sup ne pose pas de diÆ
ult�e. On prouve alors le r�esultat �a l'aide de lad�e�nition de la limite et en utilisant la 
ara
t�erisation de la borne sup par ".
7



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/
Th�eor�eme de la limite monotoneExemple 9. D�eterminer la limite en +1 et 0+ de la fon
tion logarithme.3 Prolongement par 
ontinuit�eD�efinition 11 : Limite �a gau
he, limite �a droiteSoit f : I 7! R et a un r�eel tel que a 2 I . Soit l 2 R.On dira que :f admet une limite �a gau
he l en a () la restri
tion de f �a I\℄�1 ; a[ admet une limite en a.On �e
rira : f(x) ����!x!a� l ou limx!a� f(x) = lOn d�e�nit de même la limite �a droiteRemarque 14. Vous 
onstaterez que les intervalles sont i
i ouverts en a !
Limites �a droite et �a gau
he en a.Exemple 10. Limites �a droite et �a gau
he de la fon
tion f d�e�nie par f(x) = 2x�E(x) en tout point n 2 Z?D�efinition 12 : Soit f d�e�nie sur I et a 2 I .On dira que f est 
ontinue �a droite en a ssi limx!a+ f(x) = f(a)De même, on d�e�nit la 
ontinuit�e �a gau
he en a.
Continuit�e �a droite et �a gau
he

8



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Proposition 15 : Cara
t�erisation de la 
ontinuit�eSoit une fon
tion f 2 F (I;R) et un point a 2 I .On a : f 
ontinue en a() � 
ontinue �a droite en a
ontinue �a gau
he en aExemple 11. Etudier la 
ontinuit�e de f d�e�nie par f(x) = 2x�E(x) en tout point n 2 Z.Exer
i
e : 5D�eterminer les r�eels a et b pour que la fon
tion f d�e�nie par 8><>: sinx+ ax si x > 01 si x = 0tan(x+ b) si x < 0 soit 
ontinue en 0.D�efinition 13 : Prolongement par 
ontinuit�eSoient a 2 R et f : ℄a; b℄! R.Si la fon
tion f admet une limite �nie l �a droite en a, on pourra alors prolonger f en une fon
tionef : ℄a; b℄ [ fag �! Rx 7! (f(x) si x 2℄a; b℄l si x = aLa fon
tion ef ainsi 
onstruite est 
ontinue �a droite au point a.On dit que ef est le prolongement par 
ontinuit�e de f au point a.
Prolongement par 
ontinuit�eRemarque 15.1. Pour �eviter de 
ompliquer les notations, on 
onfondra souvent f et ef2. De même, si f est d�e�nie sur [a; b[, on peut d�e�nir le prolongement par 
ontinuit�e de f en b.Exemple 12. Prolongez par 
ontinuit�e en 0 les deux fon
tions suivantes :1. f(x) = x: ln x 2. g(x) = 1� 
osxx2Exer
i
e : 6Soit x � 0.Prouver que la fon
tion f d�e�nie sur ℄0; �2 ℄ par f(t) = (sin t)x est prolongeable par 
ontinuit�e.4 Limites et in�egalit�esTh�eor�eme 16 : La 
onnaissan
e d'une limite fournit une in�egalit�eSoit une fon
tion f : I 7! R, et un point a 2 I .Soient deux r�eels (k; k0) 2 R2 et l 2 R.Si (f(x) ���!x!a lk < l < k0 alors il existe un voisinage V de a sur lequel 8x 2 V \ I; k � f(x) � k09
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tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 16 : Il suÆt de 
onsid�erer " = min(l � k; k0 � l) dans la d�e�nition de la limite !Remarque 16. Toute fon
tion admettant une limite stri
tement positive en un point est don
 stri
tement positive auvoisinage de 
e point.Th�eor�eme 17 : Passage �a la limite dans les in�egalit�esSoient deux fon
tions f; g : I 7! R, un point a 2 I , et deux r�eels l et l0.Si (f(x) ���!x!a l et que g(x) ���!x!a l0f(x) � g(x) au voisinage V du point a alors l � l0.Preuve 17 : Par l'absurde en utilisant le th�eor�eme pr�e
�edent.. Dans le th�eor�eme pr�e
�edent, même si f(x) < g(x) au voisinage de a, il est faux d'�e
rire que l < l0.Pour vous en 
onvain
re, 
onsid�erez : f(x) = 1� 1x et g(x) = 1 + 1x au voisinage de +1.Exer
i
e : 7Montrer que si limx!a f(x) = l et limx!a g(x) = l0 ave
 l et l', deux r�eels tels que l < l0 et a 2 R,alors il existe un voisinage de a sur lequel : f(x) < g(x)Th�eor�eme 18 : Th�eor�eme des gendarmesSoient �; f et � trois fon
tions d�e�nies sur un voisinage V d'un point a 2 R, et l 2 R.Si 8><>: 8x 2 V; �(x) � f(x) � �(x)�(x) ���!x!a l�(x) ���!x!a l alors f(x) ���!x!a lPreuve 18 : La tradu
tion des hypoth�eses donne imm�ediatement le r�esultat !. Contre-exempleLorsque les fon
tions � et � tendent vers deux limites di��erentes la fon
tion f n'admet pas for
�ement de limite.

Fig. 2 { Contre-exemple. Ne pas 
onfondre le th�eor�eme des gendarmes et le passage �a la limite dans les in�egalit�es.Le th�eor�eme des gendarmes donne l'existen
e de la limite de f , alors que pour passer �a la limite dans les in�egalit�es, ilfaut supposer que f admet une limite.Remarque 17. Le th�eor�eme des gendarmes se g�en�eralise aux limites in�nies. Ainsi :1. Si sur un voisinage de a 2 I , on a : (�(x) � f(x)�(x) ���!x!a +1 alors f(x) ���!x!a +1.2. Si sur un voisinage de a 2 I , on a : (f(x) � �(x)�(x) ���!x!a �1 alors f(x) ���!x!a �1.
10
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tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 13.1. Soit g born�ee au voisinage de a 2 R et f telle que limx!a f(x) = 0. Prouvez que f(x):g(x) ���!x!a 0.2. Soit g major�ee au voisinage de a 2 R et f telle que limx!a f(x) = �1. Prouvez que f(x) + g(x) ���!x!a �1.3. Soit g minor�ee au voisinage de a 2 R et f telle que limx!a f(x) = +1. Prouvez que f(x) + g(x) ���!x!a +1.Corollaire 19 : Th�eor�eme de majorationSoit une fon
tion f : I 7! R, un point a 2 I et un r�eel l 2 R.Soit � une fon
tion d�e�nie sur un voisinage V de a.Si (8x 2 V; jf(x)� lj � �(x)�(x) ���!x!a 0 alors f(x) ���!x!a l.Preuve 19 : Imm�ediat en remarquant que dans 
e 
as, l � �(x) � f(x) � l + �(x).Exer
i
e : 8D�eterminer les limites des fon
tions suivantes :1. f(x) = x: sin 1x en 0 2. f(x) = x: 
os(ex)x2 + 1 en +13. f(x) = ex�sinx en +1 4. f(x) = x+ ar
tanxx en +1Exer
i
e : 9D�eterminer si elles existent, les limites en 0+, en 0� et en +1 de f(x) = x:E(1=x).5 Rappel : Etude des bran
hes in�nies d'une 
ourbe y = f(x)f d�esigne une appli
ation d'un intervalle I dans R. On note � le graphe de f dans un rep�ere orthonorm�e (O; ~i; ~j)D�efinition 14 : On dira que � admet une bran
he in�nie lorsque l'une des trois 
onditions suivantes estv�eri��ee :1) f(x) ���!x!a 1 ave
 a 2 R on dira que � admet une asymptote verti
ale x = a2) f(x) ����!x!1 b ave
 b 2 R on dira que � admet une asymptote horizontale y = b3) f(x) ����!x!1 1 
e 
as m�erite une �etude plus pouss�ee.D�efinition 15 : Cas o�u : f(x) ����!x!1 11) Si f(x)x ����!x!1 1 on dira que � admet une bran
he parabolique de dire
tion Oy en +/-12) Si f(x)x ����!x!1 0 on dira que � admet une bran
he parabolique de dire
tion Ox en +/-13) Si f(x)x ����!x!1 m 2 R on dira que � admet une dire
tion asymptotique en a d'�equation y = mxSi f(x)�mx ����!x!1 p 2 R on dira que � admet une asymptote oblique d'�equation y = mx+ p

11
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tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/BP Oy BP Ox DA y = mx Asymptote y = mx+ pExemple 14. Etudier les bran
hes in�nies des 3 fon
tions suivantes :1. f(x) = x2 + lnxx+ e�x 2. f(x) = x+ 
osx 3. f(x) = x+px6 Comparaison lo
ale de deux fon
tionsSoient 2 fon
tions f; g : I 7! R et un point a 2 I .Nous supposerons i
i que f et g sont deux fon
tions qui ne s'annulent pas sur un voisinage de a priv�e de a.Il s'agit i
i de 
omparer les 2 fon
tions au voisinage de a.Pour 
ela, formons leur rapport f(x)g(x) et regardons 
e qui se passe lorsque x! a.3 
as int�eressants se pr�esentent alors :Cas 1 : f(x)=g(x) est born�e au voisinage de a On dira que f est domin�e par g : f = O(g)Cas 2 : f(x)=g(x) tend vers 0 lorsque x tend vers a On dira que f est n�egligeable devant g : f = o(g)Cas 3 : f(x)=g(x) tend vers 1 lorsque x tend vers a On dira que f et g sont �equivalentes : f � g6.1 La relation : "Est domin�ee par ..."Soit a 2 I et f et g deux fon
tions d�e�nies sur l'intervalle I � R ne s'annulant pas sur un voisinage de a priv�e de a.D�efinition 16 : "Est domin�ee par ..."On dira que la fon
tion f est domin�ee par la fon
tion g au voisinage du point a ssi9M > 0; 9V 2 Va tels que 8x 2 V \ I; jf(x)j �M:jg(x)jNotation : f = O(g)Par abus de language, on notera O(g) toute fon
tion domin�ee par g au voisinage de a.Remarque 18. Puisque g ne s'annule pas sur un voisinage de a, on a aussi :f = O(g) au voisinage de a () la fon
tion fg est born�ee au voisinage de a (priv�e de a).Remarque 19.1. La notation f = O(g) ne veut rien dire si l'on ne pr�e
ise pas au voisinage de quel point on se trouve.2. E
rire f = O(1) au voisinage de a signi�e que f est born�ee au voisinage de a.Exemple 15.1. Si f(x) = 3x5 � x4 + 2x alors f = O(x) au voisinage de 02. Si f(x) = 3x5 � x4 + 2x alors f = O(x5) au voisinage de +16.2 "Est n�egligeable devant ..."Soit a 2 I et f et g deux fon
tions d�e�nies sur l'intervalle I � R ne s'annulant pas sur un voisinage de a priv�e de a.D�efinition 17 : La relation : "Est n�egligeable devant ..."On dira que la fon
tion f est n�egligeable devant la fon
tion g au voisinage du point a ssi8" > 0; 9V 2 Va tel que 8x 2 V \ I; jf(x)j � ":jg(x)jNotation : f = o(g) ou parfois f << gPar abus de language, on notera o(g) toute fon
tion n�egligeable devant g au voisinage de a.Remarque 20. Puisque g ne s'annule pas sur un voisinage de a priv�e de a, on a aussi :f = o(g) au voisinage de a () f(x)g(x) ���!x!a 0.12



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 21.1. La notation f = o(g) ne veut rien dire si l'on ne pr�e
ise pas au voisinage de quel point on se trouve.2. f = o(g) signi�e que f(x) est beau
oup plus petit en valeur absolue que g(x) au voisinage de a.3. E
rire f = o(1) au voisinage de a signi�e que f(x) ���!x!a 0Exemple 16. Soit (p; q) 2 N2 . On a : xp = o(xq) au voisinage de 0 () q < pExemple 17.1. Si f(x) = 3x5 � x4 + x2 alors f = o(x) au voisinage de 02. Si f(x) = 3x5 � x4 + x2 alors f = o(x6) au voisinage de +1Th�eor�eme 20 : Comparaison des fon
tions usuellesSoient �; �; 
 > 0 trois r�eels.1. Comparaison ln et puissan
e :� en +1 : (lnx)
 = o(x�)� en 0+ : j lnxj
 = o( 1x� ) 2. Comparaison puissan
e et exponentielle :� en +1 : x� = o(e�x)� en +1 : x� = o(ax), lorsque a > 1� en �1 : e�x = o( 1x� ), lorsque � 2 NPar transitivit�e, on en d�eduit que : � en +1 : ln� x = o(e�x)Preuve 20 : Voir le 
ours sur les fon
tions usuelles.Exemple 18. D�eterminer la limite en +1 de f(x) = x3: ln2 xe5x .Le th�eor�eme pr�e
�edent dit en gros la 
hose suivante :"Aux bornes de leur intervalle de d�e�nition,les exponentielles l'emportent sur les fon
tions puissan
e etles fon
tions puissan
e l'emporte sur le logarithme."Proposition 21 : Op�erations sur les relations de 
omparaisons1) f = o(g), g = o(h) ) f = o(h) 
ad (transitivit�e) idem ave
 O2) f1 = o(g), f2 = o(g) ) f1 + f2 = o(g) 
ad o(g) + o(g) = o(g) idem ave
 O3) f1 = o(g1), f2 = o(g2) ) f1f2 = o(g1g2) 
ad o(g1)o(g2) = o(g1g2) idem ave
 O4) f = o(g) ) hf = o(hg) 
ad ho(g) = o(hg) idem ave
 O5) f = o(�g) (� 2 R� ) ) f = o(g) 
ad o(�g) = o(g) idem ave
 OPreuve 21 : Ces d�emonstrations ne posent au
une diÆ
ult�e.Exemple 19.1. En 0, on suppose que : f(x) = x+ o(x) et que g(x) = x2 + o(x2). Que dire que f + g?2. D�eterminer une fon
tion f telle que x ln x = o(f(x)) au voisinage de +1.3. D�eterminer une fon
tion f telle que lnxx = o(f(x)) au voisinage de 0.Exer
i
e : 10Ordonner les fon
tions suivantes selon la relation "est n�egligeable devant " au voisinage de +1.x2ex, x+ x2, x2lnx , x3 lnx, exx ln x , x+ lnpx, x2x+ lnx , x2 ln2 x6.3 La relation : "Est �equivalent �a ..."Soit a 2 I et f et g deux fon
tions d�e�nies sur l'intervalle I � R ne s'annulant pas sur un voisinage de a priv�e de a.D�efinition 18 : "Est �equivalent �a ..."On dira que f et g sont �equivalentes au voisinage du point a ssi8" > 0; 9V 2 Va tel que 8x 2 V \ I; jf(x) � g(x)j � ":jg(x)j13



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Notation : f �a g ou f �x!a g ou en
ore f � g s'il n'y a pas d'ambigu��t�e.Remarque 22. Puisque g ne s'annule pas sur un voisinage de a priv�e de a, on a aussi :f �a g () f(x)g(x) ���!x!a 1.Remarque 23.1. On a f � g () f � g = o(g) ou en
ore, f � g () f = g + o(g) au voisinage de a.2. La notation f � g ne veut rien dire si l'on ne pr�e
ise pas au voisinage de quel point on se trouve..1. Contrairement aux apparen
es, il n'y a au
une impli
ation entre f �a g et f(x)� g(x) ���!x!a 0.2. E
rire que f �a 0 signi�e que f est nulle sur un voisinage de a.Comme 
ela n'est, en g�en�eral, pas le 
as en pratique, on veillera �a ne jamais l'�e
rire !Proposition 22 : La relation � est une relation d'�equivalen
e sur F(I;R).Elle est en parti
ulier sym�etrique, 
'est �a dire : si f est �equivalente �a g, g est alors �equivalente �a f .On dira don
 que f et g sont �equivalentes.Preuve 22 : On d�emontre fa
ilement que � est r�e
exive, sym�etrique et transitive.Exemple 20.1. Si P est une fon
tion polynomiale non nulle :P est �equivalente �a son monôme de plus haut degr�e au voisinage de +1P est �equivalente �a son monôme de plus bas degr�e au voisinage de 02. Au voisinage de +1 : 
hx � ex2 et shx � ex23. Au voisinage de 0 :(a) ln(1 + x) � x(b) ex � 1 � x(
) sinx � x (d) ar
sinx � x(e) shx � x(f) argshx � x (g) tanx � x(h) ar
tanx � x(i) thx � x (j) argthx � x(k) 1� 
osx � x22 (l) 1� 
hx � �x22Remarque 24. En fait, une fon
tion donn�ee admet une in�nit�e d'�equivalents au voisinage d'un point a. Seulementl'int�erêt d'un �equivalent est de rempla
er une fon
tion par une autre fon
tion plus simple. On 
hoisira don
 toujoursl'�equivalent le plus simple.Par exemple, au voisinage de +1 on a : 8<: x2 + x � x2x2 + x � x2 + 2x+ 1x2 + x � x2 � x� 3 . Seul le premier �equivalent a un int�erêt !!
On retiendra de 
et exemple qu'il ne faut jamais donner un �equivalent sous la forme d'une somme !!!Exer
i
e : 11Prouver que si 8x 2 R, on a P (x)ex +Q(x)e�x = 0 ave
 P et Q des fon
tions polynômiales, alors P = Q = 0.. Ne pas 
onfondre la notation � ave
 la notation ' utilis�ee parfois en physique.1. 
osx � 1 au voisinage de 0 est un �equivalent2. 
osx ' 1� x22 au voisinage de 0 est un d�eveloppement limit�e 
a
h�e (Notation jamais utilis�ee en Math !!)Proposition 23 : Un �equivalent donne lo
alement le signe de la fon
tionSoient deux fon
tions f; g : I 7! R et un point a 2 I .Si au voisinage du point a, f � g alors, il existe un voisinage V de a sur lequel f et g ont même signe.Preuve 23 : On d�emontre fa
ilement qu'il existe un voisinage de a sur lequel 12 � f(x)g(x) .14
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tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 24 : Un �equivalent donne la limite !Soient deux fon
tions f; g : I 7! R et un point a 2 I .Si ( f �a gg(x) ���!x!a l alors f(x) ���!x!a lPreuve 24 : Pas de diÆ
ult�e en 
onsid�erant la fon
tion h d�e�nie par h(x) = f(x)g(x) .Remarque 25. Pour d�eterminer la limite d'une fon
tion, on pourra ainsi re
her
her un �equivalent simple de la fon
tion.Pour 
ela, nous pourrons utiliser les r�esultats qui suivent ...Th�eor�eme 25 : Equivalents 
lassiques lorsque f(x) ���!x!a 0Au voisinage de a :� ln(1 + f(x)) � f(x)� sin f(x) � f(x)� ar
sin f(x) � f(x)� sh f(x) � f(x)� argsh f(x) � f(x)
� tan f(x) � f(x)� ar
tanf(x) � f(x)� th f(x) � f(x)� argthf(x) � f(x) � 1� 
os f(x) � f(x)22� 1� 
h f(x) � �f(x)22� �ef(x) � 1� � f(x)� [(1 + f(x))� � 1℄ � �f(x)Preuve 25 : Ces r�esultats proviennent dire
tement des limites vues dans le 
ours sur les fon
tions usuelles.Proposition 26 : Cal
uls ave
 des �equivalents1. Si f(x) ���!x!a l et l 6= 0 alors f �a l2. Si f1 �a g1 et f2 �a g2 alors ( f1f2 �a g1g2f1=f2 �a g1=g23. Soit � 2 R.Si f �a g et f et g sont positives alors f� �a g� (� est i
i ind�ependant de x !).Preuve 26 : Pas de diÆ
ult�es !Exer
i
e : 12D�eterminer un �equivalent simple des fon
tions suivantes au voisinage de 0.1. f(x) = xexx2 + 1 ln(1 + x) 2. g(x) = p1 + 2x� 1argth(
osx� 1). On ne peut pas tout faire ave
 des �equivalents :1. Soient les fon
tions : f(x) = x2 + x g(x) = �x2 h(x) = x2 + 1x .Au voisinage de +1 on a 8<: f(x) � x2g(x) � �x2h(x) � x2 , et pourtant 8><>: f(x) + g(x) � xh(x) + g(x) � 1xef(x) 6� ex2 alors que eh(x) � ex2 .2. Soit � f(x) = (1 + x) 1xg(x) = (1� x) 1x . Montrer qu'au voisinage de 0 : � f(x) 6� 1 1xg(x) 6� 1 1x .. Cons�equen
es !!1. Le symbole � ne se manipule pas 
omme le signe = notamment lorsqu'on a une somme.2. On peut prendre sans r�e
�e
hir des produits, quotients, puissan
es d'�equivalents, mais il faut prendre 
ertainespr�e
autions (voir 
i-dessous !) dans la re
her
he d'un �equivalent d'une somme, d'une exponentielle ou d'un loga-rithme. 15
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tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/3. Dans le 
as o�u � est une fon
tion de x, il faudra �e
rire : f� = e� ln f .4. La forme 11 est une forme ind�etermin�ee !Th�eor�eme 27 : Cas du logarithme et de l'exponentielle1. Si ( f �a gg(x) ���!x!a l 2 Rnf1g Alors ln f �a ln g2. Si ( f �a gf(x)� g(x) ���!x!a 0 Alors ef �a egPreuve 27 : Pas de diÆ
ult�e.Exemple 21. D�eterminer un �equivalent de : f(x) = ln((x + sinx)2 + 1) au voisinage de +1.Remarque 26. Lorsque ( f �a gg(x) ���!x!a 1 , on pourra �e
rire : ln f(x) = ln(1 + (f(x)� 1)) �a f(x)� 1.Exer
i
e : 13Etudier les limites suivantes :1. f(x) = ln e2x + 1ex + 1 en +1 2. g(x) = sin(sin3 x2)sin3(sin2 x) en 0 3. h(x) = 1x(x � lnx)x en 0+4. k(x) = � ln(1 + x)lnx �x lnx en +1 5. l(x) = (1 + lnx)tan(�2 x) en 1 6. m(x) = ln(ln x+ 1x ) en +1Remarque 27. Lorsqu'on 
her
he un �equivalent au voisinage de a 2 R� , on pourra se ramener en 0 en posant t = x�a.M�ethode : Re
her
he d'un �equivalent d'une somme: f = g + h1. On 
ommen
era par v�eri�er si la somme est fa
torisable.2. Si 
e n'est pas le 
as, on re
her
hera un �equivalent simple des fon
tions g et h : � g � ah � b .On rempla
era �e
rira alors f = a+ o(a) + b+ o(b) et on 
omparera les ordres de grandeur de a et b.3. Lorsque a+ b = 0, la m�ethode pr�e
�edente ne mar
he pas. On pourra alors :� soit tenter de transformer la fon
tion (fa
torisation, quantit�e 
onjugu�ee...).� soit re
ourir aux d�eveloppements limit�es (voir un 
ours ult�erieur).Exemple 22.1. f(x) = x2 + x: ln 1=x au V(+1).2. f(x) = 2x+ ln(1 + x) au V(0). 3. f(x) = sinx� sinpx2 + 1 au V(0).4. f(x) = sinx� x au V(0).Exemple 23.1. Prouver qu'au voisinage de 0 on a :1. (sinx)sh x � 1 � x ln x 2. sin3 xln(1 + x2) +px � x2. Montrer qu'au voisinage de +1 on a :1. x2 + (x� 1) lnx � x2 2. xx 1x � x � ln2 x 3. p1 + x2 �p2 + x+ x2 � �124. ln3(x + 1)� ln3 x � 3 ln2 xx 5. shpx2 + x� shpx2 � x � ex sh 12Exer
i
e : 14Prouver que : 16



Cours MPSI-2010/2011 Fon
tions d'une variable r�eelle (Etude Lo
ale) http://pas
al.delahaye1.free.fr/1. limx!0+ x ln(x sh 1x ) = 1 4. limx!1+ xx � xln(1 +px2 � 1) = 0 7. limx!0(
osx) 1sh x sin x = e� 122. limx!a logx a� loga xshx� sh a = �2a lna 
h a 5. limx!1 ex2+x � e2x
os �x2 = �2e2� 8. limx!+1 � lnxln(x+ 1)�x lnx = e�13. limx!0 (1� ex) sinxx2 + x3 = �1 6. limx!a �2� xa�tan �x2a = e 2� 9. limx!0+(ln(1 + x))ln(1+x2) = 1
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