
G�eom�etrie �el�ementaire du Plan|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur27 septembre 20101 Points, veteurs et droitesD�efinition 1 : Plan aÆne et plan vetorielLe plan peut être onsid�er�e omme :1. un ensemble de points on l'appellera alors le plan aÆne2. un ensemble de veteurs on l'appellera alors le plan vetorielA tout ouple de points (A; B) on assoie de fa�on unique un veteur ��!AB = �!u . On pourra alors noter : B = A+�!u .Dessin
Points et veteurs :D�efinition 2 : Droite vetorielle et droite aÆne1. L'ensemble D�!u de tous les veteurs olin�eaires �a un veteur non-nul �!u est appel�e la droite vetorielleengendr�ee par le veteur �!u . On la notera : D�!u = Vet(�!u ) = f�:�!u j � 2 Rg.2. L'ensemble des points D = fA+ �:�!u j � 2 Rg o�u A est un point et �!u un veteur non nul, est appel�e ladroite aÆne D passant par le point A et dirig�ee par le veteur �!u .On dit que Vet(�!u ) est la diretion de D et on note : D = A+Vet(�!u ).Dessin
Droite vetorielle et droite aÆne : 1
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2 Rep�erage dans le plan2.1 Coordonn�ees art�esiennesD�efinition 3 : Base du plan vetorielSoient �!i et �!j deux veteurs du plan, non nuls et non olin�eaires.Alors pour tout veteur �!u du plan, il existe deux uniques r�eels x et y tels que : �!u = x:�!i + y:�!j .(On dit que �!u s'exprime de fa�on unique omme ombinaison lin�eaire de �!i et �!j )1. Le ouple B = (�!i ;�!j ) est appel�ee base de l'ensemble des veteurs du plan (Plan vetoriel).2. Si �!i et �!j sont norm�es (de norme 1), on dit que la base B est norm�ee.3. Si �!i et �!j sont orthogonaux, on dit que la base B est orthogonale.4. Si �!i et �!j sont norm�es et orthogonaux, on dit que la base B est orthonorm�ee.5. x et y sont appel�es les oordonn�ees de �!u dans la base B = (�!i ;�!j ).On peut orienter le plan en hoisissant un sens positif de rotation.On prendra en g�en�eral le sens trigonom�etrique.Dans e as, on dit que la base B est direte si ([�!i ;�!j ) > 0.Remarque 1. Si on a le hoix, on se plaera plutôt dans une base orthonormale direte.D�efinition 4 : Rep�ere du plan aÆneSoit O un point du plan, et B une base du plan vetoriel.Le point O et la base B forment un rep�ere du plan et on note R = (O; B).O est appel�e le entre du rep�ere et �!i , �!j sont les veteurs de base.Remarque 2. On dira que le rep�ere R est orthonorm�e si la base B l'est.Th�eor�eme 1 : Coordonn�ees d'un point dans un rep�ereSoit M un point quelonque du plan munis d'un rep�ere R = (O;�!i ; �!j ).Alors il existe un unique ouple de r�eels x et y tels que : ��!OM = x:�!i + y:�!j .1. x et y sont appel�ees les oordonn�ees de M dans R.2. x est appel�ee l'absisse de M3. y est appel�ee l'ordonn�ee de MOn note M �xy�R ou plus simplement M �xy� ou M(x; y) lorsqu'il n'y a pas ambigu��t�e sur le rep�ere utilis�e.Preuve 1 : Cons�equene imm�ediate du premier th�eor�eme.Remarque 3. On peut identi�er les ensembles R2 et C au plan aÆne muni d'un rep�ere orthonormal ou au plan vetorielmuni d'une base orthonormale.

Base (�!i ; �!j ) Rep�ere du plan R(O; �!i ; �!j ) Plan omplexe2



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 1. Dans le plan, montrer que les m�edianes d'un triangle ABC se oupent en l'isobaryentre de (A; B; C).Exerie : 1(�) Dans le plan, on onsid�ere deux droites D1 et D2 s�eantes. Soient � A1; B1 et C1 trois points de D1A2; B2 et C2 trois points de D2 .Montrez que si les droites (A1; B2) et (A2; B1) sont parall�eles ainsi que les droites (B1; C2) et (B2; C1), alorsles droites (A1; C2) et (A2; C1) sont �egalement parall�eles.Th�eor�eme 2 : Formules de hangement de base et de rep�ereConsid�erons les deux bases ( B = (�!i ; �!j ) (anienne)B0 = (�!I ; �!J ) (nouvelle) et les deux rep�eres art�esiens � R = (O; B)R0 = (
; B0)La nouvelle base et le nouveau rep�ere sont d�e�nis par : 
�x
y
�R et �!I �ab�B ; �!J �d�B.1/ Notons : �!u �xy�B et �!u �XY �B0 alors : � x = a:X + :Yy = b:X + d:Y2/ Notons : M �xy�R et M �XY �R0 alors : � x = x
 + a:X + :Yy = y
 + b:X + d:YPreuve 2 :1. Il suÆt de remarquer que : �!u = �!u () x�!i + y�!j = X�!I + Y�!J () : : : .2. Il suÆt de remarquer que : ��!OM = �!O
 +��!
M () �xy� = �x
y
�+X�!I + Y�!J .Remarque 4. Lorsque les bases B et B0 sont orthogonales diretes telles que � = ([�!i ;�!I ), alors on a les formules dehangement de rep�ere : � x = x
 + os �:X � sin �:Yy = y
 + sin �:X + os �:YDessin
Changement de rep�ere :Remarque 5. Pour d�eterminer � XY en fontion de � xy , il suÆt de r�esoudre le syst�eme.Exemple 2. En hoisissant vos propres donn�ees, d�eterminer l'�equation art�esienne d'une droite dans un nouveaurep�ere.L'exerie suivant donne une appliation du hangement de rep�ere (reonnaissane de la nature d'une ourbe).Exerie : 2(�) Le plan aÆne est muni du rep�ere R(O; �!i ; �!j ) orthonorm�e diret.Soit R0 le rep�ere de entre 
�11�R, et dont la base (�!I ; �!J ) est obtenue par rotation d'angle �4 de (�!i ; �!j ).3



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Soit (H) l'ensemble des points M �xy�R du plan v�eri�ant : x2 + y2 + 6xy � 8x� 8y + 6 = 0.D�eterminer la nature de (H) en reherhant son �equation dans R0.2.2 Coordonn�ees polaires d'un pointDans ette partie, le plan aÆne est muni d'un rep�ere art�esien orthonorm�e diret R.Dessin
Coordonn�ees Polaires d'un point :D�efinition 5 : Rep�ere polaireOn d�e�nit les deux veteurs ( �!u � = os ��!i + sin ��!j�!v � = � sin ��!i + os ��!j .Le rep�ere R� = �O;�!u �;�!v �� s'appelle le rep�ere polaire ou parfois le rep�ere mobile.Remarque 6. Dans le plan omplexe, �!u � a pour aÆxe ei� et �!v � a pour aÆxe i:ei�.Th�eor�eme 3 : Coordonn�ees polaires d'un pointLorsque M 2 P , il existe un ouple (�; �) 2 R2 tel que ��!OM = ��!u �.On a la relation : � x = � os �y = � sin � et la donn�ee de (�; �) d�e�nit don la position exate de M .Tout ouple (�; �) tels que ��!OM = ��!u � est appel�e oordonn�ees polaires de M dans R.Preuve 3 : On onsid�ere � 2 R tel que ��!OMkOMk = �!u �. L'existene de � et � est alors aquise.Remarque 7.1. Contrairement aux oordonn�ees art�esiennes, les oordonn�ees polaires ne sont pas uniques.Ainsi, les deux ouples de oordonn�ees polaires (�; �) et (��; � + �) d�e�nissent le même point.On aura uniit�e des oordonn�ees polaires si l'on impose � 2 R+ et � 2 [0;2�[.2. Le point M(�; �) admet pour oordonn�ees art�esiennes � x = � os �y = � sin � et pour aÆxe z = �ei�.D�efinition 6 : Equation polaire d'un ensembleOn appelle �equation polaire d'un sous-ensemble � du plan toute relation de la forme f(�; �) = 0 telle que :M(�; �) 2 �() f(�; �) = 0
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 4 : Equation polaire d'une droiteLe plan est muni d'un rep�ere orthonorm�e diret R.1. Soit Da la droite d'�eq : x = a. M(�; �) 2 D () �: os � = a (1)2. Soit Db la droite d'�eq : y = b. M(�; �) 2 D () �: sin � = b (2)3. Soit D la droite d'�eq : a:x+ b:y =  ave � a 6= 0b 6= 0 . M(�; �) 2 D () �(a: os � + b: sin �) =  (3)(1), (2) et (3) sont appel�ees les �equations polaires des droites Da, Db et D.Preuve 4 : Il suÆt de substituer � x = � os �y = � sin � dans les �equations art�esiennes des droites.Th�eor�eme 5 : Equation Polaire d'une droite oblique ne passant pas par OD est une droite oblique (ne passant pas par O) ssi elle admet une �equation polaire de la forme :� = Aos(� � �0) o�u � �0 = (�!i ;��!OH) o�u H est le projet�e orthogonal de O sur DA est la distane de O �a DPreuve 5 : On pourra e�etuer un raisonnement g�eom�etrique.Remarque 8. Une droite oblique passant par O admet tout simplement une �equation de la forme � = �0.
Vertiale Horizontale Droite oblique Droite passant par OProposition 6 : Equation polaire d'un erle passant par OLe plan est muni d'un rep�ere orthonorm�e direte R(O; �!i ; �!j ).Soit C un erle de rayon R et de entre 
 passant par l'origine O. Appelons �0 l'angle \(�!i ; �!O
).On a alors : M(�; �) 2 C () � = 2R: os(� � �0) (1) �equation polaire de CPreuve 6 : On pourra e�etuer un raisonnement g�eom�etrique.Dessin

Equation polaire d'un erle passant par O 5



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Corollaire 7 : C est un erle passant par O ssi il admet une �equation polaire de la forme� = a: os � + b: sin �Preuve 7 : Il suÆt de prouver que les �equations � = a: os �+ b: sin � et � = 2:R: os(�� �0) sont �equivalentes.Exemple 3. (�) D�eterminer une �equation art�esienne du erle d'�equation polaire � = 4 os � + 2 sin �.En d�eduire les arat�eristiques de e erle.3 Le Produit Salaire de deux veteursD�efinition 7 : D�e�nition G�eom�etriqueSoient �!u et �!v deux veteurs du plan.On d�e�nit le produit salaire de �!u et �!v par :1. �!u :�!v = jj�!u jj:jj�!v jj: os(\�!u ; �!v ) si �!u et �!v non nuls.2. �!u :�!v = 0 si l'un des 2 veteurs est nul.Remarque 9.1. Cette d�e�nition nous donne la arat�erisation bien onnue : �!u ? �!v () �!u :�!v = 0.2. On pourra aussi retenir la formule suivante : os(\�!u ; �!v ) = �!u :�!vjj�!u jj:jj�!v jj si �!u et �!v non nuls.Produit salaire de deux veteurs
Remarque 10. Constatons que l'on a alors : k�!u k = p�!u :�!u ou enore que �!u :�!u = k�!u k2Proposition 8 : Le produit salaire de deux veteurs admet les propri�et�es suivantes.Pour tout r�eels � et � et pour tout veteurs �!a , �!b , �!u et �!v :1. Sym�etrie (ou ommutativit�e) : �!u :�!v = �!v :�!u2. Bilin�earit�e : ( (��!a + ��!b ):�!v = �(�!a :�!v ) + �(�!b :�!v ) (1)�!u :(��!a + ��!b ) = �(�!u :�!a ) + �(�!u :�!b ) (2)Preuve 8 :1. Compte-tenu de la d�e�nition, la sym�etrie est imm�ediate.2. Pour la bilin�earit�e, ompte-tenu de la sym�etrie, il suÆt de prouver (1). On pro�ede en 3 temps :(a) On d�emontre que (��!a ):�!v = �:(�!a :�!v )(b) On d�emontre g�eom�etriquement que (�!u +�!v ):�!w = �!u :�!w +�!v :�!w() On en d�eduit alors la propri�et�e ! 6



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 9 : Expression du produit salaire dans une base orthonormaleSi le plan vetoriel est muni d'une bon B. Soient �!u �xy�B et �!v �x0y0�B.Alors : �!u :�!v = x:x0 + y:y0Preuve 9 : Il suÆt d'exprimer �!u et �!v dans B et d'appliquer la bilin�earit�e.Corollaire 10 : Distane de deux pointsDans un rep�ere orthonorm�e, la distane d'un point A(xa; ya) �a un point B(xb; yb) est don :AB =p(xb � xa)2 + (yb � ya)2Preuve 10 : Pas de diÆult�e.Remarque 11. Dans le plan omplexe, si � u est l'aÆxe de �!uv est l'aÆxe de �!v alors : �!u :�!v = Re(u:�v)Remarque 12. D�es qu'il s'agira de aluler des distanes ou d'utiliser l'expression du produit salaire �a l'aide desoordonn�ees, on prendra bien soin de se plaer dans un rep�ere orthonorm�e.4 Le D�eterminant de deux veteursD�efinition 8 : D�e�nition G�eom�etriqueSoient �!u et �!v deux veteurs du plan. On d�e�nit le d�eterminant de �!u et �!v par :1. det(�!u ;�!v ) = jj�!u jj:jj�!v jj: sin(\�!u ; �!v ) si �!u et �!v non nuls.2. det(�!u ;�!v ) = 0 si l'un des 2 veteurs est nul.Remarque 13.1. det(�!u ; �!v ) est du signe de (\�!u ; �!v ) si on onsid�ere les angles de veteurs dans ℄� �;�℄.2. j det(�!u ; �!v )j repr�esente l'aire du parall�elogramme onstruit sur �!u et �!v .3. On pourra aussi retenir la formule suivante : sin(\�!u ; �!v ) = det(�!u ; �!v )jj�!u jj:jj�!v jj si �!u et �!v non nuls.Dessin
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 11 : Le d�eterminant de deux veteurs admet les propri�et�es suivantes.8�; � 2 R et pour tout veteur �!a , �!b , �!u et �!v :1. Antisym�etrie : det(�!u ; �!v ) = � det(�!v ; �!u )2. Bilin�earit�e : ( det(��!a + ��!b );�!v ) = � det(�!a ; �!v ) + � det(�!b ; �!v )det(�!u ; (��!a + ��!b )) = � det(�!u ; �!a ) + � det(�!u ; �!b )Preuve 11 :1. L'antisym�etrie est imm�ediate ompte-tenu de la d�e�nition.2. Pour la bilin�earit�e, on pro�ede omme pour le produit salaire.Proposition 12 : Expression du d�eterminant dans une base orthonormale direteSi le plan vetoriel est muni d'une bon direte B. Soient �!u �xy�B et �!v �x0y0�B.Alors : det(�!u ; �!v ) = x:y0 � y:x0 = ����x x0y y0����Preuve 12 : Il suÆt d'exprimer �!u et �!v dans la bon B et d'utiliser la bilin�earit�e.Remarque 14. Dans le plan omplexe, si � u est l'aÆxe de �!uv est l'aÆxe de �!v alors : det(�!u ; �!v ) = Im(u:�v) .Ainsi : � �!u (u) et �!v (v) olin�eaires () u�v 2 R�!u (u) et �!v (v) perpendiulaires () u�v 2 iRRemarque 15. D�es qu'on souhaitera utiliser l'expression du d�eterminant �a l'aide des oordonn�ees, on prendra soin dese plaer dans un rep�ere orthonormale diret.Th�eor�eme Fondamental 13 : D�eterminant et olin�earit�eSoient �!u (x; y) et �!v (x0; y0) deux veteurs du plan dans une base quelonque. On a :�!u et �!v sont olin�eaires () det(�!u ; �!v ) = 0() xy0 � yx0 = 0Preuve 13 :1. La premi�ere �equivalene est imm�ediate d'apr�es la d�e�nition du d�eterminant.2. La deuxi�eme est une ons�equene direte de la d�emonstration de la proposition pr�e�edente.Remarque 16. Si A, B et C sont trois points du plan on a alors : A, B et C sont align�es () det(��!AB; �!AC) = 05 Droites et Cerles du plan aÆne5.1 Droites aÆnesD�efinition 9 : Equations art�esiennes et �equations param�etriquesSoit D la droite (aÆne) passant par un point A et dirig�ee par un veteur non nul �!u .Soit M un point du plan.Par d�e�nition : M 2 D () ��!AM et �!u sont olin�eaires1. Ave la arat�erisation de la olin�earit�e �a l'aide des oordonn�ees : M 2 D () ����x� xA x�!uy � yA y�!u ����() : : : .La relation obtenue est appel�ee une �equation art�esienne de D2. Ave un param�etre : M 2 D () il existe un r�eel � tel que ��!AM = �:�!u () : : :Les relations obtenues pour les oordonn�ees sont appel�ees �equations param�etriques de D8



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 4. D�eterminer � une �equation art�esiennedes �equations param�etriques de la droite D passant par A��13 � et B�21�.Remarque 17. Equation art�esienne d'une droite1. Une droite aÆne admet don une �equation de la forme : ax+ by +  = 0 ave (a; b) 6= (0; 0).2. L'ensemble des points M(x; y) v�eri�ant une relation � ax+ by +  = 0(a; b) 6= (0; 0) est une droite dirig�ee par �!u (�b; a).3. Une droite admet une in�nit�e d'�equations art�esiennes, toutes proportionnelles les unes aux autres.Remarque 18. Equations param�etriques d'une droite1. Une droite aÆne admet don des �equations param�etriques de la forme : � x = �+ �:ay = � + �:b .2. L'ensemble des pointsM(x; y) tels que� x = �+ �:ay = � + �:b ave� � 2 R(a; b) 6= (0; 0) est une droite� dirig�ee par �!u (a; b)passant par A(�; �) .3. Une droite admet une in�nit�e d'�equations param�etriques.Proposition 14 : Equation art�esienne d'une droite orthogonale �a un veteurSoit D la droite passant par un point A et orthogonale au veteur non nul �!u .Soit M(x; y) un point du plan muni d'un rep�ere orthonorm�e.On a alors : M 2 D () ��!AM et �!u sont orthogonaux () ��!AM:�!u = 0 (1)On obtient alors une �equation art�esienne d'une telle droite en exprimant la relation (1) a l'aide des oordonn�ees.Exemple 5. Soit P le plan muni d'un rep�ere orthonorm�e.D�eterminer une �equation art�esienne de la droite D passant par A��13 � et orthogonale �a �!u �21�.Remarque 19. Dans un rep�ere orthonorm�e, une droite d'�equation art�esienne ax + by +  = 0 est perpendiulaire auveteur �!u (a; b).Proposition 15 : Distane d'un point �a une droite du planSi 8<: D est la droite � passant par Adirig�ee par �!uM est un point du plan alors : d(M;D) = ���det(��!AM; �!u )���k�!u kPreuve 15 : L'expression du d�eterminant (en valeur absolue) fait apparâ�tre la distane du point �a la droite.Dessin
Distane d'un point �a une droiteCorollaire 16 : Soit � une droite D : ax+ by +  = 0un point de plan M(x; y) . Alors dans un ron : d(M;D) = jax+ by + jpa2 + b29



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 16 : Cette formule se d�eduit du r�esultat pr�e�edent en remarquant que �!u (�b; a) dirige la droite D eten introduisant un point M0 2 D.Proposition 17 : Equation normale d'une droiteOn munit le plan d'un rond R(O; �!i ; �!j ).Toute droite (D) admet une �equation art�esienne unique de la forme : os �:x+ sin �:y = e ave e � 0.1. Cette �equation est appel�ee l'�equation normale de D2. Interpr�etation g�eom�etrique des param�etres :(a) e repr�esente la distane de O �a (D)(b) � repr�esente l'angle (�!i ; ��!OH) o�u H est le projet�e orthogonal de O sur (D)Preuve 17 :1. On montre que parmi toutes les �equations art�esiennes de (D) (�:ax+�:by = �) une seule est de la formevoulue.2. Pas de diÆult�e pour e3. On montre failement que (�!i ; ��!OH) = � [�℄ en v�eri�ant que �!u �os �sin �� == ��!OH .On montre que (�!i ; ��!OH) = � [2�℄ en remarquant que �!u :��!OH = e > 0.Dessin
Equation normale d'une droiteExemple 6. (�) Le plan est ii muni d'un rep�ere orthonorm�e. Les questions suivantes sont ind�ependantes :1. D�eterminer l'�equation normale de la droite d'�equation art�esienne : x� y + 3 = 0.2. Soient les points A(1; � 1), B(2; 3), C(1; 6) et D(0; 2). D�eterminer l'aire du parall�elogramme ABCD.3. D�eterminer les droites dirig�ees par 2�!i +�!j et situ�ees �a une distane p5 de A(1; 1).Exerie : 3(�) Soit �!u un veteur et A un point du plan. Soit une appliation f : Plan 7! R et k 2 R.On appelle "ligne de niveau k" de f l'ensemble des points M du plan tels que f(M) = k.D�eterminer les lignes de niveaux des appliations : f : P �! RM 7! �!u :��!AM et g : P �! RM 7! det(�!u ; ��!AM)5.2 CerlesLe plan est muni d'un rep�ere orthonorm�e R.Proposition 18 : Soit C le erle de entre 
(x
; y
) et de rayon R.M(x; y) 2 C () (x� x
)2 + (y � y
)2 = R2L'�equation obtenue est appel�ee �equation art�esienne de C.Preuve 18 : On a : M(x; y; z) 2 C ()M
 = R()M
2 = R2 () : : : .10



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 20.1. L'�equation d'un erle est don de la forme : x2 + y2 + 2ax+ 2by +  = 0 ave a; b;  2 R.2. Dans le rep�ere R(
; �!i ; �!j ) le erle C a pour �equation art�esienne X2 + Y 2 = R2.Proposition 19 : R�eiproquement :L'ensemble des points v�eri�ant une relation de la forme x2 + y2 + 2ax+ 2by +  = 0 est 8<: soit un erlesoit un pointsoit ; .Preuve 19 : Il suÆt de r�eduire l'�equation ...Remarque 21. le erle de diam�etre [AB℄ est l'ensemble des points M v�eri�ant ��!MA:��!MB = 0.Exprim�ee dans un rep�ere orthonorm�e, ette relation nous donne une �equation du erle.Que dire de l'ensemble des points du plan v�eri�ant une relation de la forme ��!MA:��!MB = � ave � 2 R?Exemple 7. (�) Le plan est ii muni d'un rep�ere orthonorm�e.1. D�eterminer une �equation art�esienne du erle de entre 
(3;� 2) et de rayon R = 2.2. D�eterminer une �equation art�esienne du erle de diam�etre [AB℄ ave A(3;� 1) et B(4;0).3. Carat�eriser l'ensemble des points M du plan dont les oordonn�ees v�eri�ent l'�equation : x2+y2�6x+4y�1 = 0Exerie : 4(��) Dans les deux questions suivantes, vous veillerez �a hoisir orretement le rep�ere.1. Etudiez analytiquement la nature de l'intersetion d'un erle et d'une droite.2. Etudiez analytiquement la nature de l'intersetion de deux erles.Exerie : 5(�) Questions ind�ependantes :1. Soient A et B deux points distints du plan et un r�eel k > 0.D�eterminer l'ensemble des points v�eri�ant : d(M; B) = k:d(M; A)2. D�eterminer l'ensemble des omplexes z v�eri�ant jz � ijjz + 1j = 2..Proposition 20 : CNS pour qu'une droite soit tangente �a un erleSoit D une droite et C un erle de entre 
 et de rayon R > 0.On dit que D est tangente �a C si et seulement si Card(D \ C) = 1.On a alors la arat�erisation suivante :D est tangente �a C si et seulement si d(
; D) = RPreuve 20 : R�esultat d�emontr�e dans un exerie pr�e�edent.Exerie : 6(��) Soient A et B deux points distints du plan.Etudier les lignes de niveau de l'appliation ' : P �! RM 7! (��!MA; ��!MB) [�℄ .Aide : On pourra se plaer dans un rep�ere tel que A(�; 0) et B(��; 0) puis remarquer que :(��!MA; ��!MB) = �[�℄() arg((z + �)(�z � �)e�i�) = 0[�℄() : : :Corollaire 21 : Ensemble des points v�eri�ant (��!MA; ��!MB) = k [�℄Soient A et B deux points distints du plan et k 2 Rn�Z.L'ensemble des points v�eri�ant (��!MA; ��!MB) = k [�℄ est le erle :� de entre 
 situ�e sur la m�ediatrie de [AB℄ et tel que (�!
A; �!
B) = 2k [�℄.� de rayon R = 
A.� priv�e de A et B 11



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire du plan http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 21 : Cons�equene de l'�etude men�ee dans l'exerie pr�e�edent.Corollaire 22 : CNS de oyliit�e ou d'alignementQuatres points du plan A, B, C et D sont align�es ou oyliques si et seulement si on a la relation :(�!CA; ��!CB) = (��!DA; ��!DB)[�℄Preuve 22 : Cons�equene de l'�etude men�ee dans l'exerie pr�e�edent.

CNS de oyliit�e ou d'alignementExemple 8. D�eterminer une CNS d'alignement ou de oyliit�e de quatre points exprim�ee �a l'aide des aÆxes de espoints.Exerie : 7(��) D�eterminer les omplexes z tels que les points d'aÆxes a = 1, b = z,  = 1=z et d = 1 � z soient align�es ouoyliques.
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