
Les Entiers Naturels|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye : D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur10 janvier 20111 Les axiomes de P�eano (1858 - 1932).D�efinition 1 : D�e�nition de NIl existe un ensemble N dont les �el�ements seront appel�es Entiers Naturels et une fon
tion appel�ee su

esseurd�e�nie sur 
et ensemble, et v�eri�ant les axiomes suivants :1. 0 est un entier naturel2. tout entier naturel poss�ede un su

esseur3. deux entiers naturels ayant le même su

esseur sont �egaux4. 0 n'est le su

esseur d'au
un entier naturel5. si A 2 P(N) 
ontient 0 et si le su

esseur de tout �el�ement de A appartient �a A, alors A est �egal �a N.Remarque 1.{ Le 5�eme axiome permet de justi�er le prin
ipe de r�e
urren
e.{ Ces axiomes permettent de d�e�nir sur N l'addition, le produit, la relation d'ordre ave
 toutes les propri�et�es bien
onnues (asso
iativit�e, 
ommutativit�e ... et
 ...)D�efinition 2 : D�e�nitions de Z et QL'ensemble Z est alors 
onstruit pour que 
haque �el�ement de N admette un sym�etrique pour l'addition.(Z; + ; �) a alors la stru
ture d'anneau (voir 
ours sur les stru
tures alg�ebriques).L'ensemble Q est alors 
onstruit pour que 
haque �el�ement non nul de Z admette un sym�etrique pour lamultipli
ation. (Q; + ; �) a alors la stru
ture de 
orps (voir 
ours sur les stru
tures alg�ebriques).2 Le prin
ipe de r�e
urren
e.Remarque 2. Tous les th�eor�emes suivants sont valables en rempla�
ant 0 par n0, un entier naturel quel
onque.Th�eor�eme 1 : R�e
urren
e simple (un seul pr�ed�e
esseur)Soit une proposition Pn d�ependant d'un entier n. On suppose que :1. P0 est VRAI ;2. 8n � 0, Pn ) Pn+1.Alors la proposition Pn est vraie pour tout n � 0.Preuve 1 : On applique l'axiome P5 �a la partie A = fn 2 N v�eri�ant Png.Exemple 1. (�) Montrer par r�e
urren
e que 8n 2 N� , 1
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al.delahaye1.free.fr/a) 12 + 22 + � � �+ n2 = nXk=1 k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)6 b) 13 + 23 + � � �+ n3 = nXk=1 k3 = [n(n+ 1)℄24Remarque 3.1. Si vous n'utilisez pas Pn pour d�emontrer Pn+1, 
'est qu'il n'y a pas besoin de faire une r�e
urren
e.2. Il faut d�emontrer "Pn ) Pn+1" pour tout n �a partir du rang d'initialisation (0 dans la plupart des 
as).R�eda
tion d'une r�e
urren
e1. Pour tout n � 0, soit Pn : . . .2. Montrons que P0 est vraie : . . .3. Hypoth�ese de R�e
urren
e :Soit n � 0 : supposons que Pn est vraie et prouvons la propri�et�e Pn+1 . . .4. Con
lusion : Pn est don
 vraie pour tout n � 0Une variante du th�eor�eme pr�e
�edent se pr�esente sous la forme :Corollaire 2 : R�e
urren
e forteSoit une proposition Pn d�ependant d'un entier n. On suppose que :1. P0 est VRAI ;2. 8n � 0, P0 . . .Pn ) Pn+1.Alors la proposition Pn est vraie pour tout n � 0.Remarque 4. Dans le 
as d'une r�e
urren
e forte, l'hypoth�ese de r�e
urren
e se r�edige don
 sous la forme :"Soit n 2 N. Supposons que Pq est vrai pour tout entier q 
ompris entre 0 et n."Exemple 2. (�) D�emontrer que tout entier naturel n � 2 admet un diviseur premier.Exer
i
e : 1(�) Soit (un) la suite d�e�nie par u0 � 0 et un+1 = ln(1 + u0:u1 : : : un) pour tout n � 0.Prouver que (un) est d�e�nie pour tout n 2 N et que 8n 2 N; un � 0.Parfois, la r�e
urren
e n�e
essite de prouver la propri�et�e voulue pour plusieurs valeurs initiales de n.On utilise alors le 
orollaire suivant du prin
ipe de r�e
urren
e :Corollaire 3 : R�e
urren
e ave
 plusieurs pr�ed�e
esseursOn 
onsid�ere une proposition Pn d�ependant d'un entier n. On suppose que :1. P0, P1, . . . , Pk sont VRAIES.2. 8n � 0, �Pn et Pn+1 et : : : et Pn+k�) Pn+k+1.Alors 8n � 0, la proposition Pn est vraie.Remarque 5.1. Dans le 
as d'une r�e
urren
e ave
 k pr�ed�e
esseurs, l'hypoth�ese de r�e
urren
e se r�edige don
 sous la forme :"Soit n 2 N. Supposons que Pq est vrai pour tout entier q 
ompris entre n et n+ k."2. On d�ete
te fa
ilement un 
as de r�e
urren
e ave
 plusieurs pr�ed�e
esseurs lorsque la d�emonstration de Pn+k+1 n�e
essitel'utilisation de Pn et Pn+1 et : : : et Pn+k ave
 k ind�ependant de n. Dans 
e 
as, il faut obligatoirement d�emontrerles k premi�eres propri�et�es dans l'�etape d'initialisation !!3. Alors que l'initialisation d'une r�e
urren
e forte ne se fait que pour la premi�ere valeur de n, en revan
he, 
elle d'uner�e
urren
e ave
 p pr�ed�e
esseurs porte sur les p premi�eres valeurs de n.Exer
i
e : 2(�) Soit (Fn) la suite de Fibona

i d�e�nie par � F0 = 0F1 = 1 et pour tout n 2 N : Fn+2 = Fn + Fn+1.1. Montrer que 8n 2 N, on a : Fn � 2n.2. Montrer que pour tout n 2 N Fn = p55 (�n � �n) o�u � et � sont les ra
ines de �x2 + x+ 1 = 0 ave
 � > �.Remarque 6. On pourra envisager d'utiliser le prin
ipe de r�e
urren
e d�es qu'il faut d�emontrer qu'une propri�et�e est vraiepour tout entier n (ou presque). 2
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al.delahaye1.free.fr/3 Propri�et�es fondamentales.La relation d'ordre sur N est d�e�nie de la fa�
on suivante :8(n; m) 2 N2 ; n � m() 9k 2 N; m = n+ kAve
 
ette relation d'ordre, l'ensemble des entiers naturels poss�ede les trois propri�et�es donn�ees dans le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 4 : Plus petit et plus grand �el�ement d'une partie de N{ (P1) Toute partie A � N non-vide poss�ede un plus petit �el�ement.{ (P2) Toute partie A � N non-vide et major�ee poss�ede un plus grand �el�ement.{ (P3) Toute suite d'�el�ements de N stri
tement d�e
roissante est �nie.Preuve 4 : D�emonstrations non exigible !Exemple 3. La propri�et�e pr�e
�edente a �et�e, par exemple, utilis�ee dans le 
ours sur les stru
tures alg�ebriques pour d�emontrerl'existen
e de l'indi
e de nilpoten
e d'un �el�ement nilpotent d'un anneau non int�egre.D�efinition 3 : Ensembles d�enombrablesTout ensemble E tel qu'il existe une bije
tion de N dans E est dit d�enombrable.Remarque 7. Cela revient �a dire qu'il est possible de 
ompter les �el�ements de E, ou en
ore que E et N ont "le mêmenombre d'�el�ements".Exemple 4. (� � � � ��)1. Tout ensemble in�ni 
ontenu dans N est d�enombrable.En parti
ulier, l'ensemble des nombres pairs et des nombres premiers sont d�enombrables.2. Z et Q sont d�enombrables.Contre-Exemple 1. (� � �) Prouver que [0; 1[ (et don
, que R ..) n'est pas d�enombrable.Exer
i
e : 3(�) Prouver que R et ℄0; 1[ ont le même nombre d'�el�ements.4 Ensembles �nisOn d�e�nit pour (p; q) 2 N2 tels que p � q, l'intervalle d'entiers : [[p;q℄℄ = fk 2 N tq p � k � qg.D�efinition 4 : Ensembles �nisSoit E un ensemble non vide.On dira que E est un ensemble �ni lorsqu'il existe un entier n 2 N� et une bije
tion � : [[1;n℄℄ 7! E.Par 
onvention, on dira que l'ensemble vide ; est �egalement un ensemble �ni.Remarque 8. Cette d�e�nition revient �a dire que l'on peut 
ompter les �el�ements de E.Th�eor�eme 5 : Uni
it�e du 
ardinalSi E est un ensemble �ni non vide, alors l'entier n de la d�e�nition pr�e
�edente est unique.Il sera appel�e le 
ardinal de E et not�e jEj ou 
ard(E)On dira que ; a un 
ardinal nul : Card(;) = 0.Preuve 5 : On admet que s'il existe une bije
tion de [[1;p℄℄ dans [[1;q℄℄, alors p = q.Pour montrer que deux ensembles ont même 
ardinal, il suÆra de trouver une bije
tion de l'un vers l'autre.Th�eor�eme 6 : Soient deux ensembles �nis E et F tels que F � E. Alors :1. Card(F ) � Card(E) 2. Si Card(F ) = Card(E) alors F = EPreuve 6 : Th�eor�eme admis ! 3
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al.delahaye1.free.fr/Pour montrer que deux ensembles E et F de même 
ardinal sont �egaux, il suÆt de prouver que E � FRemarque 9. On verra en alg�ebre lin�eaire une propri�et�e analogue pour d�emontrer l'�egalit�e de deux espa
es ve
toriels.Th�eor�eme Fondamental 7 : Appli
ations entre ensembles �nisSoient deux ensembles �nis E et F , et une appli
ation f : E 7! F . On a :1. � Card(f(E)) � Card(E)Card(f(E)) � Card(F ) 2. f est inje
tive () Card(f(E)) = Card(E)3. f est surje
tive () Card(f(E)) = Card(F )4. Dans le 
as o�u Card(E) = Card(F ) : (f inje
tive )() (f surje
tive )() (f bije
tive )Preuve 7 : Th�eor�eme admis !Th�eor�eme 8 : Parties �nies de N1. Une partie non vide P de N est �nie si et seulement si elle est major�ee.2. Si P est une partie �nie non vide de N de 
adinal n, alors il existe une unique bije
tion stri
tement
roissante de [[1;n℄℄ sur P .Preuve 8 :1. ) Comme N est un ensemble totalement ordonn�e, il admet un plus grand �el�ement.( Fa
ile !2. On note f la bije
tion 
her
h�ee. On 
onstruit f de la fa�
on suivante :f(1) est le plus petit �el�ement de P , f(2) le plus petit �el�ement de Pnff(1)g . . . et
 . . .Si 9k 2 [[1;n℄℄ pour lequel f(k) n'est pas d�e�ni de la fa�
on pr�e
�edente (on prend le plus petit k), alors fn'est plus stri
tement 
roissante. Ce
i prouve l'uni
it�e.5 D�enombrements fondamentauxL'obje
tif de 
ette se
tion est de pr�esenter les 
on
epts et r�esultats fondamentaux permettant de 
al
uler le 
ardinald'ensembles �nis donn�es.Lemme 9 : Lemme des Bergers1. Si P = (A1; : : : ; Ap) est une partition d'un ensemble �ni E, on a : Card(E) = Card(A1)+ � � �+Card(Ap)2. Si A et B sont deux ensembles �nis, on a : Card(A [ B) = Card(A) + Card(B) �Card(A \B).
Lemme des bergers Partition d'un ensembleExemple 5. Pour 
ompter le nombre d'�el�eve de MPSI1, on peut additioner le nombre d'�el�eves aux yeux bleus et le nombred'�el�eves aux yeux verts ave
 le nombre d'�el�eves aux yeux marrons (plus les albinos s'il y en a !).Th�eor�eme 10 :Soient deux ensembles �nis E et F , ave
 Card(E) = n et Card(F ) = p. Alors :E � F est �ni et Card(E � F ) = np4
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 10 : Il suÆt de 
ompter ...Remarque 10. Cette formule se g�en�eralise �a Card(E1 � � � � �Ek) o�u E1, . . . , Ek sont k ensembles �nis.Exemple 6. (�) Trouver le nombre de diviseurs de 1800.5.1 Les arrangements sans r�ep�etitionD�efinition 5 :On obtient un arrangement de p �el�ements parmi n lorsqu'on 
hoisit p �el�ements di��erents parmi n �el�ementspossibles en tenant 
ompte de l'ordre dans lequel ils ont �et�e 
hoisis.Remarque 11. Pour dire qu'un objet est un arrangement, on s'int�eresse �a l'objet lui-même mais surtout �a la fa�
on dontil a �et�e "
onstruit".Remarque 12. Les objets suivants sont des arrangements :{ Un p-uplet (x1; : : : ; xp) 
onstruit �a partir de p �el�ements distin
ts 2 �a 2 
hoisis dans un ensemble de n �el�ements.{ Une inje
tion d'un ensemble �a p �el�ements dans un ensemble �a n �el�ements.D�efinition 6 : Soit n 2 N� . On note : n! = 1:2:3 : : : :n et on 
onvient que 0! = 1Th�eor�eme 11 :Si 0 � p � n, le nombre d'arrangements possibles obtenus en 
hoisissant p �el�ements parmi n est :Apn = n!(n� p)! = n� (n� 1)� � � � � (n� p+ 1)Preuve 11 : Notons En un ensemble �a n �el�ements. et Anp l'ensemble des arrangements possibles de En.On a alors Anp = En �En�1 � � � � �E1 ...Remarque 13.- Si Card(E) = Card(F ) = n, le nombre d'appli
ations bije
tives de E vers F vaut n!- n! est aussi le nombre de permutations d'un ensemble E �a n �el�ements5.2 Les arrangements ave
 r�ep�etition (p-liste)D�efinition 7 : On obtient un arrangement "ave
 r�ep�etition" de p �el�ements parmi n lorsqu'on 
hoisit p �el�ementsave
 remise parmi n �el�ements possibles en tenant 
ompte de l'ordre dans lequel ils ont �et�e 
hoisis.Remarque 14. Les objets suivants sont aussi des arrangements ave
 r�ep�etition :{ Une suite de p objets identiques, muni 
ha
un d'eux d'un attribut 
hoisi parmi n (ex : la 
ouleur) : deux objetsmunis du même attribut �etant indis
ernables. (on 
hoisit i
i l'attribut, et non l'objet){ Un p-uplet (x1; : : : ; xp) 
onstruit �a partir de p �el�ements distin
ts ou non 
hoisis dans un ensemble de n �el�ements.{ Une appli
ation d'un ensemble �a p �el�ements dans un ensemble �a n �el�ements.Th�eor�eme 12 :Soient p; n 2 N.Le nombre d'arrangements ave
 r�ep�etition obtenus �a l'aide de p �el�ements 
hoisis parmi n est : npPreuve 12 : Notons En un ensemble �a n �el�ements et Pnp l'ensemble des arrangements ave
 r�ep�etition de En.On a alors Pnp = En �En � � � � �En ...Exemple 7. On 
onsid�ere des boules de 5 
ouleurs possibles. On en prend 3 que l'on range dans un 
ertain ordre.Combien peut-on obtenir de dispositions di��erentes? (2 boules de même 
ouleur �etant indis
ernables)
5
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al.delahaye1.free.fr/5.3 Les 
ombinaisonsD�efinition 8 : On obtient une 
ombinaison de p �el�ements parmi n lorsqu'on 
hoisit p �el�ements di��erentsparmi n �el�ements possibles sans tenir 
ompte de l'ordre dans lequel ils ont �et�e 
hoisis.Exemple 8. Les �el�ements suivants sont des 
ombinaisons :1. Un ensemble fx1; : : : ; xpg 
onstruit ave
 p �el�ements distin
ts 
hoisis dans un ensemble de n �el�ements.2. Un p-uplet (x1; : : : ; xp) 
onstruit ave
 p �el�ements distin
ts 
hoisis dans un ensemble de n �el�ements, v�eri�antx1 < x2 < � � � < xp (
as d'une "main" de 
artes).Th�eor�eme 13 :Si 0 � p � n, le nombre de 
ombinaisons possibles de p �el�ements parmi n est :�np� = n!(n� p)!p! = Apnp! = n� (n� 1)� � � � � (n� p+ 1)p� (p� 1)� � � � � 1Preuve 13 : Si on d�e
ide de tenir 
ompte de l'ordre, 
haque 
ombinaison g�en�ere p! arrangements.Exemple 9. (�)1. Quel est le nombre de fa�
ons de pla
er k boules identiques dans n urnes pouvant 
ontenir au plus 1 boule?2. Quel est le nombre de fa�
ons de pla
er k boules num�erot�ees dans n urnes pouvant 
ontenir au plus 1 boule?Exemple 10. (�) Trouver le nombre d'appli
ations stri
tement 
roissantes de l'intervalle [[1;p℄℄ vers l'intervalle [[1;n℄℄.Exer
i
e : 4(��) On tra
e dans un plan n droites en position g�en�erale (i.e. deux d'entre elles ne sont jamais parall�eles ni trois d'entreelles 
on
ourantes). Combien forme-t-on ainsi de triangles?5.4 Nombre de parties d'un ensembleTh�eor�eme 14 :Si E est un ensemble de 
ardinal n 2 N� , alors : Card(P (E)) = 2nPreuve 14 : Simple r�e
urren
e en e�e
tuant une partition judi
ieuse de P(E).Exemple 11. (�) Soit un ensemble �ni E, de 
ardinal n, et un entier 0 � p � n.Le nombre de parties de E de 
ardinal p vaut �np�. En d�eduire la valeur de : nXk=0�np�6 Propri�et�es des 
oeÆ
ients binômiauxTh�eor�eme 15 : Propri�et�es des 
oeÆ
ients binômiauxSoient 0 � p � n deux entiers. Les 
oeÆ
ients binômiaux v�eri�ent les propri�et�es suivantes :{ Premiers termes :1. �n0� = �nn� = 1 2. �n1� = � nn� 1� = n 3. �n2� = � nn� 2� = n(n� 1)2{ Sym�etrie : �np� = � nn� p�{ Evolution : ��nk��k2[[1;n℄℄ est 8<: stri
tt 
roissante jusqu'�a k = E(n2 )stri
tt d�e
roissante de k = E(n2 ) + 1 �a k = nPreuve 15 : Simples 
al
uls ...Pour l'�evolution, on s'int�eresse au rapport �nk�=� nk�1� dans les 
as o�u n est pair et o�u n est impair.6
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Stru
ture des 
oeÆ
ients binômiaux (
as pair) Stru
ture des 
oeÆ
ients binômiaux (
as impair)Remarque 15. L'�el�ement maximal de la suite �np� ave
 0 � p � n est : !(n) = � nE(n=2)�.Exer
i
e : 5(��) En utilisant le th�eor�eme des gendarmes, d�eterminer la limite de la suite (un) d�e�nie par : un = nXk=0 1�nk�Proposition 16 : Formules1. Fa
torisation : �np� = np�n� 1p� 1� (si p � 1) 2. Additivit�e : �np�+� np+ 1� = �n+ 1p+ 1�Preuve 16 : Simples 
al
uls ...Remarque 16.1. Interpr�eter les relations de sym�etrie et d'additivit�e en termes d'ensembles.2. Comment utiliser 
ha
une de 
es deux relations pour programmer r�e
ursivement la 
al
ul de �np�?Exemple 12. (�) En appliquant la formule de fa
torisation, prouver que nXp=0 p�np� = n:2n�1.Exer
i
e : 6(��) D�emontrer que pour tout n � 1 : �2nn � � 4n2n+ 1De l'additivit�e, on obtient le triangle de Pas
al qui permet de 
al
uler de pro
he en pro
he tous les 
oeÆ
ients binômiaux.0 1 2 3 p p+ 10123nn+ 1

1111 123 13 1 1 5 10 10 5 11 4 6 4 11 3 3 11 2 11 11
Fig. 1 { Triangle de Pas
alTh�eor�eme 17 : Formule du binôme de NewtonSoient deux r�eels a; b 2 R et un entier n 2 N. Alors(a+ b)n = nXk=0�nk�akbn�k = nXk=0�nk�an�kbk7
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 17 :1. M�ethode 1 : Par r�e
urren
e (Bon entrâ�nement au 
al
ul sur des sommes).2. M�ethode 2 : Par d�enombrement (Fa
ile).Remarque 17. La formule du binôme de Newton est tr�es souvent utilis�ees.Comme le montre les exemples suivants, elle permet en parti
ulier, de 
al
uler des sommes faisant intervenir des 
oeÆ
ientsbinômiaux.Exemple 13. (�) Cal
uler les sommes S1 = nXk=0�nk� et S2 = nXk=0 13k�nk�Exer
i
e : 7(��) Cal
uler les sommes :1. S1 = X0�k�nk pair �nk� 2. S2 = X0�k�nk impair �nk�Exer
i
e : 8(��) Cal
uler les sommes :1. S1 = nXk=0 k�nk� 2. S2 = nXk=0 1k + 1�nk� 3. S3 = nXk=0 k2�nk�

8


