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1 Diverses interprétations d’un systeme

1.1 Vocabulaire

a1y + apx2 + -+ apr, =0b
On considere le systeme de n équations a p inconnues:  (.5)
\anlxl + ap2xe + -+ AppTp = bn
a1 e Q1p b1
On appelle alors A = | : D eM(K) et B=| 1| € Mu(K).
Qnl ... Qpp by
- - <z N N
DEFINITION 1 : Vocabulaire lié aux systemes
1. Résoudre le systeme consiste a trouver I’ensemble S de tous les p-uplets (z1, ..., x,) € KP vérifiant (5).
2. Le vecteur B € IM,,; (K) s’appelle le vecteur second membre du systeme.
3. On appelle systéme homogéne (Sp) associé a (5), le systeme obtenu en prenant B = 0.
On note Sy ’ensemble des solutions du systeme homogene.
4. La matrice A s’appelle la matrice du systeme.
5. rg(A) s’appelle le rang du systeme. Il s’agit du nombre d’équations indépendantes du systeme (Sp)!
L 6. On dit que le systeme est compatible si I’ensemble des solutions est non-vide. )

Remarque 1. Dans ce cours, on reprend les conventions utilisées dans le chapitre sur les matrices.

1.2 Interprétation vectorielle

THEOREME 1 : Soient C1, ..., C, € K" les vecteurs colonnes de A.

‘(a:l, ..., xp) € KP est solution de (S) <= z,C; +---+ 2,0, = B‘

Ainsi: le systeme (S) est compatible si et seulement si B € Vect(Ch, . ..,Cp).

Remarque 2. Le rang du systéme est le rang du systeme de vecteurs (Cy, ..., C}) dans K".
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1.3 Interprétation matricielle
T
Soit X = | 1 | € My (K). | (1, ..., zp) est solution de (S) «<—= AX =B |

Tp

1.4 Interprétation a ’aide d’une application linéaire

Soit E un ev de dimension p et F un ev de dimension n, munis des bases e = (e1, ..., ep) et f = (f1, ..., fn)-
b1
1. Soit b le vecteur de F' tel que Maty(b) = | :
bn
2. Soit I'unique application linéaire u € L(E,F) telle que Mat, ¢(u) = A.
T1
3. Soit x I'unique vecteur de E tel que Mat.(z) =
Tp
Alors:
| (1, ..., zp) est solution de (S) <= u(z) = b|

THEOREME 2 : Avec les notations précédentes:

Le systeme S est compatible ssi b € Im u.

| Preuve 2 : Immédiat!

Remarque 3. Le plus simple est souvent de choisir £ = RP et F' = R” munis de leurs bases canoniques.
u est alors l'application linéaire canonique associée au systeme S.

1.5 Interprétation duale

Considérons les n formes linéaires de KP* : fi : KP — K
(.271, ...,.’L”p) — ai1$1+---+aipxp
Alors
fi(z) =b
= (21, ..., zp) € KP est solution de (S) <= ¢ :
In (37) =bn

Remarque 4. L’ensemble des solutions du systeme homogene est alors Sg = ker f; N ---Nker f,.

2 Structure de ’ensemble des solutions

Soit un systeme linéaire (S) & n équations et p inconnues.

THEOREME 3 : Structure de Sy
L’ensemble des solutions du systéme homogene (Sp) est un K-ev de dimension [ nombre d’inconnues — rg(.S)

Preuve 8 :  On utilise l'interprétation & ’aide d’une application linéaire et la formule du rang. |

Remarque 5. dim Sg est donc la différence entre le nombre d’inconnues et le nombre d’équations indépendantes.

. Frercice ] I
Déterminez la dimension du sev de M3(R) constitué des matrices dont la somme des coefficients de chaque colonne
est identique.
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(TuEOREME 4 :  Structure de ensemble des solutions de (S) )

1. Si le systéme est incompatible, S = ().
2. Si le systeme est compatible, alors il existe une solution particuliere .

Dans ce cas, | S={zo+2z| xS} et S est un espace affine de dimension | p — rg(S) I
(. J
Preuve 4 : Soit u 'application linéaire canonique associée au systeéme S.
On a alors: z solution de S <= wu(z)=1">
<~  u(z) = u(zg)
< wulr—1z9)=0
< 1 —x9 € keru
Exemple 1.
r—y+z-3t =1 (2)
Déterminer la structure de ’ensemble des solutions de < 2y + z — ¢ = —1 sachant que o | est solution.
r—y+t =3 1

[ COROLLAIRE 5 :
1. Sirg(S) = p (le nombre d’inconnues) alors S admet au plus une solution
2. Sirg(S) =n (le nombre d’équations) alors S est compatible

Preuwve 5 :  Soit u Papplication linéaire canonique associée a S.
1. Si § admet une solution alors S est un sous espace affine de dimension 0.
2. Sirg(S) =n alors Im(u) = R™ et donc b € Im(u).

3 Systemes de Cramer

DEFINITION 2 : Systéme de Cramer
Un systeme de Cramer est un systeme de n équations a n inconnues de rang n.

- N . A K » matrice carrée i ible
Remarque 6. Matriciellement, un systéme de Cramer s’écrit AX = B avec { € My (K) une matrice carrée inversible

B e M1 (K
THEOREME 6 : Unicité de la solution
Un systeme de Cramer possede une unique solution ;
| Preuwve 6 : L’écriture matricielle le prouve!
(TuEOREME 7 :  Formules de Cramer )
Soient (Cy, ..., C,) les n vecteurs colonnes de la matrice A d’un systeme de Cramer, B € 9M,,; (K) le vecteur

second membre et (1, ..., ,) lunique solution de (5).
Alors, Vj € [1,n]:

o det(Cl, ey Cj,l, B, CJ‘+1, ey Cn)

oy
/ det A
|\ J
n
Preuve 7 : 1l suffit de calculer det(C4, ..., Cj_1, B, Cjt1, ..., Cy) en remplacant B par Zxk.Ck.
k=1
Exemple 2. Résoudre en utilisant les formules de Cramer, les 2 systémes suivants :
r4+2y+2z =1 r—my+m?z =m
l.{z+y—2z =2 2. dmx—m?y+mz =1 avecm € R
r+3y+z =-1 mz +y—mz =1
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Remarque 7.
1. Pour la résolution de systémes non paramétrés, on préférera la méthode de gauss vue dans la suite du chapitre.
2. En revanche, on choisira plutot les formules de Cramer pour la résolution des systemes paramétrés.
3. Les formules de Cramer sont aussi parfois utiles pour démontrer des résultats théoriques.

Application au calcul de I'inverse d’une matrice
Soit A € M, (K) inversible.
Alors:

AX =Y <= X =AY

Pour déterminer A1 il suffit donc de résoudre le systeme AX =Y avec Y un matrice colonne quelconque.

144 =1 2
Exemple 3. Inverser la matrice suivante apres avoir prouvé qu’elle était inversible: A = i 0 1
1 i1

PROPOSITION 8 :

1. Un systeme triangulaire est un systeme de Cramer ssi tous ses termes diagonaux sont non nuls.
Un tel systeme se résout facilement pas a pas.

2. Un systeme de cramer homogene n’admet que le vecteur nul pour solution.

L

Preuve 8 :
1. Le déterminant d’un systeme triangulaire est égal au produit des coefficients diagonaux. Par conséquent,
ce déterminant est non nul si et seulement si tous les coefficients diagonaux sont non nuls.
2. Le vecteur nul est une solution évidente d’un systéeme homogeme. Or un systéme de cramer n’admet
qu’une unique solution. CQFD ...

Exemple 4. Prouver que la famille {x — cosz, z — sinz, x — "} de F(R, R) est libre.

4 Résolution pratique d’un systeme quelconque

4.1 Meéthode de Gauss

[DiérNiTION 3 @ On appelle << opération élémentaire sur les lignes >> 'une des 3 opérations suivantes:
1. Echanger deux lignes

2. Remplacer une ligne L; par A.L; ou A € K*

3. Remplacer une ligne L; par L; + A.L;

g J

THEOREME FONDAMENTAL 9 :
On ne change pas l’ensemble des solutions d’un systeme en effectuant une opération élémentaire sur les lignes

Preuve 9 :
1. Les solutions d’un systeme sont indépendantes de I'ordre des équations.
2. Soit A € K*. X vérifie L; <= X vérifie \.L;.
3. Soit A € K*. X vérifie L; et L; <= X vérifie L; + A.L; et L;.

Remarque 8.
1. On utilisera le théoreme précédent, pour transformer le systeme AX = B en un systeme simple a résoudre. Le
plus souvent, on transformera (S) en un systéme triangulaire (ou presque). Cette technique s’appelle la méthode

de Gauss.
2. On pourra simplifier un peu les calculs en présentant le systeme sous la forme A B
—2z4+y+z—-t =1
) N . T—2y+z
Exemple 5. Résoudre le systéme suivant : (S) Y
r—2z+1t =-1
y—z+2t =1
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Méthode

alors d’attribuer aux inconnues supplémentaires le statut de parametres.
On recherche alors les autres inconnues en fonction de ces parametres.

Si, apres avoir triangularisé le systéme, le nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations, on décide

Exemple 6. Résoudre les systemes suivants:

T1 4+ T2 + 3 + 314 =3 mr+y+z+t =1
1. (S1) 271 — Ty + 14 =1 2. (52) T+my+z+t =m
-1+ 2z +223+x4 =3 r+y+mz+t =m+1

Méthode
Dans certains cas, la triangularisation aboutit a une équation impossible.
Dans ce cas le systeme n’admet pas de solutions.

r+2y—=z =—4
_ 2 +y + =1
Exemple 7. Résoudre le systeme suivant : (S) rTyTE
T—y+=z =4

20 —2y+7z =3

4.2 Exercices

. rercice : 2 I
Discuter et résoudre les systemes suivants ou a, b, ¢, a, 3, v sont des réels:

r+y+z =a ar+y+z =« r+ay+a’z =1 —r+y+z
Si Sz+y—2z =b Sy Sz+ay+z =p Sz x+by+b2z = St Sxr—y+z
r+y—3z =c r+y+taz =7 r+ey+ctz =1 T+y—=z

. fercice 3 I

1 0 -3
Soit A=12 1 2 | et ul’endomorphisme canoniquement associé a A.
11 5

1. Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de u est une matrice diagonale D.
2. Déterminer P € GL,(R) telle que A = P~1DP.
3. A quoi peut servir le travail précédent?



