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1 Les suites complexes

Une suite a valeurs complexes est une application v : N — C.
C’est aussi une suite (u,) avec u, = &, + iy, ou (z,) et (y,) sont deux suites réelles.

(zn,) est la partie réelle de (uy)

On dira que { (yn) est la partie imaginaire de (u,,)

DEFINITION 1 : Disque ouvert, fermé
1. L’ensemble D(a,r) = {z € C | |z — a|] < r} est appelé disque ouvert de centre a, de rayon r.
2. L’ensemble D(a,r) = {z € C | |z — a|] < r} est appelé disque fermé de centre a, de rayon r.

DEFINITION 2 @ On dira qu’une suite complexe (z,) est bornée si et seulement si la suite (]z,|) est bornée.

Suite bornée Suite convergente vers [

ProroSITION 1 :
Une suite complexe est bornée si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont bornées.

|z] < |z]

et que |z| < |z|+ |y
vl < I s

Preuwve 1 : On utilisera le fait que si z = z + iy alors {

(DirmNviTION 3 Convergence d’une suite de complexes

1. On dit qu’une suite de nombres complexes (z,) converge vers un nombre complexe a € C si et seulement
si la suite réelle de terme général |z, — a| converge vers 0.

2. Si un tel complexe a n’existe pas, on dit que la suite (z,) diverge.

3. On dit que la suite (z,) diverge vers 'infini lorsque la suite réelle de terme général |z,| diverge vers +oc.

N\
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Exemple 1. La suite complexe 2, = 1 — — converge vers 1.
n

Remarque 1. Voici une autre facon plus formelle de dire que z,, —+> a:
n——+0oo

Vr >0,3dN € NtqVn > N, z, € D(a,r)

Suites réelles Suites complexes

Suite bornée

X mais la définition est différente

Majorant / Minorant

Sens de variation

Suite convergente / divergente

Suites géométriques / arithmétiques

bl | Al | | 4
bl 4 4 o ©

Suites récurrentes

Comparaisons: Suites Réelles - Suites complexes
Définitions

THEOREME 2 : Théoréme de majoration
Soit (z,,) une suite de complexes et a € C.
|z, — a] < a,, & partir d’un certain rang

(@ = (0

Si (av,) est une suite de réels vérifiant : {
n—+o00

, alors z, —— a.
n——+o0o

| Preuve 2 : Immédiat ...

Une autre facon d’étudier une suite complexe consiste a étudier deux suites réelles:

THEOREME 3 : Une suite complexe converge ssi les parties réelles et imaginaires convergent

Re(z,) —— Re(a)

I ———a = s
n—+00 Im(z,) —— Im(a)
n—-+4o00

Preuve 3 : Pas de difficulté ...

Remarque 2. Ce théoreme implique en particulier :
1. L’unicité de la limite d’une suite complexe (lorsqu’elle existe!!).
2. Le fait qu’une suite complexe convergente est bornée

N [rercice © 1 I
Soit (z,) une suite complexe telle que Vn € N, 2,11 = g(zn +2z,).

Montrer que (z,) converge et exprimer sa limite en fonction de zj.

Suites réelles

Suites complexes

Théorémes généraux sur la limite d’une combinaison linéaire / produit / rapport X X
Théoreme de majoration X X
Théoreme de la limite monotone X 0]
Théoreme des gendarmes X 0)
Convergence des suites géométriques X + ou -
Convergence selon la limite de w41 /up X X (en module)
Convergence des suites extraites X X

Comparaisons: Suites Réelles - Suites complexes
Théoremes de convergences

Suites réelles | Suites complexes
Unicité de la limite X X
Une suite convergente est bornée X X
Passage a la limite dans une inégalité X O

Comparaisons: Suites Réelles - Suites complexes
Propriétés des suites convergentes




Cours MPSI-2010/2011 Suites et Fonctions complexes http://pascal.delahayel .free.fr/

( z h . » ’ . \
THEOREME 4 : Suites géométriques complexes

Soit un nombre complexe k € C.
la. donnée de zg € C

On appelle suite géométrique de raison k, la suite définie par { Lo el Gl HCoMAREa 2 = B °

k| <1 = (z,) converge vers 0
Elle vérifie alors la relation: 2z, = 2zo.k™ et on a alors: k| >1etk#1 = (z,) diverge

k=1 = (zy) est constante et vaut zg
_ y

Preuwve j : La seule petite difficulté porte sur le cas |k| = 1.
Dans ce cas, on suppose que k™ — [ € C et on utilise le fait que k"™ = k™.k.

7/

o
N\

AR

Fia. 1 — Convergence d’une suite géoméltrique complezxe

Remarque 3. Lorsque |k| =1 (avec k # 1), il y a deux modes de divergence possibles:

1. Sik=es™ avec 2 € Q*, alors la suite (k™) est périodique de période T' = 2¢
q
2. Si k = e avec a € R\Q, alors la suite (k™) est dense dans le cercle C(O, 1)

Exemple 2. Prouver que si z ¢ 77, les suites (cosnz) et (sinnz) divergent.

(- T 2R C
THEOREME 5 : Séries géométriques complexes

n
On appelle série géométrique de raison k € C, la suite complexe définie par: S, =1+ k + -+ + k" = Z k!
i=0

+ oo
1 : 1
k<1l = §,—— —— t lors: K= ——
|k| < on notera alors ;_0 — .

On a alors: n—too 1 —k
k| >1 = (S,) diverge
(. J
1—grt!
Preuve 5 : Pas de difficulté en remarquant que S,, = 5 lorsque k # 1.

N Frercice : 2 I

. . . Tp — Ty +
Soit (z,) et (y,) deux suites réelles telles que Vn € N, x,,1 = In = Yn In T n

D) = et Ynt1 = 5
En introduisant la suite complexe de terme général z,, = z,, + iy, , montrer que les suites (z,) et (y,) convergent et
déterminer leurs limites.

N [rercice © 5 I
Soit a un complexe de module p et d’argument 0 €] — ;7).

P . Zn + |2
On définit la suite complexe (z,,) par 2o = a et 2,41 = n7|n|

Montrer que (z,) converge vers un réel que I’on exprimera en fonction de p et 6.

n
. .a a 1 .
Aide : Vous pourrez prouver que :  sin — H cos — = — sina.
2n 2k 2n
k=1
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2 Fonctions a valeurs complexes

Dans ce paragraphe, I représente un intervalle de R, et on s’intéresse aux fonctions de I dans C.
On pourra noter F(I, C) ou encore C! cet ensemble.

Remarque 4. Une fonction & valeur dans C pouvant étre considérée comme une fonction & valeurs dans R?, on pourra
les représenter graphiquement comme s’il s’agissait de courbes paramétrées.

Représentation Graphique d’une fonction a valeurs complexes

Remarque 5. Les notions faisant intervenir la comparaison d’images ne peuvent plus étre définies.

(DEFINITION 4 @ Soit f une application de I dans C. )
1. On note Re(f) lapplication de I dans R définie par Re(f)(z) = Re(f(z)).
On note Im(f) Papplication de I dans R définie par Im(f)(z) = Im(f(x))
On a alors: f = Re(f) + i Im(f).
2. On note f 'application de I dans C définie par f(z) = f(z).
3. On note |f| Papplication de I dans R définie par |f|(z) = |f(z)].
\Si (f, 9) € C! et A € C, on définit enfin les opérations f + g, Af et f x g de facon usuelle. )

Remarque 6.
1. Si on peut définir les opérations usuelles sur les fonctions complexes, on ne peut, en revanche pas définir la
composition de deux fonctions complexes.
2. Si on munit R? de la norme euclidienne ||(z,y)|| = v/22 + y? qui s’identifie au module du complexe z = = + iy,
tous les résultats suivants seront valables pour une fonction & valeurs dans RZ.

PROPOSITION 6 :
1. (CT, +, x) est un anneau commutatif (non integre!!).
2. (CT, 4, .) est un C espace vectoriel.
3. (CT, +, x,.) est une C algébre commutative et unitaire.

| Preuve 6 :  Méthode usuelle ... |

IDEFINITION 5 : On dit que f est bornée lorsque |f| est bornée. |

lPROPOSITION 7 : f est bornée si et seulement si Re(f) et Im(f) sont bornées. |

| Re(f)
| Im

(;) m et que |f| < |Re(f)| +|Im(f)]

VAIPAN

Preuve 7 :  On utilisera le fait que {
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Fonctions réelles

Fonctions complexes

Fonctions bornée X X mais la définition est différente
Majorant / Minorant X 0)
Extremum X O
Sens de variation X O

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Définitions

2.1 Limite et continuité d’une fonction complexe

(DEFINITION 6 : Limite d’une fonction a valeurs complexes
Soit un réel xy € I et un complexe a + ib € C.
On dit que f(z) —— a+1ib| siet seulement si |f(z) — (a +ib)] —— 0|
T—To T—To
On dit que flz) —— si et seulement si |f(z)] —— +o0 |
T—To T—To
&

Remarque 7.

Ces définitions ne posent pas de probleme car les fonctions {

x e |f(z) — (a+ib)]

sont & valeurs réelles.

z = |f(2)|

PROPOSITION 8 : Caractérisation de la limite.
Soit f € F(I, C), a, B € R:

lim f(z) =a+if <

T—>a

{

lim Re(f)(x)

T—ra

lim Im(f)(z)

Il
=™ R

T—ra

Preuve 8 :

Equivalences simples

Exemple 3. La fonction définie par f(z) =

Remarque 8. Comme pour les fonctions réelles :

1. si elle existe, la limite d’une fonction complexe est unique.

i 3 pour limite 1 lorsque  — 0 mais n’admet pas de limite en I’co.

2. on a les propriétés usuelles concernant les opérations sur les limites.
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DEFINITION 7 : Continuité.
Soit feCletacI.
1. On dit que f est continue au point a lorsque lim f(z) = f(a).
r—a

2. On dit que f est continue sur I lorsque  f est continue en tout point de I.

Remarque 9. On retrouve les propriétés usuelles des fonctions réelles continues. Ainsi:
1. une fonction continue en un point zy est bornée au voisinage de ce point.
2. L’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans C forme une C-algebre commutative et unitaire.
3. On a f o g continue sur I lorsque g € C°(I, J C R) et f € C°(J, C).

Remarque 10.
Dans le cas des fonctions complexes, le théoreme des valeurs intermédiaires n’a bien entendu, aucun sens.

PROPOSITION 9 : Caractérisation de la continuité.

Re(f)
I

f est continue en g (resp. sur I) <= { m(f) sont continues en zg (resp. sur I).

| Preuwve 9 : Immédiat d’apres la proposition 8 !!

Exemple 4. La fonction définie par f(z) = e’ est continue sur R.

. fercice /I
Soit f :[a, b~ C une fonction continue telle que f(a) =0, |f(z)] — +00.
z—b—

Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b[ tel que |f(t)| = 1.

| PROPOSITION 10 : Toute fonction complexe f continue sur un segment [a, b] est bornée sur ce segment.

Preuve 10 :  On montre facilement que la fonction |f| est continue sur [a, b] et on applique le théoréme bien
connu dans le cas des fonctions réelles.

F° réelles | F° complexes

Notion de limite

Unicité de la limite

Théoreme généraux sur la limite d’une combinaison linéaire / produit / rapport
Théoreme de majoration

Caractérisation séquentielle de la limite

Notion de continuité en un point

Théoremes généraux sur la continuité d’une combinaison linéaire / produit / rapport
Continuité de f o g en un point o g est une fonction réelle

Passage a la limite dans une inégalité

Théoreme de la limite monotone

Théoreme des gendarmes

AL AL AL A A AL AL AL A A | A
O| O O »A4| A wA| | »4| 4| 4] 4

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Continuité Locale

F° réelles | F° complexes
Notion de continuité sur un intervalle X X
Théorémes généraux sur la continuité d’une combinaison linéaire / produit / rapport X X
Continuité de f o g sur un intervalle ou g est une fonction réelle X X
Théoremes des Valeurs intermédiaires X 0]
Théoréeme de Weirstrass (Image continue d’un segment,) X + ou -
Théoréeme de la bijection X 0]

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Continuité Globale
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2.2 Dérivée d’une fonction complexe

(DEFINITION 8 : Dérivée d’une fonction i valeurs complexes
Soit xg € I.
f(z) — f(z0)

r — 2o

1. On dit que f est dérivable au point zq si et seulement si la fonction z +— admet une limite

finie lorsque z tend vers xo. Cette limite finie se note f'(zo).
2. On dit qu’une fonction est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point de I.

L 3. On définit de méme les fonctions de classe C* et C* sur I. )

PROPOSITION 11 : Caractérisation de la dérivabilité.

f est dérivable en zq (resp. sur I) <= { gﬁg’; sont dérivables en zq (resp. sur I).
On a alors:
f'(wo) = (Re(f))"(wo) + i(Im(f))"(zo)

Preuve 11 :  C’est une conséquence immédiate du théoreme de caractérisation de la limite.

Exemple 5. Dérivation de deux types de fonctions:
Pour a € C, montrer que les fonctions suivantes sont de classe C* sur leur ensemble de définition et que leurs dérivées
successives sont données par les formules usuelles obtenues dans le cas des fonctions réelles:

1. f : x> e*® 2.9z (z+a)" pourn€Z

N Frercice 5 I
Soit g(t) = e?® avec ¢ : I — C une fonction dérivable sur I.
Prouver que la fonction g est dérivable sur I et que: Vi€ I g'(t) = e?M g/ (1).

Remarque 11. Théoréeme de Rolle et Egalité des accroissements finis
Ces deux théoremes ne sont plus valables pour les fonctions & valeurs complexes.

Pour s’en convaincre, on peut considérer la fonction définie sur R par: f(t) = e'.
1. On a f continue sur le segment [0, 27|, dérivable sur |0, 27[, avec f(0) = f(27) = 1.
2. Et pourtant V¢ €]0,27[, f'(t) = ie' # 0.

3. Ceci contredit a la fois le théoreme de Rolle et 1’égalité des accroissements finis.

On verra en revanche un peu plus loin que I'inégalité des accroissements finis reste valable.

(PROPOSITION 12 : Primitives h

Comme pour les fonctions réelles, on définit la primitive sur I d’une fonction complexe f comme toute fonction
F dérivable sur I telle que Yz € I, F'(z) = f(x).

1. Si f = f1 +ifs, alors les primitives F' de f sont les fonctions de la forme:

F une primitive de f;
F=F +iF,+C avec F5 une primitive de fs
CeC

2. Deux primitives d’'une méme fonction different d’une constante (complexe!!).

L 3. Toute fonction complexe continue sur un intervalle I C R admet des primitives sur I.

Preuve 12 : Pas de difficulté ...

Exemple 6. Soit o € C*.

Montrer que la fonction f définie par f(z) = e**

admet pour primitives les fonctions

1 .
F,(z)=—e*+4+a ou a€C
o
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. rercice : 0 I
Soient (a, b) € R2.
1. Calculer une primitive des fonctions z — e®” cosbz et  — e%” sin bz sur R en remarquant qu’il s’agit des parties
réelles et imaginaires de z — e+ sur R.
2. En déduire une primitive de z — e>® cosz sur R.

. Frercice 7 I
Soit @ = a+ib € C.
1
r—a
2. Soit n € 7Z. Etudier 'existence de primitives de la fonction f définie par f(z) = (z — )™

1. Calculer une primitive de la fonction définie par f(z) =

F° réelles | F° complexes

Notion de dérivée en un point

Théorémes généraux sur la dérivée d’'une combinaison linéaire / produit / rapport
Dérivabilité de f o g en un point ou g est une fonction réelle

Notion de dérivée nieme

Formule de Liebniz

Siisiksitsiis!
Siisiksitsiis!

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Dérivabilité Locale

F° réelles | F° complexes

Notion de dérivée sur un intervalle

Théoremes généraux sur la dérivée d’une combinaison linéaire / produit / rapport
Dérivabilité de f o g sur un intervalle ou g est une fonction réelle

Notion de primitive sur un intervalle

Fonction a dérivée nulle sur un intervalle

La dérivée s’annule en un extrémum local intérieur

Théoreme de Rolle

Théoreme des accroissements finis

Inégalité des accroissements finis

Formules de dérivation de © — e®* et © — (z + a)" avec n € Z\{—1}

O O O] ¥4| | w4 4| A

X (et ouil)

AL AL AL A A A | A A A

b

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Dérivabilité Globale

2.3 Intégrale d’une fonction complexe

DEFINITION 9 : Intégrale d’une fonction complexe
Si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b] & valeurs dans C telle que f = fi + if.

b b b
On définit alors : / F(t)dt = / Adt +i / F()dt

Remarque 12. Attention : il s’agit bien d’une définition et pas d’une propriété!

1
Exemple 7. Calculer / T2 apres avoir justifié son existence.
0

(THEOREME 13 Expression intégrale des primitives
Soit f : I — C une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors la fonction définie sur I par

Fz) = / " f) dt

est de classe C! sur I et Vz € I, F'(z) = f(z).
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| Preuve 13 : 1l suffit de décomposer f sous la forme f = f; + if2, avec fi et fo des fonctions réelles. |

Remarque 13. C’est 'unique primitive de la fonction f qui s’annule en a.

COROLLAIRE 14 : Théoréme fondamental du calcul d’une intégrale

Soit f une fonction continue sur [a, b] et F' une primitive de f sur [a, b].
Alors:

b
/ £(t) dt = [F&))’, = F(b) — F(a)

| Preuve 14 : Pas de difficulté.

THEOREME 15 : Majoration usuelle
Si f est une fonction complexe continue sur le segment [a,b], on peut majorer le module de l'intégrale par
I’intégrale du module:

b
t) dt‘ < / |f(t)] dt  lorsque a < b
a

|P7’euve 15 : Admise!!

Remarque 14. Inégalité de la moyenne:
Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] & valeurs dans C avec a < b, alors:

[ s0aan< s (501 [ o) a
t€la, b

Exemple 8. Lemme de Riemann-Lebesgue
On admettra que le théoreme d’intégration par partie reste valable pour les fonctions complexes.

Soit. f : [a, b] = C une fonction complexe de classe C!. Démontrer que hm / f(z).e™® dz =0

(THEOREME 16 Inégalité des accroissements finis )
Soit f : I ~ C une fonction de classe C! sur le segment [a,b]. Alors
Veel, f(z / f
et par majoration, on en déduit 'inégalité des accroissements finis :
|f(b) = f(a)| < |b—a| sup |f'(z)|
L z€[a,b] )

Preuve 16 : Compte-tenu des deux propositions précédentes, la démonstration de ces deux résultats ne posent
pas de probleme.

En remplacant les valeurs absolues par des modules, les formules de Taylor sont encore valables pour les fonctions
complexes.
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(fHEORI:]ME 17 : Formules de Taylor \
Soit un intervalle 7, et une fonction f : I — C.

1. Formule de Taylor avec reste intégrale :
Si [a,z] C I et si la fonction f est de classe C"*! sur le segment [a,z], alors

(x —a)” T —t)"

£0) = £(@) + = ) @)+ -+ E a4 [

' f(”H)(t) dt
n!

n!

2. Formule de Taylor-Lagrange avec majoration du reste:

Si (x, a) € I? et si f est de classe C"t! sur le segment [a, 7], alors en notant M, (x) = sup |f+V(t)|:
t€la, z]

1@ = @+ + 0 @) 4 e )| avee |17a - ) <

3. Formule de Taylor-Young:
Si la fonction f est de classe C™ sur Uintervalle I, et si a € I, alors Vx € I,

")(q
f(x) = fla)+ f'(a)(z —a)+ -+ fi()(x —a)"+o((z—a)") | au voisinage de a

\_ 4 Y,

Preuve 17 :  Taylor-Intégrale et Taylor-Young proviennent du fait que si f = fi +ifs alors f(8) = %) 4 (B
La majoration du reste se déduit de Taylor-Intégrale grace a 'inégalité de la moyenne.

Remarque 15.
On rappelle que la formule de Taylor-Young est souvent utilisée pour trouver des développements limités.

F° réelles F° complexes
Notion d’intégrale sur un segment, X X mais la définition est différente
Relation de Chasles X X
Linéarité de 'intégrale X X
Technique de changement de variables X X
Expression intégrale des primitives X X
Théoreme fondamental de calcul d’intégrale X X
Intégration par partie X X
Majoration en valeur absolue X X
Inégalité de la moyenne X X
Formule de Taylor avec reste intégrale X X
Majoration du reste intégrale X X
Formule de taylor-Young X X
Intégration d’une inégalité X 0

Comparaisons: Fonctions Réelles - Fonctions complexes
Intégration

10



