
G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur12 otobre 2010Nous avons vu que dans le plan orient�e, l'angle entre deux veteurs �etait d�e�ni �a 2� pr�es.Dans l'espae en revanhe, Il n'est pas possible d'attribuer un signe �a l'angle de deux veteurs. Ceux-i seront dondes angles g�eom�etriques (don positifs) que l'on pourra hoisir appartenant �a [0; �℄. Ainsi, ontrairement au plan, leosinus d'une angle de deux veteurs de l'espae suÆt �a d�eterminer la valeur de et angle.1 Rep�erage dans l'espae1.1 Coordonn�ees art�esiennes d'un pointComme dans le plan, on onsid�erera deux espaes : l'espae aÆne dont les �el�ements sont des points et l'espae vetorieldont les �el�ements sont des veteurs.Th�eor�eme Fondamental 1 : Base de l'espae vetorielSoient �!i , �!j et �!k trois veteurs de l'espae, non nuls et non oplanaires.Alors pour tout veteur �!u du plan, il existe trois uniques r�eels x, y et z tels que : �!u = x:�!i + y:�!j + z:�!k .On dit que �!u s'exprime de fa�on unique omme ombinaison lin�eaire de �!i , �!j et �!k .1. Le triplet B = (�!i ; �!j ; �!k ) est appel�ee base de l'espae vetoriel.2. Si �!i , �!j et �!k sont norm�es (de norme 1), on dit que la base B est norm�ee.3. Si �!i , �!j et �!k sont deux �a deux orthogonaux, on dit que la base B est orthogonale.4. Si �!i , �!j et �!k sont norm�es et orthogonaux, on dit que la base B est orthononorm�ee.On dit que la base B est direte si elle v�eri�e la r�egle des 3 doigts ou elle du tire-bouhon.On dit alors que (x; y; z) sont les oordonn�ees du veteur �!u dans la base B.

R�egle des 3 doigts : 1



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 1 : Rep�ere de l'espae aÆneSoit O un point du plan, et B = (�!i ; �!j ; �!k ) une base de l'espae vetoriel.Le point O et la base B forment un rep�ere de l'espae aÆne et on note R = (O; B).O est appel�e le entre du rep�ere et �!i , �!j , �!k sont les veteurs de base.Th�eor�eme 2 : Soit M un point quelonque de l'espae munis d'un rep�ere R = (O;�!i ; �!j ; �!k ).Alors il existe un unique triplet de r�eels x, y et z tels que : ��!OM = x:�!i + y:�!j + z:�!k .1. x, y et z sont appel�ees les oordonn�ees de M dans R.2. x est appel�ee l'absisse de M3. y est appel�ee l'ordonn�ee de M4. z est appel�ee la ôte de MOn note M 0�xyz1AR ou plus simplement M 0�xyz1A lorsqu'il n'y a pas ambigu��t�e sur le rep�ere utilis�e.La notation M(x; y; z) sera parfois aussi utilis�ee.Preuve 2 : Cons�equene du premier th�eor�eme ...Remarque 1. On peut identi�er l'ensemble R3 �a l'espae aÆne muni d'un rep�ere orthonormal ou �a l'espae vetorielmuni d'une base orthonormale.Remarque 2. On retrouve les formules de hangement de rep�ere en �erivant : ��!OM = �!O
+��!
M . (omme dans le plan)1.2 Coordonn�ees ylindriques d'un pointL'espae aÆne est ii muni d'un rep�ere orthonorm�e diret R.Dessin
Coordonn�ees ylindriques d'un pointTh�eor�eme 3 : Coordonn�ees ylindriquesSoit M(x; y; z) 6= O.On appelle oordonn�ees ylindriques de M dans le rep�ere R, tout triplet (r; '; z) 2 R3 tel que :��!OM = r(os'�!i + sin'�!j ) + z�!k on a alors 8<: x = r os'y = r sin'z = zLes valeurs (r; ') d�e�nies par ( r = OH' = (\�!i ; ��!OH) o�u H est le projet�e orthogonal de M sur Oxy, onviennent.2



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 3.1. Attention, l'angle ' est parfois appel�e �.2. Il n'y a pas uniit�e des oordonn�ees ylindriques.3. En ylindriques, un ylindre de r�evolution autour de Oz admet pour �equation : r = a o�u a 2 R.1.3 Coordonn�ees sph�eriques d'un pointL'espae aÆne est ii muni d'un rep�ere orthonorm�e diret R.Dessin
Coordonn�ees sph�eriques d'un point.Th�eor�eme 4 : Soit M(x; y; z) 6= O.On appelle oordonn�ees sph�eriques de M dans le rep�ere R, tout triplet (�; '; �) 2 R3 tel que :��!OM = � sin �(os'�!i + sin'�!j ) + � sin ��!k on a alors 8<: x = � sin � os'y = � sin � sin'z = �: os �Les valeurs (�; '; �) d�e�nies par 8>><>>: � = OM' = (\�!i ; ��!OH)� = ( \�!k ; ��!OM ) o�u H est le projet�e orthogonal de M sur Oxy, onviennent.Remarque 4.1. ' est appel�e la longitude du point M2. � est appel�e la olatitude du point M3. Il n'y a pas uniit�e des oordonn�ees sph�eriques.4. En oordonn�ees sph�eriques, une sph�ere de entre O admet pour �equation : � = a o�u a 2 R.2 Le Produit Salaire dans l'espaeDans l'espae, le produit salaire de deux veteurs se d�e�nit omme dans le plan :� �!u :�!v = jj�!u jj:jj�!v jj: os(\�!u ; �!v ) si �!u et �!v non nuls.� �!u :�!v = 0 si l'un des 2 veteurs est nul.Comme pour le produit salaire du plan, il v�eri�e aussi les propri�et�es de sym�etrie et de bilin�earit�e.Nous avons aussi la arat�erisation usuelle : �!u et �!v sont orthogonaux () �!u :�!v = 0.

3



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 5 : Expression du produit salaire dans une base orthonormaleSi l'espae vetoriel est muni d'une bon B. Soient �!u 0�xyz1AB et �!v 0�x0y0z01AB.Alors : �!u :�!v = x:x0 + y:y0 + z:z0Preuve 5 : Il suÆt de d�eomposer �!u et �!v dans la bon B et d'utiliser la bilin�earit�e du produit salaire.Remarque 5. Comme dans le plan, nous avons don la relation : k�!u k = p�!u :�!u .Proposition 6 : Distane entre deux pointsSoient deux points A(xA; yA; zA) et B(xB ; yB ; zB) dans un rep�ere orthonormal.La distane AB s'exprime alors par :AB = jj��!ABjj =q��!AB:��!AB =p(xB � xA)2 + (yB � yA)2 + (zB � zA)2Preuve 6 : Imm�ediat.Remarque 6. Attention �a ne pas utiliser ette formule si le rep�ere n'est pas orthonorm�e.3 Le Produit VetorielD�efinition 2 : Produit vetorielSoient �!u et �!v deux veteurs de l'espae.Le produit vetoriel de �!u par �!v (not�e �!u ^�!v ) est :1. le veteur nul si �!u et �!v sont olin�eaires.2. le veteur ( de norme jj�!u jj:jj�!v jj:j sin(\�!u ; �!v )jdiretement orthogonal �a �!u et �!v si �!u et �!v ne sont pas olin�eaires.Remarque 7. Attention :1. le produit vetoriel de deux veteurs est un autre veteur. (ontrairement au produit salaire qui donne un r�eel)2. le produit vetoriel de deux veteurs du plan n'a auun sens.Remarque 8.1. jj�!u ^ �!v jj est l'aire du parall�elogramme onstruit sur �!u et �!v .2. Si �!u ? �!v alors k�!u ^ �!v k = k�!u k:k�!v kDessin
Remarque 9. Dans le as o�u �!u et �!v sont non olin�eaires, le triplet (�!u ; �!v ; �!u ^�!v ) forme une base direte de l'espaevetoriel. Il est don faile de onstruire une bon direte :1. On hoisit un veteur �!u norm�e.2. On hoisit un veteur �!v norm�e et orthogonal �a �!u .3. Le triplet (�!u ; �!v ; �!u ^�!v ) forme alors une bon direte.4



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 7 : Soient �!i , �!j et �!k trois veteurs non oplanaires de l'espae.��!i ;�!j ;�!k � est une base orthonorm�ee direte ) 8><>: �!i ^ �!j = �!k�!j ^ �!k = �!i�!k ^ �!i = �!jPreuve 7 : Le veteur �!i ^ �!j est un veteur de norme 1 diretement orthogonal �a �!i et �!j . C'est don �!k .
�!i

�!j �!k^ =Fig. 1 { Permutation des veteurs dans une bon direteRemarque 10. Que dire de la r�eiproque de e th�eor�eme?Th�eor�eme Fondamental 8 : Carat�erisation de la olin�earit�e de deux veteursSoient �!u et �!v deux veteurs de l'espae.�!u et �!v sont olin�eaires () �!u ^ �!v = �!0Preuve 8 : Imm�ediat ompte-tenu de la d�e�nition.Proposition 9 : Le produit vetoriel de deux veteurs de l'espae admet les propri�et�es suivantes.Pour tous r�eels � et � et pour tout veteur �!a , �!b , �!u et �!v :1. Antisym�etrie : �!u ^ �!v = ��!v ^�!u2. Bilin�earit�e : ( (��!a + ��!b ) ^ �!v = ��!a ^ �!v + ��!b ^�!v�!u ^ (��!a + ��!b ) = ��!u ^ �!a + ��!u ^�!bPreuve 9 :1. L'anti-sym�etrie est imm�ediate ompte-tenu de la d�e�nition.2. La bilin�earit�e se d�emontre en montrant que l'appliation �!v 7! �!u ^ �!v est la ompos�ee d'une projetion,d'une homoth�etie de rapport k�!u k et d'une rotation d'angle �2 .Th�eor�eme 10 : Coordonn�ees du produit vetoriel de deux veteursLorsque l'espae est muni d'une base orthonorm�ee direte .Soient deux veteurs �!u (x; y; z) et �!v (x0; y0; z0).Le veteur �!u ^ �!v admet alors pour oordonn�ees :�!u ^ �!v = 0�xyz1A ^0�x0y0z01A = 0�y:z0 � z:y0z:x0 � x:z0x:y0 � y:x01APreuve 10 : Il suÆt de d�eomposer les veteurs �!u et �!v dans la bon direte et d'e�etuer le alul.
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/
M�ethode de alul des oordonn�ees d'un produit vetoriel :Exemple 1. Dans une bon B direte de l'espae vetoriel.1. Pour �!u (1; 2; � 1) et �!v (0; 3; � 1), aluler les oordonn�ees de �!u ^ �!v .2. Construire une bon direte (�!u ; �!v ; �!w ) telle que �!u soit olin�eaire �a �!s (4; 0; � 3).3. Construire une bon direte (�!i ; �!j ; �!k ) telle que Vet(�!i ; �!j ) = Vet(�!u (1; 2; 3); �!v (1; 0; � 2)).Th�eor�eme 11 : Formule de d�evoloppement d'un double produit vetorielSoient �!u , �!v et �!w trois veteurs de l'espae. On a alors :�!u ^ (�!v ^ �!w ) = (�!u :�!w )�!v � (�!u :�!v )�!wPreuve 11 : On peut e�etuer le alul analytiquement dans une bon direte bien hoisie !Th�eor�eme 12 : Carat�erisation de la olin�earit�e de deux veteurs dans une base quelonqueSoient �!u 0�ab1A et �!v 0�a0b001A dans une base quelonque . On a alors :�!u olin�eaire �a �!v () 0�ab1A ^0�a0b001A = 0Preuve 12 : On alule �!u ^ �!v dans la base quelonque puis on montre que �!u olin�eaire �a �!v ssi lesoeÆients des 3 veteurs obtenus sont nuls. Attention : la �n de la d�emonstration n�eessite l'utilisation duproduit mixte.4 Produit Mixte (ou d�eterminant)D�efinition 3 : D�e�nition du Produit MixteSoient �!u , �!v et �!w trois veteurs de l'espae.On d�e�nit le produit mixte de �!u ; �!v et �!w par :[�!u ; �!v ; �!w ℄ = (�!u ^ �!v ):�!wRemarque 11.1. [�!u ; �!v ; �!w ℄ est un nombre r�eel.2. j[�!u ; �!v ; �!w ℄j repr�esente le volume du parall�el�epid�ede onstruit sur �!u , �!v et �!w .3. Inutile de pr�eiser pourquoi [�!u ; �!v ; �!w ℄ est appel�e le produit mixte de �!u ; �!v et �!w ...
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Dessin

Proposition 13 : Produit Mixte et oplanarit�eSoient �!u , �!v et �!w trois veteurs du plan. On a :�!u , �!v et �!w sont oplanaires () [�!u ; �!v ; �!w ℄ = 0Preuve 13 : Cons�equene imm�ediate de la d�e�nition.Remarque 12.1. Si A, B, C et D sont quatre points du plan, alors : A, B, C et D sont oplanaires () [��!AB; �!AC; ��!AD℄ = 02. Si deux des 3 veteurs sont olin�eaires (et don en partiulier �egaux), alors le produit mixte est nul.Exerie : 1Montrer que si (�!i ; �!j ; �!k ) est une base, alors (�!i ^�!j ; �!j ^�!k ; �!k ^ �!i ) en est aussi une.Proposition 14 : Calul du Produit Mixte dans une base orthonormale direteSi le plan vetorielle est muni d'une bon direte B. Soient �!u 0�xyz1AB, �!v 0�x0y0z01AB et �!w 0�x00y00z001AB.Alors : [�!u ; �!v ; �!w ℄ = xy0z00 + yz0x00 + zx0y00 � zy0x00 � xz0y00 � yx0z00 = ������x x0 x00y y0 y00z z0 z00������ (notation)
x x0 x00y y0 y00z z0 z00x x0 x00y y0 y00Calul du produit mixte par la r�egle de Sarrus : Autre alul du produit mixte :Preuve 14 : Il suÆt d'e�etuer le alul en exprimant les veteurs dans la bond.
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 2. Dans l'espae est muni d'une bon direte, aluler le produit mixte de �!u 0�1121A, �!v 0� 20�21A et �!w 0� 3�14 1A.Proposition 15 : Le d�eterminant de trois veteurs admet les 3 propri�et�es suivantes.1. Antisym�etrie : Le d�eterminant hange de signe si on �ehange les positions de deux veteurs2. Trilin�earit�e : Le d�eterminant est lin�eaire par rapport aux trois variables.On a par exemple : [�!u ; ��!a + ��!b ; �!w ℄ = �[�!u ; �!a ; �!w ℄ + �[�!u ; �!b ; �!w ℄3. Invariane par permutation irulaire : [�!u ; �!v ; �!w ℄ = [�!w ; �!u ; �!v ℄ = [�!v ; �!w ; �!u ℄Et don : (�!u ^ �!v ):�!w = (�!w ^ �!u ):�!v = (�!v ^ �!w ):�!uPreuve 15 :1. L'antisym�etrie est faile ompte-tenu de la formule du d�eterminant dans une bon direte.2. La trilin�earit�e se d�eduit failement de la d�e�nition du d�eterminant.3. Il suÆt d'utiliser la formule de alul dans une bond.Exemple 3. Identit�e de LagrangeEn utilisant la d�e�nition, puis en utilisant la formule du double produit vetoriel, d�emontrer que :k�!u ^ �!v k2 + (�!u :�!v )2 = k�!u k2:k�!v k2Th�eor�eme Fondamental 16 : Carat�erisation de la oplanarit�e dans une base quelonqueSoient �!u 0�xyz1AB, �!v 0�x0y0z01AB et �!w 0�x00y00z001AB dans une base quelonque B = (�!i ; �!j ; �!k ).Alors : �!u ; �!v ; �!w sont oplanaires () ������x x0 x00y y0 y00z z0 z00������ = 0Preuve 16 : On d�emontre failement (�a l'aide de l'antisym�etrie et de la trilin�earit�e) que :[�!u ; �!v ; �!w ℄ = ������x x0 x00y y0 y00z z0 z00������ : det(�!i ; �!j ; �!k )Exemple 4. Dans l'espae muni d'un rep�ere quelonque, dire si les quatres points A(1; � 2; 0), B(0; 0; 3), C(2; 4; 1)et D(�2; 2; 1) sont oplanaires.5 Les plans aÆnesUn plan P peut être d�e�ni de di��erentes fa�ons :1. Soit par un point A et deux veteurs non li�es �!u1 et �!u2. (deux veteurs direteurs)2. Soit par 3 points (A; B; C) non align�es.3. Soit par un point A et un veteur normal �!n .Obtention d'une �equation art�esienne
8



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/as 1 dans un rep�ere quelonqueSi le plan aÆne est d�e�ni par un point A������xAyAzA , et deux veteurs direteurs �!u 1������a1b11 et �!u 2������a2b22 .On obtient une �equation art�esienne en remarquant que :M ������xyz 2 P () (��!AM; �!u1; �!u2) oplanaires () ������x� xA a1 a2y � yA b1 b2z � zA 1 2������ = 0as 2 dans un rep�ere quelonqueSi le plan aÆne est d�e�ni par trois points A������xAyAzA , B������xByBzB et C������xCyCzC non-align�es.On obtient une �equation art�esienne en remarquant que :M ������xyz 2 P () (��!AM; ��!AB; �!AC) oplanaires () ������x� xA xB � xA xC � xAy � yA yB � yA yC � yAz � zA zB � zA zC � zA ������ = 0as 3 : Uniquement si le rep�ere est orthonorm�eSi le plan aÆne est d�e�ni par un point A������xAyAzA , et un veteur normal �!n ������ab non nul.On obtient une �equation art�esienne en remarquant que :M ������xyz 2 P () ��!AM ? �!n () ��!AM:�!n = 0() a:(x� xA) + b:(y � yA) + :(z � zA) = 0Remarque 13.1. On dira que 2 plans aÆnes sont parall�eles ssi leurs veteurs normaux le sont ou ssi leurs 4 veteurs direteurssont oplanaires.2. On dira que 2 plans aÆnes sont perpendiulaires ssi leurs veteurs normaux le sont.Proposition 17 : Equations art�esiennes d'un planLes propri�et�es suivantes sont valables quelque soit le rep�ere hoisi :1. Tout plan de l'espae admet une �equation art�esienne de la forme : ax+ by + z + d = 0.2. Tout plan de veteurs direteurs � �!u 1(a1; b1; 1)�!u 2(a2; b2; 2) admet une �equation art�esienne de la formeax+ by + z + d = 0 ave : 0�ab1A = 0�a1b111A ^0�a2b221A3. Si (a; b; ; d) 2 R4 ave (a; b; ) 6= (0; 0; 0) alors P = fM(x; y; z) j ax + by + z + d = 0g est un plandont l'ensemble des veteurs direteurs admet pour �equation art�esienne : ax+ by + z = 0.4. 2 plans aÆnes sont parall�eles si et seulement si dans leurs �equations art�esiennes, les oeÆients de x, yet z sont proportionnels.5. 2 �equations art�esiennes d'un même plan aÆne P sont proportionnelles.Preuve 17 : Par souis de temps, on se dispensera de prouver es di��erentes propri�et�es.9



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 5. Soit P : z = x+ y + 1.1. Expliquer pourquoi P est un plan.2. D�eterminer une �equation en oordonn�ees ylindriques, puis sph�eriques de P .3. Donner deux veteurs direteurs de P .Proposition 18 : Veteur normal �a un planLorsque le rep�ere est orthonorm�e, on a l'�equivalene suivante :un plan P admet une �equation art�esienne de la forme ax+ by + z + d = 0si et seulement siil est orthogonal au veteur �!n (a; b; ).�!n est alors appel�e veteur normal au plan.Preuve 18 : On mq la relation ax+ by + z + d = 0 est �equivalente �a une relation de la forme ��!AM:�!n = 0.Exemple 6. Dans l'espae muni d'un ron, montrer que les plans � P : 3x� y + z � 3 = 0P 0 : x+ 2y � z � 1 = 0 sont perpendiulaires.Exerie : 2Soit P le plan d'�equation x+ y + z = 1 dans un rep�ere orthonorm�e (diret).1. D�eterminer un rep�ere orthonorm�e diret R(
; �!I ; �!J ; �!K) tel que � 
 = P \ (Oz)�!I et �!J dirigent P2. D�eterminer les formules de hangement de rep�ere.D�efinition 4 : �Equations param�etriques (EP) d'un plan aÆneSoit P le plan aÆne passant par A(a; b; ) et de veteur direteur � �!u1(�1; �1; 1)�!u2(�2; �2; 2) .Alors : M(x; y; z) 2 P () 9�; � 2 R tel que 8<: x = a+ ��1 + ��2y = b+ ��1 + ��2z = + �1 + �2Le syst�eme obtenu est appel�e �equations param�etriques de P dans R. � et � sont les param�etres.Remarque 14.1. On obtient une EC d'un plan P �a partir des EP en �eliminant les param�etres � et �.2. On obtient des EP d'un plan P �a partir d'une EC en posant le syst�eme 8<: ax+ by + z + d = 0y = �z = � (si a 6= 0).Exemple 7. Choisir deux plans sur lesquels appliquer les m�ethodes pr�e�edentes.6 Les droites aÆnesOn suppose ii enore l'espae muni d'un rep�ere quelonque.Une droite D de l'espae peut être d�e�nie par :1. Soit 2 points (A; B).2. Soit un point A et un veteur direteur �!v non nul.D�efinition 5 : �Equations param�etriques d'une droite aÆneSoit D la droite aÆne passant par A(a; b; ) et de veteur direteur �!u (�; �; ).Alors : M(x; y; z) 2 D () 9� 2 R tel que 8<: x = a+ ��y = b+ ��z = + �Le syst�eme obtenu est appel�e �equations param�etriques de D dans R. � est le param�etre.10



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 6 : Syst�eme d'�equations art�esiennes d'une droite aÆneUne droite D peut être d�erite omme intersetion de deux plans non parall�eles et don par deux �equations deplans. Le syst�eme obtenu est appel�e syst�eme d'�equations art�esiennes de D dans R.Remarque 15.1. On obtient un syst�eme d'�equations art�esiennes �a partir des �equations param�etriques en �eliminant le param�etre.2. On obtient un syst�eme d'�equations param�etriques �a partir d'un syst�eme d'�equations art�esiennes en hoissantl'une des oordonn�ees omme param�etre.3. Il n'y a pas uniit�e des �equations art�esiennes d�e�nissant une droite de l'espae.Exemple 8. Choisir une droite sur laquelle appliquer les m�ethodes pr�e�edentes.Proposition 19 : Veteur direteur d'une droite donn�ee par un syst�eme d'�equations art�esiennesSoit une droite D donn�ee par un syst�eme d'�equations art�esiennes : � ax+ by + z + d = 0a0x+ b0y + 0z + d0 = 0 .On obtient diretement un veteur direteur de D par : ~n = ������ab ^ ������a0b00Preuve 19 :1. Cas o�u le rep�ere est orthonorm�e :Un veteur direteur de la droite intersetion de deux plans doit être perpendiulaire aux veteurs normauxaux deux plans.2. Cas d'un rep�ere quelonque : on admettra le r�esultat ar la d�emonstration fait apparâ�tre trop de as !Exemple 9.D�eterminer un veteur direteur de la droite d�e�nie par le syst�eme d'�equations art�esiennes : � x+ y + z � 1 = 02x� y + z + 2 = 0 .Remarque 16. Pour les aluls d'intersetions entre droites et plans, on a int�erêt �a hoisir une repr�esentation art�esiennepour un des sous-espaes et une repr�esentation param�etrique pour l'autre.Exemple 10. D�eterminer l'intersetion du plan passant par8<: A(1; 2;0)B(0; � 1; 3)C(1; 1; � 1) et la droite� passant par D(2; 0; 1)dirig�ee par �!u (1; � 1; � 1) .Proposition 20 : Soient D et D0 deux droites aÆnes de l'espae.Si D et D0 ne sont pas parall�eles, alors il existe une unique droite � s�eante et perpendiulaire �a D et D0.Preuve 20 :1. M�ethode 1 : On herhe M = A+ ��!u et M 0 = A0 + ��!u 0 tels que �!MM 0 ? �!u et �!MM 0 ? �!u 0.2. M�ethode 2 : Par analyse/synth�eseUne telle droite doit n�eessairement appartenir aux plans � P = A+Vet(�!u ; �!w )P 0 = A0 +Vet(�!u 0; �!w ) ave �!w = �!u ^�!u 0.R�eiproquement ...
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Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/Pour d�eterminer la perpendiulaire ommune �a deux droites (dans un rond)1. M�ethode 1 :(a) On reherhe des �equations param�etriques des deux droites(b) On reherhe alors un point M et un point M 0 sur haune des droites de telle fa�on que ���!MM 0 soitperpendiulaire �a haune des deux droites.() On obtient alors un syst�eme de deux �equations �a deux inonnues qui admet un unique ouple desolutions d'apr�es le th�eor�eme pr�e�edent.2. M�ethode 2 : la plus rapide !!On reherhe des �equations art�esiennes des plans � P = A+Vet(�!u ; �!w )P 0 = A0 +Vet(�!u 0; �!w ) ave �!w = �!u ^ �!u 0.Exemple 11. D�eterminer la perpendiulaire ommune aux deux droites suivantes :D1 : passant par A(1;0; 0) et dirig�ee par �!u (1; � 1; 1)D2 : passant par B(0;0; 0) et dirig�ee par �!v (1; 1; 1)Exerie : 3Soit l'espae E muni d'un rep�ere orthonorm�e diret.1. D�eterminer l'intersetion du plan aÆne d'�equation art�esienne : (P) x+ y � z + 1 = 0 et de la droite aÆne (D)passant par le point A(1;1;1) et de veteur direteur �!u (4; 3; 1).2. On onsid�ere les deux plans aÆnes d'�equations � P : x+ y + z � 1 = 0P 0 : x� y + z = 0 .D�eterminer une �equation param�etr�ee de la droite aÆne P \ P 0.3. Montrer que les plans P : 8<: x = 2 + �+ 2�y = 2 + 2�+ �z = 1� �� � et P 0 : 8<: x = 1 + 3u� vy = 3 + 3u+ vz = 1� 2u sont identiques.4. Soient A(1; 0; � 1), B(1; 1; 2) et C(2; 1; 1).Ces points sont-ils align�es ? Si non, d�eterminer une �equation du plan P .5. Soit P d'�equation 2x+ y + z � 1 = 0.Montrer que la droite passant par A(2; 2; 1) et B(3; 0; 1) est parall�ele �a P .6. Les points A(1; 2;1), B(3; 0; � 1), C(2; � 1; 1) et D(2; 3; � 1) sont-ils oplanaires ?7. Soit D = � x+ y + z � 1 = 02x� z � 2 = 0 .D�eterminer la droite D0 passant par A(1; 0; 1) et parall�ele �a D et le plan P ontenant D et A.8. Soit P d'�equation x+ 2y + z � 4 = 0 et D la droite passant par A(2; 2; 2) et dirig�ee par �!v (1; � 1; 1).Montrer qu'il existe une unique droite de P parall�ele �a D et passant par B(1; 1; 1).9. Soient D : � x+ 2y = 22y + z = 4 et D0 = A+Vet(�!v ) ave A(2; 1; � 1) et �!v (3; 1; � 1). Soit B(1; 0; 2).(a) D et D0 sont-elles s�eantes ?(b) Montrer qu'il existe une unique droite (�a d�eterminer) passant par B et s�eante �a la fois �a D et D0.
12



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/7 Distane d'un point �a une droite ou �a un planDans toute ette partie, on onsid�ere l'espae muni d'un rep�ere orthonorm�e diret.D�efinition 7 : Distane entre deux partiesSoit A et B deux parties de l'espae aÆne.Lorsque fMN j M 2 A et N 2 Bg admet un plus petit �el�ement, et �el�ement est appel�e la distane entre A etB. On a alors : d(A; B) = min(M; N)2A�BMN

7.1 Distane d'un point �a un plan dans l'espaeTh�eor�eme 21 : Formule de baseSoient P est le plan passant par le point A et orthogonal au veteur �!n . Soit M est un point de l'espae.Alors d(M;P) = j��!AM:�!n jk�!n kPreuve 21 : On ommene par prouver que d(M; P) = HM o�u H est le projet�e orthogonal de M sur P .Il suÆt alors d'e�etuer le alul de ��!AM:�!n en introduisant le point H .

Distane d'un point �a un planCorollaire 22 : Formule 1Soient P est le plan passant par les trois points A; B; C non-align�es, et M est un point de l'espae.Alors d(M;P) = j[��!AM; ��!AB; �!AC ℄jk��!AB ^ �!ACkPreuve 22 : Il suÆt d'appliquer la formule de base en remarquant que ��!AB ^ �!AC est un veteur normal �a P .Remarque 17. Dans le as o�u le plan est d�e�ni par un point A et deux veteurs �!u et �!v , on pourra appliquer la formule13



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/suivante : d(M;P) = j[��!AM; �!u ; �!v ℄jk�!u ^ �!v kCorollaire 23 : Formule 2Soit P : ax+ by + z + d = 0 un plan aÆne et M(x; y; z) un point de l'espae.Alors : d(M;P) = jax+ by + z + djpa2 + b2 + 2Preuve 23 : Il suÆt d'appliquer la formule de base ...Remarque 18. On reonnait une formule semblable �a elle obtenue dans le plan pour la distane d'un point �a unedroite.Proposition 24 : Equation normale d'un planOn munit l'espae d'un rond R(O; �!i ; �!j ; �!k ).Tout plan (P) admet une �equation art�esienne unique de la forme :a:x+ b:y + z = e ave � e � 0a2 + b2 + 2 = 11. Cette �equation est appel�ee l'�equation normale de P2. Interpr�etation g�eom�etrique des param�etres :(a) e repr�esente la distane de O �a (P)(b) (a; b; ) repr�esente les oordonn�ees d'un veteur orthogonal �a (P)Preuve 24 : On montre que parmi toutes les �equations art�esiennes de (D) (�:ax+�:by+�:bz = �) une seuleest de la forme voulue.

Interpr�etation angulaire de l'�equation normale �a un planExemple 12. Soit P le plan d'�equation art�esienne 2x� y + z � 3 = 0 dans un rep�ere orthonormal diret.D�eterminer les angles que fait un veteur normal de P ave les trois veteurs de base.Exerie : 41. Soient A(1; 1; 0), B(2; 1; 3), C(0; 1; 1) et D(�1; 3; 2).D�eterminer la hauteur du t�etra�edre de base ABC et de sommet D.2. D�eterminez la distane de la droite � passant par A(1; 1; 1)dirig�ee par �!u (0; 3; � 1) au plan P d'�equation 2x+ y + 3z � 1 = 0.7.2 Distane d'un point �a une droite dans l'espaeTh�eor�eme 25 : FormuleSoit D la droite passant par A dirig�ee par �!u et M un point de l'espae. Alors d(M;D) = k��!AM ^ �!u kk�!u k .14



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/

Distane d'un point �a une droitePreuve 25 : On ommene par montrer que d(M; D) =MH o�u H est le projet�e orthogonal de M sur D.Puis, on peut e�etuer un alul diret de k��!AM ^�!u k en introduisant le point H .Exemple 13. Caluler la distane de A(0; 1; 0) �a la droite d'�equations � x = 1x+ y + z = 0 .Exerie : 5Dans l'espae, d�eterminer l'ensemble des points �a �egale distane des deux points A(1; 2; 1) et B(0; 1; 1).Cet ensemble est le plan m�ediateur du segment [A; B℄.7.3 Distane d'une droite �a une autre droite de l'espaeTh�eor�eme 26 : distane entre deux droites non oplanairesSoient � D = A+VetuD0 = A0 +Vet u0 deux droites non oplanaires de l'espae. On a alors :d(D; D0) = j[��!AA0;�!u ;�!u0 ℄jk�!u ^�!u0kPreuve 26 : Nous avons vu que deux droites non oplanaires admettaient une perpendiulaire ommune.Notons H et H 0 les intersetions de ette droite respetivement ave D et D0.1. On ommene par montrer que d(D; D0) = HH 0.Pour ela, si M 2 D et M 0 2 D0, on remarquera que MM 02 = HH 02 + k��!MH +���!H 0M 0k2.2. Puis, on en d�eduit le r�esultat en introduisant H et H 0 dans le alul de j[��!AA0;�!u ;�!u0 ℄j
P

D D0M
Fig. 2 { Distane entre deux droites de l'espaeRemarque 19. Remarquons ainsi que d(D; D0) = d(M; P) o�u � M est un point quelonque de DP est l'unique plan ontenant D0 et parall�ele �a DRemarque 20. Et dans le as o�u les deux droites sont oplanaires?...Exerie : 6On onsid�ere dans R3 , les droites (D1) � passant par A(1; 1 2)dirig�ee par �!u (2; 1; 1) et (D2) � passant par B(3; 1 0)dirig�ee par �!v (1; 2; 0) .1. Caluler la distane d(D1; D2). 15



Cours MPSI-2010/2011 G�eom�etrie �el�ementaire de l'espae http://pasal.delahaye1.free.fr/2. D�eterminer M 2 (D1) et N 2 (D2) tels que (MN) soit la perpendiulaire ommune �a (D1) et (D2).Retrouver ainsi le r�esultat de 1).3. Soit P (k) = B + k:�!v un point de (D2).D�eterminer le minimum de la fontion g d�e�nie par g(k) = d2(P (k); D1).Retrouver ainsi le r�esultat de 1).8 Sph�eres de l'espaeL'espae est muni d'un rep�ere orthonorm�e R.D�efinition 8 : Soit 
 un point de l'espae et R 2 R+� .La sph�ere de entre 
 et de rayon R est l'ensemble des points M de l'espae situ�es �a une distane R de 
.Proposition 27 : Soit C la sph�ere de entre A(x
; y
; z
) et de rayon R.M(x; y; z) 2 C () (x� x
)2 + (y � y
)2 + (z � z
)2 = R2L'�equation obtenue est appel�ee �equation art�esienne de C.Cette �equation est de la forme x2 + y2 + z2 + 2ax+ 2by + 2z + d = 0 ave (a; b; ; d) 2 R4Preuve 27 : Pas de diÆult�e.Proposition 28 : R�eiproquement, l'ensemble des points C v�eri�ant une relation de la formex2 + y2 + z2 + 2ax+ 2by + 2z + d = 0est soit une sph�ere, soit un point, soit l'ensemble vide.Preuve 28 : Il suÆt de transformer l'�equation art�esienne de C par d�eomposition anonique.Exemple 14. Soit C la sph�ere d'�equation : x2 + y2 + z2 = a2.D�eterminer l'�equation de ette sph�ere en oordonn�ees ylindriques puis en oordonn�ees sph�eriques.Proposition 29 : Plan tangentOn appelle plan tangent �a une sph�ere S de entre 
(x
; y
; z
) et de rayon R en A(xA; yA; zA) 2 S, le planpassant par A et orthogonal au veteur �!
A.Ce plan a pour �equation art�esienne :(xA � x
)(x � x
) + (yA � y
)(y � y
) + (zA � z
)(z � z
) = R2Preuve 29 : Il suÆt de faire le alul ...Remarque 21. L'�equation art�esienne du plan tangent se retrouve failement �a partir de l'�equation art�esienne de Sen appliquant une r�egle d̂�te "r�egle de d�edoublement des termes".Th�eor�eme 30 : Intersetion d'une sph�ere et d'un planSoit (S) une sph�ere de entre 
 et de rayon R et (P) un plan. L'intersetion de (S) et de (P) est :1. L'ensemble vide lorsque d(
; (P)) > R2. Un point lorsque d(
; (P)) = R3. Un erle lorsque d(
; (P)) < RPreuve 30 : On peut e�etuer une �etude analytique en se pla�ant dans un rep�ere bien hoisi.Exemple 15. L'espae �etant muni d'un ron, d�eterminer le lieu d'�equation x2 + y2 + z2 � 4x � 2y + 6z � 5 = 0 puis�etudier son intersetion ave le plan d'�equation 2x� y + 3z � 2 = 0.Remarque 22. De même, sauriez-vous d�erire l'intersetion de deux sph�eres et l'intersetion d'une sph�ere et d'unedroite? 16


