
Analyse vetorielle|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye29 juin 20101 D�e�nitionsD�efinition 1 : Champ salaire et hamp de veteurs de l'espae (ou du plan)1. On appelle � potentiel salairehamp salaire de l'espae, toute appliation f : R3 7! R (ou de R2 dans R)2. On appelle hamp de veteurs de l'espae, toute appliation �!F : R3 7! R3 (ou de R2 dans R2 )

Champ salaire et hamp de veteursExemple 1.1. Champs salaires : hamp de pression, de temp�erature, de potentiel �eletrique, de potentiel gravitationnel ...2. Champs de veteurs : hamp �eletrique, hamp magn�etique, hamp des vitesses dans un uide ...D�efinition 2 : Gradient et laplaien d'un potentiel salaire1. Soit f un potentiel salaire de lasse C1 sur un ouvert U de R3 (ou R2 ).On appelle Gradient de f , le hamp de veteurs ��!gradf d�e�ni sur U par :8(x; y; z) 2 U; ��!gradf(x; y; z) = (�f�x (x; y; z); �f�y (x; y; z); �f�z (x; y; z))2. Soit f un potentiel salaire de lasse C2 sur un ouvert U de R3 (ou R2 ).On appelle Laplaien de f , le hamp salaire �f d�e�ni sur U par :8(x; y; z) 2 U; �f(x; y; z) = �2f�x2 (x; y; z) + �2f�y2 (x; y; z) + �2f�z2 (x; y; z)1



Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Divergene et rotationnel d'un hamp de veteursSoit �!F un hamp de veteurs de lasse C1 sur un ouvert U � R3 de fontions oordonn�ees 8<: f1f2f3 .1. On appelle divergene de �!F , le hamp salaire d�e�ni sur U par :8(x; y) 2 U; div�!F (x; y; z) = �f1�x (x; y; z) + �f2�y (x; y; z) + �f3�z (x; y; z)2. On appelle rotationnel de �!F , le hamp de veteurs d�e�ni sur U par :8(x; y) 2 U; �!rot�!F (x; y; z) = (�f3�y � �f2�z ; �f1�z � �f3�x ; �f2�x � �f1�y )

Divergene RotationnelRemarque 1. Toutes es notions se d�e�nissent aussi bien dans le plan que dans l'espae, �a l'exeption du rotationnelqui n'a de sens que dans l'espae. Elles mesurent haune des propri�et�es loales des hamps �etudi�es (vu dans le oursde physique de Sp�e).Exemple 2. Pour mieux omprendre le sens de la divergene et du rotationnel d'un hamp de veteurs, aluler :1. Le rotationnel de �!F = �!u � en oordonn�ees ylindriques et de �!F = a:�!i + b�!j + �!k en oordonn�ees art�esiennes.2. La divergene de �!F = �!u r en oordonn�ees polaires et de �!F = a:�!i + b�!j en oordonn�ees art�esiennes.On donne les formules suivantes :���!rot�!F = �1r �fz�� ��!u r + ��fr�z � �fz�r ��!u � + 1r ��(rf�)�r � �fr�� ��!u z et div�!F = 1r2 �(r2fr)�r + 1r sin � �(sin �f�)��Remarque 2. On utilise souvent l'op�erateur nabla �!r( ��x; ��y ; ��x ) pour exprimer les d�e�nitions pr�e�edentes.1. ��!gradf = �!rf2. �f = �!r :(�!rf) 3. �!rot�!F = �!r ^�!F4. div�!F = �!r :�!FIl onvient tr�es bien en oordonn�ees art�esiennes, mais n'est pas adapt�e pour les autres syst�emes de oordonn�ees.Exerie : 1Calul du Laplaien en oordonn�ees polaires.On onsid�ere V un potentiel salaire d�e�ni en oordonn�ees art�esiennes par f : R2 7! R de lasse C2 sur R2 .En oordonn�ees polaires, V est alors d�e�ni par la fontion g : R2 7! R telle que g(�; �) = f(x; y).Caluler �V en fontion de �, � et des d�eriv�ees partielles de g.Exerie : 2Calul du gradient en oordonn�ees ylindiques. 2



Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/Soit V un potentiel salaire de lasse C1 de l'espae.Exprimer ��!grad V (M) en fontion de �V�� , �V�' , �V�z et des veteurs du rep�ere ylindique assoi�es au point M .2 Formules d'analyse vetorielleOn onsid�ere dans ette setion :1. f et g des hamps salaires de lasse C1 ou C2 sur un ouvert U de R3 .2. �!F et �!G des hamps vetoriels de lasse C1 ou C2 sur un ouvert U de R3 .3. � 2 R.Proposition 1 : ���!grad, �, div et �!rot sont des op�erateurs lin�eaires� ���!grad (f + �g) = ���!grad f + �:���!grad g� �(f + �g) = �f + �:�g � div(�!F + ��!G) = div�!F + �:div�!G� �!rot(�!F + ��!G ) = �!rot�!F + �:�!rot�!GPreuve 1 : Simples aluls ...Proposition 2 : ���!grad, �, div et �!rot d'un "produit"� ���!grad (fg) = f:���!grad g + g:���!grad f� �(fg) = f:�g + 2���!grad f:���!grad g + g:�f � div(f:�!F ) = f:div�!F +���!grad f:�!F� �!rot(f�!F ) = f:�!rot�!F +��!gradf ^ �!FPreuve 2 : Simples aluls ...Proposition 3 : Formules ompl�ementaires� �!rot(���!grad f) = �!0 � div(�!rot�!F ) = 0 � �!rot(f:���!grad g) = ���!grad f ^ ���!grad gPreuve 3 : Simples aluls ...3 Int�egrale urviligne le long d'une ourbe orient�eeDans ette partie, nous nous plaerons essentiellement dans le plan.Rappel : Notion de di��erentielle d'une fontion en un point.Soit f une fontion de R2 dans R de lasse C1 sur U � R2 , et M0(x0; y0) 2 U .La di��erentielle de f est l'appliation d�e�nie par :df(x0; y0) = �f�x (x0; y0) dx+ �f�y (x0; y0) dy ave � dx : (h1; h2) 7! h1dy : (h1; h2) 7! h2R�eiproquement :D�efinition 4 : Forme di��erentielleSoit P et Q deux fontions de R2 dans R d�e�nies sur un ouvert U .Alors l'appliation ! de R2 7! L(R2 ; R) d�e�nie par :8(x; y) 2 R2 ; !(x; y) = P (x; y): dx+Q(x; y): dyest appel�e forme di��erentielle sur U . 3



Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 3. D�eterminer l'image de (1; �) par la forme di��erentielle : ! : (x; y) 7! 3x2 dx� x: os y dy.Remarque 3.1. 8(x; y) 2 U ; !(x; y) est une appliation lin�eaire de R2 dans R.2. Il n'existe pas toujours d'appliation f 2 C1(R2 ; R) telle que ! = df .Si une telle fontion f existe, on dit que ! est une forme di��erentielle exate.f est alors appel�ee une primitive de ! sur U .3. On d�e�nit aussi une forme di��erentielle sur U � R3 par : !(x; y;z) = P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy+R(x; y; z) dzExemple 4. Les formes di��erentielles suivantes sont-elles exates?1. !1 : (x; y) 7! x dy + y dx sur R2 2. !2 : (x; y) 7! y dy � x dxx2 + y2 sur R2nf(0; 0)g.Remarque 4.La donn�ee d'une forme di��erentielle !(x; y) = P (x; y) dx + Q(x; y) dy sur R2 �equivaut �a la donn�ee d'un hamp deveteurs �!V (x; y)�P (x; y)Q(x; y)�.D�efinition 5 : Int�egrale d'une forme di��erentielle le long d'une ourbe orient�eeSoit ! = P dx+Q dy une forme di��erentielle sur U � R2 (P et Q �etant des fontions de R2 7! R).Soit � une ourbe de repr�esentation param�etrique �!F � x = x(t)y = y(t) de lasse C1 d�e�nie de [a; b℄ dans U .L'int�egrale (urviligne) de ! le long de � orient�ee par la repr�esentation param�etrique �!F est d�e�niepar : Z� ! = Z� P dx+Q dy = Z ba P (x(t); y(t)):x0(t) +Q(x(t); y(t)):y0(t) dtRemarque 5.1. Bien entendu ette d�e�nition s'�etend aux formes di��erentielles sur U � R3 . A formuler !2. On d�emontre failement que ette notion est ind�ependante du param�etrage admissible diret hoisi.3. Contrairement �a une ourbe param�etr�ee, une ourbe �, donn�e par son �equation art�esienne, n'a a priori auuneorientation. L'�enon�e devra don pr�eiser le sens de elle-i.Exemple 5. Dans les exemples suivants, lorsque les ourbes sont donn�ees par leur �equation art�esienne, elles serontorient�ees dans le sens trigonom�etrique.1. Caluler l'int�egrale urviligne de !(x; y) = xy dx+ (x+ y) dy le long de � : y = x2 pour x 2 [�2; 2℄2. Caluler l'int�egrale urviligne de !(x; y) = x dy � y dx le long de � : x2 + y24 � 2x� y = 03. Caluler l'int�egrale urviligne de !(x; y) = �xy2 dx+ x2y dy le long de C : � = a(1 + os �) (demi-ardio��de).Proposition 4 : Relation de ChaslesSoit ! une forme di��erentielle d�e�nie sur un ouvert U 2 R2 et �1 et �2 deux ourbes du plan telles quel'extr�emit�e de �1 oinide ave l'origine de �2. Alors :Z�1[�1 ! = Z�1 ! + Z�2 !Preuve 4 : Admise ...
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Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 6 : Travail d'un hamp de veteurs sur une ourbeSoit le hamp de veteurs �!V = P�!i +Q�!j du plan et ! = P dx+Q dy la forme di�. assoi�ee.Soit � une ourbe du plan.W��!V = Z� P dx+Q dy est aussi appel�ee � irulationtravail du hamp de veteurs �!V sur �Exemple 6. Soient les points O(0; 0), A(a; 0), B(a; b) et C(0; b).Caluler la irulation du hamp de veteurs �!V (x; y) = y2�!i + x2�!j le long du retangle OABCRemarque 6. On peut de même d�e�nir le travail d'un hamp de veteurs sur une ourbe � de l'espae.Exerie : 3Caluler la irulation du hamp de veteurs �!V (x; y; z) = y + zx2 + y2�!i + x+ zx2 + y2�!j + 1x2 + y2�!k1. le long de la portion d'h�elie de repr�etentation param�etrique 8<: x = r os ty = r sin tz = ht ave t 2 [0; 2�℄ et � r > 0h > 0 .2. le long du segment orient�e [A;B℄ ave A(2r; 0; �h) et B(r; 0; 2�h) ave r > 0 et h > 0.Th�eor�eme Fondamental 5 : Formule de Green-RiemannSoit � une ourbe de R2 , ferm�ee et orient�ee dans le sens trigonom�etrique.� limite alors une partie ferm�ee born�ee du plan not�ee �.Soient P et Q des fontions de lasse C1 sur �.On a alors : Z� P dx+Q dy = Z Z� ��Q�x � �P�y � dx dyPreuve 5 : Hors programme ...Exemple 7. Soient les points O(0; 0), A(a; 0), B(a; b) et C(0; b).En utilisant la formule de Green-Riemann, aluler l'int�egrale urviligne de ! = y2 dx+ x2 dy sur retangle OABC.Exerie : 4Caluler la irulation du hamp de veteurs �!V : (x; y) 7! �10x2y3�!i + (3x5 + 15xy4)�!j le long de la ourbe d'�equation art�esienne x2 + y2 � x = 0, en utilisant la formule de Green-Riemann.Appliation au alul de l'aire de �La formule de Green-Riemann nous donne trois formules possibles :1. P = 0 et Q = x. nous donne Z Z� dx dy = Z� x dy2. P = �y et Q = 0. nous donne Z Z� dx dy = � Z� y dx3. P = �y2 et Q = x2 . nous donne Z Z� dx dy = 12 Z��y dx+ x dyRemarque 7. En d'autres termes, si � x = x(t)y = y(t) est une repr�esentation param�etrique de �, la fronti�ere de � :AIRE(�) = Z� x(t)y0(t) dt = � Z� y(t)x0(t) dt = 12 : Z��y(t)x0(t) + x(t)y0(t) dtExemple 8. D�eterminer l'aire du domaine d�elimit�e par : 5



Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/1. une astro��de 2. une arhe de ylo��deExerie : 5Caluler l'aire du domaine du plan d�e�ni par : x2a2 + y2b2 � 1 et x2b2 + y2a2 � 1 o�u 0 < b < a.4 Champs de veteurs d�erivant d'un potentiel salaireD�efinition 7 : Champs de veteurs d�erivant d'un potentiel salaireSoit �!F : R3 7! R un hamp de veteurs de lass C1 d�e�ni sur un ouvert U .On dit que �!F d�erive d'un potentiel salaire si et seulement si il existe un hamp salaire f d�e�ni sur U de lasseC1 tel que : �!F = ���!grad ff est alors appel�e un potentiel salaire de �!F .Remarque 8.1. Un hamp de veteurs �!F = P�!i +Q�!j d�erive d'un potentiel salaire f sur U ssi ! = P dx+Q dy est une formedi��erentielle exate sur U ave ! = df .2. Si �!F d�erive d'un potentiel salaire f alors il d�erive de tout potentiel salaire f + � o�u � 2 R.D�efinition 8 : Partie �etoil�ee par rapport �a un pointOn dit qu'une partie U de R3 est �etoil�ee, s'il existe un point A 2 R3 tel que 8M 2 U , [AM ℄ � U .
AFig. 1 { Partie �etoil�ee par rapport �a ARemarque 9. Une partie onvexe est �etoil�ee par rapport �a haun de ses points.Th�eor�eme 6 : CNS pour que �!F d�erive d'un potentiel salaireSoit �!F : R3 7! R3 un hamp de veteurs de lass C1 d�e�ni sur un ouvert U .1. CN : Si �!F d�erive d'un potentiel salaire, alors : �!rot�!F = �!02. CS : Si � �!rot�!F = �!0U est un ouvert �etoil�e alors �!F d�erive d'un potentiel salaire.Preuve 6 : Admis ...Remarque 10. Bien entendu, ette CNS n'est valable que pour des hamps salaires de l'espae.Exemple 9. Montrer que le hamp vetoriel �!F (x; y; z) = (x2 � yz; y2 � zx; z2 � xy) d�erive d'un potentiel salaire.Exerie : 6Soit �!! un veteur de l'espae et �!F le hamp de veteurs de l'espae d�e�ni par �!F (M) = �!! ^ ��!OM .1. Caluler div �!F (M) et �!rot �!F (M).2. Le hamp de veteurs F d�erive-t-il d'un potentiel salaire?
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Cours MPSI-2009/2010 Analyse vetorielle http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 7 : Travail d'un hamp de veteurs d�erivant d'un potentiel salaireSoit ( un hamp de veteurs �!V = P�!i +Q�!j d�erivant du potentiel salaire f! la forme di��erentielle exate assoi�ee �a �!V .On s'int�eresse au travail du hamp �!V le long d'une ourbe � param�etr�ee par �!F (t) ave t 2 [a;b℄.En notant M(a) et M(b) les points de � de param�etres a et b, on a :W��!V = Z� ! = f(M(b))� f(M(a))Preuve 7 : Il suÆt d'e�etuer le alul en utilisant le fait que ! = df .Remarque 11. Ainsi, omme nous le verrons dans un exerie qui suit, le travail du poids d'un objet (qui d�erive dupotentiel gravitationnel) ne d�epend que des points de d�epart et d'arriv�ee de l'objet.Remarque 12. Le travail du hamp de veteurs d�erivant d'un potentiel salaire f (ad : assoi�e �a une forme di��erentielleexate !) ne d�epend alors que des extr�emit�es de �. En partiulier, si la ourbe est ferm�ee, le travail du hamp �!V estnul : W��!V = R� ! = 0.

Exerie : 7On onsid�ere une attration inversement proportionnelle au arr�e de la distane �a un point O.Le hamp de veteurs �!F d�e�ni sur R2 � f(0; 0)g, v�eri�e don : �!F (M) = �kOM3��!OM1. Montrer que �!F d�erive d'un potientiel salaire.2. D�eterminer le travail de la fore �!F le long d'un hemin allant de A �a B qui ne passe pas par le point O.Exerie : 8D�eterminer la irulation du hamp de veteurs �!V (x; y) = (3(x2 + y2)� y3)�!i + 3xy(2� y)�!j le long :1. du demi-erle de repr�esentation param�etrique x(t) = os t et y(t) = sin t pour t 2 [0;�℄.(a) En tentant d'e�etuer un alul diret.(b) En utilisant la formule de Green-Riemann.() En reherhant un potentiel salaire �eventuel d'o�u d�erive �!V .2. du erle de entre 0 et de rayon 1?Exerie : 91. Le hamp de veteurs �!W (x; y; z) = (x� y)�!i + (y2 � z � x)�!j + (z2 � y)�!k d�erive-t-il d'un potentiel salaire?2. Caluler la irulation de e hamp le long du erle de entre 0, de rayon 1 et d'axe 0z parouru une fois dansle sens diret.Exerie : 10Soit �!V : (x; y; z) 7! �2xz�!i + 2yz�!j + x2 � y2z2 �!k .1. Montrer que �!V d�erive d'un potentiel salaire.2. Caluler la irulation du hamp de veteur �!V le long du segment orient�e [A;B℄ ave A(�r; 0; �h) et B(r; 0; 2�h).7


