
Les fontions de deux variables|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur2 juin 2010L'ensemble de e hapitre a pour objetif prinipal l'�etude des fontions de R2 dans R.Une fontion de e type est appel�ee un hamp de potentiel ou un hamp salaire.1 Continuit�e d'une fontion de deux variablesOn onsid�ere dans e paragraphe une partie U � R2 et une fontion de deux variables r�eellesf : U �! R(x; y) 7! f(x; y)On onsid�erera R2 muni de sa norme eulidienne usuelle.Les ouples de R2 seront not�es X = (x; y). La notation X permettant de ne pas onfondre le veteur ave son absisse.D�efinition 1 : On appelle graphe d'une fontion f : U � R2 7! R, l'ensemble :G = fM(x; y; f(x; y)) 2 R3 tels que (x; y) 2 Ug

Graphe de f(x; y) = x2 � y2Maple> plot3d(x^2-y^2,x=-1..1,y=-1..1,olor=blue,grid=[30,30℄,axes=frame);
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Graphe de f(x; y) = x4 � 2:x2:y2 + 2:y2Maple> plot3d(x^4-2.x^2.y^2+2.y^2,x=-2..2,y=-2..2,olor=blue,grid=[30,30℄,axes=frame);

Graphe de f(x; y) = x:e�(x2+y2)Maple> plot3d(x.exp(-(x^2+y^2)),x=-2..2,y=-2..2,olor=blue,grid=[30,30℄,axes=frame);

Graphe de f(x; y) = (x+ y)2 + x4 + y4Maple> plot3d((x+y)^2+x^4+y^4,x=-2..2,y=-2..2,olor=blue,grid=[30,30℄,axes=frame);Remarque 1. L'�etude de f : R2 ! R orrespond don �a l'�etude de la surfae d'�equation art�esienne y = f(x; y).Th�eor�eme 1 : Alg�ebre F(U;R)Soit U une partie de R2 .L'ensemble (F(U; R); + ; : ;�) est une R-alg�ebre ommutative.2



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 1 : M�ethode usuelle.D�efinition 2 : Limite - Continuit�eSoit f : U 7! R o�u U est une partie de R2 .Soit un point a = (a1; a2) 2 R2 et un r�eel l 2 R.1. Limite en un point a 2 UOn dit que f tend vers la limite l lorsque X = (x1; x2) tend vers a = (a1; a2) si et seulement si :8" > 0; 9� > 0; 8X 2 U; kX � ak � �) jf(X)� lj � "2. Continuit�e en un point aOn dit que la fontion f est ontinue au point a 2 U si et seulement si : limX!a f(X) = f(a).3. Continuit�e sur UOn dit que la fontion f est ontinue sur U si et seulement si elle est ontinue en tout point de U .Remarque 2. On montre que la d�e�nition pr�e�edente ne d�epend pas de la norme hoisie sur R2 (elles sont �equivalentes).Exemple 1. Les fontions � (x1; x2) 7! x1(x1; x2) 7! x2 sont ontinues sur R2 .Proposition 2 : Th�eor�emes g�en�eraux sur les limitesSoient U � R2 , a 2 U , � 2 R et lf ; lg 2 R.1. Si f; g : U � R2 7! R sont deux fontions telles que 8<: f(x; y) ������!(x; y)!a lfg(x; y) ������!(x; y)!a lg , alors :(a) �f(x; y) ������!(x; y)!a �lf(b) f(x; y) + g(x; y) ������!(x; y)!a lf + lg () f(x; y)g(x; y) ������!(x; y)!a lf lg(d) f(x; y)=g(x;y) ������!(x; y)!a lf=lg si lg 6= 0.2. Si R2 f�! R g�! R sont deux fontions telles que 8<: f(x; y) ������!(x; y)!a lfg(t) ���!t!lf lg alors : g Æ f(x; y) ������!(x; y)!a lgPreuve 2 : D�emonstrations qui ne posent pas de r�eelles diÆult�es mais que l'on admettra ...Remarque 3. En pratique :Si (x; y)! (a; b) alors on pourra passer �a la limite dans f(x; y) en onsid�erant que � x! ay ! bExemple 2. Quelle est la limite en a = (1; � 2) de la fontion f d�e�nie par f(x; y) = osx:ex+y1 + x2 ?Proposition 3 : Th�eor�emes g�en�eraux sur la ontinuit�e1. Soient deux fontions f; g : R2 7! R ontinues au point a et � 2 R.Alors :(a) �f , f + g et fg sont ontinues au point a. (b) f=g est ontinue en a si g(a) 6= 0.2. Soient R2 f�! R g�! R. Si � f est ontinue en a 2 R2g est ontinue en f(a) , alors : g Æ f est ontinue en aPreuve 3 : Imm�ediat ompte-tenu de la proposition pr�e�edente !3



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 4. C(U � R2 ; R) muni de � l'addition usuellela multipliation par � 2 R est un R-ev.Exemple 3.1. Ainsi, les fontions polynômiales �a deux variables sont ontinues sur R2 .2. D�emontrer que les fontions suivantes sont ontinues sur leur ensemble de d�e�nition :(a) f(x; y) = x2y2: ln(x2 + y2). (b) g(x; y) = os(x): sh(y)Remarque 5. Malheureusement, les th�eor�emes g�en�eraux ne permettent pas d'�etudier toutes les situations...Pour des �etudes de ontinuit�e en des points partiuliers, on pourra s'inspirer des m�ethodes utilis�ees pour les fontionsde R dans R (ontinuit�e �a droite et �a gauhe).Exerie : 1Montrer que la fontion f : R2 7! R d�e�nie par : 8<: f(x; y) = x2y si jxj < jyjf(x; y) = y sinon est ontinue sur R2 .Th�eor�eme 4 : Th�eor�eme de majoration (Tr�es utile pour prouver une limite)Soit f : R2 7! R, a 2 R2 et l 2 R.S'il existe � : R2 7! R tels que sur un voisinage de a, on ait : 8><>: jf(x; y)� lj � �(x; y)�(x; y) ������!(x; y)!a 0Alors : f(x; y) ������!(x; y)!a lPreuve 4 : Pas de diÆult�e.Exemple 4. Peut-on prolonger par ontinuit�e en (0; 0) la fontion d�e�nie sur R2 n f(0; 0)g par :f(x; y) = sin(x4) + sin(y4)px4 + y4Exerie : 2Soit une forme lin�eaire f : R2 7! R.1. Montrer que f est ontinue au point (0; 0).2. En d�eduire qu'une forme lin�eaire est ontinue sur R2 .Lorsque (x; y) ! 0 (as auquel on peut toujours se ramen�e par hangement de variables!), il est souventavantageux d'exprimer x et y en oordonn�ees polaires a�n de majorer f(x; y) par une fontion de � =px2 + y2.Exemple 5. Etudier la ontinuit�e en (0; 0) de la fontion de R2 d�e�nie par : f(x; y) = 8<: x2yx2 + y2 si (x;y) 6= (0; 0)0 si (x;y) = (0; 0) .Exerie : 3Montrer que la fontion f d�e�nie par 8<: f(x; y) = x3 + y3x2 + xy + y2 si (x; y) 6= (0; 0)f(0; 0) = 0 est ontinue sur R.On pourra �egalement d�eterminer une limite en utilisant les �equivalents sur les fontions de R dans R.Exemple 6. D�eterminer la limite en (0; 0) de la fontion f d�e�nie sur R� � R� par f(x; y) = 1� osxyxy2 .Exerie : 4Montrer que f d�e�nie par8<: f(x; y) = sin(x+ y)ln(1 + x+ y) si x+ y 6= 0f(x; � x) = 1 est ontinue sur U = f(x; y) 2 R2 j 1+x+y > 1g.4



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Appliations partiellesSoit une fontion f : R2 7! R et un point a = (a1; a2) 2 R2 .On d�e�nit pour f au point a les deux fontions r�eelles suivantes :� f1 : R �! Rt 7! f(t; a2) � f2 : R �! Rt 7! f(a1; t)Ces appliations sont appel�ees les appliations partielles de f en a.

Les deux appliations partielles de fRemarque 6.1. Le graphe de f1 est l'intersetion du graphe de f ave le plan d'�equation y = a22. Le graphe de f2 est l'intersetion du graphe de f ave le plan d'�equation x = a1Th�eor�eme 5 : Continuit�e des appliations partiellesSi la fontion f : R2 7! R est ontinue au point a = (a1; a2), alors :1. la premi�ere fontion partielle f1 est ontinue au point a1.2. la deuxi�eme fontion partielle f2 est ontinue au point a2.Attention : la r�eiproque est fausse.Preuve 5 : Pas de diÆult�e ave les d�e�nitions des limites ...
Illustration du th�eor�eme R�eiproque fausseExerie : 5Etudier la ontinuit�e en (0;0) et la ontinuit�e des appliations partielles de la fontion d�e�nie par :f : R2 �! R(x; y) 7! 8<: xyx2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)5



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 6 : Limite le long d'un heminSoit f : U � R2 7! R telle que limX!a f(X) = l . Alors :Pour tout hemin  : R 7! R2 tel que limt!t0 (t) = a, on a : limt!t0 (t6=t0) fo(t) = lPreuve 6 : Pas de diÆult�e ave les d�e�nitions des limites ...
Limite le long d'un hemin :Remarque 7.1. Ainsi, si f(X) 7! l en a, alors f(X) 7! l quelque soit le hemin pris par X pour approher a.2. Remarquons que les deux appliations partielle f1 et f2 sont les restritions de f aux droites passant par a etparall�eles aux axes Oy et Ox.Remarque 8. Ce th�eor�eme est tr�es utile pour montrer qu'une fontion de R2 dans R n'est pas ontinue en a.Exemple 7. Prouver ainsi que f(x; y) = x2x2 + y2 ne peut pas être prolong�ee par ontinuit�e en O(0; 0).Exerie : 6Montrer que les appliations suivantes n'admettent pas de limite lorsque (x; y)! (0; 0) :1. f(x; y) = xyx2 + y2 2. f(x; y) = x3y 3. f(x; y) = shx sh yx+ yExerie : 7Soit f la fontion d�e�nie sur R2 par 8<: f(x; y) = x2yx4 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)f(0; 0) = 0 .1. Etudier la ontinuit�e en (0; 0) des restritions de f aux droites passant par (0; 0).2. Etudier la ontinuit�e en (0; 0) de la restrition de f �a la parabole d'�equation y = x2.3. f est-elle ontinue en (0; 0)?2 Cas des fontions de R2 dans R2Soit une fontion �!f : U � R2 7! R2 et � un point a = (a1; a2) 2 Uun point l = (l1; l2) 2 R2 .Notons :�!f : U � R2 �! R2X = (x; y) 7! � f1(x; y)f2(x; y)� o�u � f1 : U 7! Rf2 : U 7! R sont appel�ees les fontions oordonn�ees de fRemarque 9. Une telle appliation est appel�ee un hamp de veteurs du plan (voir le ours d'analyse vetorielle).6



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/
Champ de veteurs �!fD�efinition 4 : Limite et ontinuit�eOn note k:k la norme eulidienne sur R2 (e pourrait être une norme quelonque), � a 2 Ul 2 R2 .1. On dit que f tend vers l lorsque X tend vers a si et seulement si :8" > 0; 9� > 0; 8X 2 U; kX � ak � �) k�!f (X)� lk � "2. On dit que la fontion �!f est ontinue au point a lorsque : limX!a�!f (X) = �!f (a).Th�eor�eme 7 : Carat�erisation d'une limite�!f (X) ���!X!a l () ( f1(X) ���!X!a l1f2(X) ���!X!a l2Preuve 7 : Pas de diÆult�e.Remarque 10. Pour �etudier la limite en a d'une fontion �!f : R2 7! R2 , on �etudiera don la limite en a des 2 fontionsomposantes.Th�eor�eme 8 : Continuit�e d'une fontion ompos�ee1. Soit ( �!f : R2 7! R2 ontinue en a�!g : R2 7! R2 ontinue en �!f (a) . La fontion �!g Æ�!f est alors ontinue en a. (R2 f�! R2 g�! R2 )2. Soit ( �!f : R2 7! R2 ontinue en ag : R2 7! R ontinue en �!f (a) . La fontion g Æ �!f est alors ontinue en a. (R2 f�! R2 g�! R)3. Soit � �!f : R 7! R2 ontinue en a�!g : R2 7! R2 ontinue en f(a) . La fontion �!g Æ�!f est alors ontinue en a. (R f�! R2 g�! R2 )Preuve 8 : Pas de diÆult�e en onsid�erant les fontions oordonn�ees.3 D�eriv�ees partielles3.1 Ouvert de R2D�efinition 5 : Boule ouverte de R2Soit x0 2 R2 et r > 0.On appelle boule ouverte de R2 � de entre x0de rayon r l'ensemble : B(x0; r) = fx 2 R2 j kx� x0k < rg.Remarque 11. La forme des boules de R2 varie selon la norme utilis�ee.D�efinition 6 : Partie ouverte de R2Soit U une partie de R2 .On dira que U est un ouvert de R2 ssi : 8x 2 U , 9r > 0 tel que B(x; r) � U .7
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Boules ouvertes de R2 : Ouvert de R23.2 D�eriv�ees partielles en un pointOn onsid�ere une fontion f : U � R2 7! R o�u U est un ouvert de R2 .D�efinition 7 : D�eriv�ee selon un veteurSoit un point a 2 U et un veteur h 2 R2 non nul.On dit que la fontion f admet une d�eriv�ee selon le veteur h en a si et seulement si :1. Il existe Æ > 0 tel que 8t 2 [�Æ; Æ℄, a+ th 2 U2. l'appliation 'h d�e�nie sur [�Æ; Æ℄ par 'h(t) = f(a+ th) est d�erivable en 0.On note alors ette limite : Dhf(a) = '0h(0)

D�eriv�ee de f en a selon un veteur h :Remarque 12. On onsid�ere dans ette d�e�nition la restrition de f �a la droite passant par a dirig�ee par le veteur h.Exerie : 8On onsid�ere la fontion de deux variables d�e�nie par : f(x; y) = 8<: x2yx2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)Soit un veteur h = (a; b) unitaire.Etudier la d�eriv�ee de f selon le veteur h au point (0; 0).
8



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 8 : D�eriv�ees partiellesOn appelle d�eriv�ees partielles de f au point a lorsqu'elles existent, les d�eriv�ees de f selon les veteur �!i et �!j .Il s'agit don des d�eriv�ees en a1 et a2 des deux appliations partielles f1 et f2 en a.On a don :1. �f�x (a) = limt!a1 f(t; a2)� f(a1; a2)t�f�x (a) = f 01(a1) 2. �f�y (a) = limt!a2 f(a1; t)� f(a1; a2)t�f�y (a) = f 02(a2)Remarque 13.1. Comme f , les d�eriv�ees partielles sont des fontions de R2 dans R.2. On les note aussi : �f�x (a) = Dxf(a) et �f�y (a) = Dyf(a).Remarque 14. IMPORTANT !!D�eterminer l'existene de d�eriv�ees partielles revient �a �etudier la d�erivabilit�e des appliations partielles de f .Pour le alul pratique, on d�erive par rapport �a une variable en onsid�erant l'autre omme un param�etre.Exemple 8. Etudier les d�eriv�ees partielles des fontions f et g d�e�nies par : � f(x; y) = x os(xy2) + yexg(x; y) = x: ln(x2 + y2) .Exerie : 9Etudier la ontinuit�e, l'existene et la ontinuit�e des d�eriv�ees partielles de la fontion : f(x; y) = � x2 si jxj > y0 sinon .Exerie : 10Soit ' : R 7! R d�erivable et f : R� � R 7! R d�e�nie par : f(x; y) = '(y=x).Montrer que : 8(x; y) 2 R� � R, x�f�x + y �f�y = 0Th�eor�eme Fondamental 9 : DL �a l'ordre 1 d'une fontion f : R2 7! R en aSoit f : U 7! R dont les d�eriv�ees partielles premi�eres � existentsont ontinues sur un ouvert U � R2 .Alors : � 8a 2 U8h = (h1; h2) 2 R2 , tels que a+ h 2 U :le d�eveloppement limit�e de f �a l'ordre 1 au point a est alors : f(a+ h) = f(a) + �f�x (a)h1 + �f�y (a)h2 + o(khk)Preuve 9 : D�emonstration hors-programme ...Exerie : 11D�eterminer le d�eveloppement limit�e �a l'ordre 1 de la fontion f(x; y) = 11 + x+ y en (0; 0).Exerie : 12Sans utiliser la alulatrie, donner une approximation de 1;021;99.Remarque 15.1. En posant X = (x; y) = a+ h 2 U le DL1(a) s'�erit aussi :f(X) = f(a) + �f�x (a)(x� a1) + �f�y (a)(y � a2) + o(kX � ak)La partie r�eguli�ere de e DL est la meilleur approximation de f au voisinage de a par une fontions polynomialede degr�e 1.2. Le plan de l'espae d'�equation z = f(a) + �f�x (a)(x� a1) + �f�y (a)(y � a2) est appel�e le plan tangent �a la surfaeCf en A(a;f(a)). 9



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/

Repr�esentation graphique du plan d'�equation : z = f(a) + �f�x (a)(x� a1) + �f�y (a)(y � a2)Th�eor�eme Fondamental 10 : Expression de la d�eriv�ee selon h en aSoit une fontion f : U 7! R dont les d�eriv�ees premi�eres � existentsont ontinues sur un ouvert U � R2 .Alors : � 8a 2 U8h = (h1; h2) 2 R2 , tels que a+ h 2 U :On a : Dhf(a) = �f�x (a)h1 + �f�y (a)h2Preuve 10 : C'est une ons�equene du DL1.On �erit que pour t suÆsamment petit, on a : f(a+ th) = f(a) + �f�x (a)th1 + �f�y (a)th2 + o(kthk).Remarque 16. Cette formule est oh�erente ave le fait que : Dxf(a) = �f�x (a) et Dyf(a) = �f�y (a).Exemple 9. V�eri�er la validit�e de la formule pr�e�edente sur la fontion f(x; y) = 2x3y2.Corollaire 11 : Le DL1(a) de f s'�erit alors :f(a+ h) = f(a) +Dhf(a) + o(khk)3.3 Fontions de lasse C1D�efinition 9 : Fontions de lasse C1On dit que f est de lasse C1 sur U si et seulement si :8h 2 R2nf(0; 0)g, Dhf : (x; y) 7! Dhf(x; y) est � d�e�nieontinue sur U .Remarque 17. On remarquera que l'on ne d�e�nie pas la notion C1 loalement en un point, mais sur un ouvert U .Corollaire 12 : Carat�erisation des fontions C1.Soit u un ouvert de R2 et f : U � R2 7! R.f est C1 sur U () les fontions 8>>><>>>: �f�x�f�y existent et sont ontinues sur U .Preuve 12 : Pas de diÆult�e ompte-tenu du th�eor�eme pr�e�edent.Remarque 18. Ainsi, pour montrer qu'une fontion f est C1 au V(a), on pourra v�eri�er que sur un voisinage U de a,les d�eriv�ees partielles de f existent et sont ontinues. 10



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 10. Montrer que la fontion d�e�nie par f(x; y) = sin(xy) est C1 sur R2 .Exemple 11. Montrer que f d�e�nie par : f(x; y) = 8<:x3 � y3x2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0) est C1 sur R2 sauf en (0; 0).Exerie : 13Soit : ' : R 7! R ontinue et f : R2 7! R d�e�nie par : 8(x; y) 2 R2 , f(x; y) = Z yx '(t) dt.Montrer que f est de lasse C1 sur R2 et aluler ses d�eriv�ees partielles premi�eres.Corollaire 13 : Une fontion C1 est ontinueSoit f : U � R2 7! R ave U un ouvert de R2 .Si : f est C1 sur U alors : f est ontinue sur U .Preuve 13 : Pas de diÆult�e �a l'aide du DL1.Remarque 19. Ce th�eor�eme permet dans ertains as, de montrer rapidement qu'une fontion n'est pas C1.Exemple 12. Montrer que f d�e�nie par : f(x; y) = 8<: xyx2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0) n'est pas C1 au V(0; 0).Remarque 20. Attention : omme le montre l'exerie suivant, ontrairement au as des fontions r�eelles, l'existened'une d�eriv�ee selon tout veteur h en un point a n'implique pas la ontinuit�e de la fontion en a.Exerie : 14Soit f la fontion d�e�nie sur R2 par : 8<: f(x; y) = y2x si x 6= 0f(x; y) = 0 si x = 0 .1. Montrer que f admet une d�eriv�ee au point (0; 0) suivant tout veteur de R2 .2. Observer que n�eanmoins f n'est pas ontinue en (0; 0).Th�eor�eme 14 : L'espae vetoriel des fontions de lasse C1 sur UOn note C1(U) l'ensemble des fontions r�eelles de lasse C1 sur un ouvert U � R2 .Alors : (C1(U); + ; :) est un R-ev.Preuve 14 : Pas de diÆult�e.Remarque 21. On montre aussi que si f; g 2 C1(U) alors � f � gf=g ave g ne s'annulant pas sur U sont aussi C1 sur UExemple 13. Ainsi :1. les fontions polynômiales �a deux variables sont de lasse C1 sur R2 .2. les fontions rationnelles �a deux variables sont de lasse C1 sur leur ensemble de d�e�nition.Remarque 22. On peut v�eri�er que l'ensemble C1(U; R) des fontions de lasse C1 sur l'ouvert U est une R-alg�ebreassoiative et unitaire.3.4 Notion de di��erentielleD�efinition 10 : Di��erentielle (Notion HP)Soit une fontion f : U 7! R de lasse C1 sur un ouvert U et a 2 U . on note :dfa : R2 �! R(h1; h2) 7! �f�x (a)h1 + �f�y (a)h2dfa est une forme lin�eaire sur R2 qui s'appelle la di��erentielle de f au point a 2 U .On l'appelle aussi parfois l'appliation lin�eaire tangente �a f en a.11



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 23.L'image de h par la di��erentielle de f en a (dfa(h)) n'est autre que la d�eriv�ee de f en a selon le veteur h (Dhf(a)).Remarque 24. Le DL �a l'odre 1 de f en a s'�erit don : f(a+ h) = f(a) + dfa(h) + o(khk).1. dfa(h) est don la partie lin�eaire de la variation de f en a.2. le plan vetoriel d'�equation z = dfa(x;y) est la diretion du plan aÆne passant par le point A(a; f(a)).3. En physique, on onsid�ere dfa(h) omme LA variation de f en a. Il ne s'agit en fait que de l'approximation aupremier ordre de ette variation.Remarque 25. Notation : Si f est C1 sur U � R2 , on d�e�nit la fontion : df : U �! L(R2 ; R)a 7! dfa .On notera df = �f�x :dx+ �f�y :dy et dfa = �f�x (a):dx + �f�y (a):dy o�u : 8>>>>>><>>>>>>: dx : R2 �! R(h1; h2) 7! h1dy : R2 �! R(h1; h2) 7! h2 .D�efinition 11 : GradientSoit f : U 7! R une fontion C1 en a 2 U .On d�e�nit alors le veteur gradient de f et a par : �!rf(a) = ��f�x (a); �f�y (a)� ou ��!grad f(a)Remarque 26. En utilisant la notation du gradient, on a dans R2 eulidien usuel : Dhf(a) = h�!rf(a);hi.Le DL1 de f en a s'�erit don : f(a+ h) = f(a) + h�!rf(a);hi+ o(khk)Exerie : 15Soit f(x; y) = x2ey + sin(xy), e la base anonique de R2 et a = (�1; 2).Caluler :1. dfa 2. Mate(dfa) 3. �!rf(a) 4. Dhf(a) o�u h = (1;2)Exerie : 16D�emontrer que le veteur �!rf(a) donne la ligne de plus grande pente de la surfae z = f(x; y) en a et que la ligne deniveaux passant par (a;f(a)) est perpendiulaire �a �!rf(a).3.5 D�eriv�ees de ompos�eesTh�eor�eme 15 : D�eriv�ee d'une ompos�ee du type : g(t) = f(x(t); y(t)) (R '�! R2 f�! R)Soit une fontion f : R2 7! R de variable (x; y), de lasse C1 sur un ouvert U � R2 .Soit ' : t 7! (x(t); y(t)) un hemin de lasse C1 de U d�e�ni sur un intervalle I .Soit g = fo' la restrition de f �a e hemin : g : I �! Rt 7! f�x(t); y(t)�Cette fontion g est de lasse C1 sur l'intervalle I et8t 2 I; g0(t) = �f�x�x(t); y(t)�� x0(t) + �f�y �x(t); y(t)�� y0(t)Preuve 15 :1. On ommene par exprimer les DL1 de u et v au voisinage de t.2. Puis on alule g(t+ h) en utilisant le DL1 de f au voisinage de (x(t); y(t)).12



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 14. Soit les fontions f et g d�e�nies par � f(x; y) = x2 + xy + ex�yg(t) = f(et; t2) . Caluler g0(0).Exerie : 17Soit f : U 7! R une fontion de lasse C1 et un segment [a; b℄ (� a = (a1; a2)b = (b1; b2) ) inlus dans l'ouvert U � R2 .On onsid�ere la restrition de la fontion f �a e segment : g : [0,1℄ �! Rt 7! f(a+ t(b� a))1. Montrer la formule de Taylor int�egrale �a l'ordre 1 :f(b) = f(a) + (b1 � a1) Z 10 �f�x (a+ t(b� a))dt+ (b2 � a2) Z 10 �f�y (a+ t(b� a))dt2. En d�eduire l'in�egalit�e des aroissements �nis :Si M = supx2[a;b℄�����f�x (x)���; ����f�y (x)���� alors ��f(b)� f(a)�� �Mkb� ak1D�efinition 12 :Une fontion f : R2 �! R2(x; y) 7! (u(x; y); v(x; y)) est dite C1 en a lorsque les fontions � uv sont C1 en a.Th�eor�eme 16 : D�eriv�ees partielles d'une ompos�ee (R2 '�! R2 f�! R)Soit une fontion f : R2 7! R de variable (x; y), de lasse C1 sur un ouvert U � R2 .Soit ' : (u; v) 7! (x(u; v); y(u; v)) une fontion de lasse C1 de V � R2 dans U .Alors, l'appliation g = fo' est de lasse C1 sur V et8(u; v) 2 V; �g�u(u; v) = �f�x (x(u; v); y(u; v)):� �x�u (u; v) + �f�y (x(u; v); y(u; v))� �y�u(u; v)et 8(u; v) 2 V; �g�v (u; v) = �f�x (x(u; v); y(u; v)):� �x�v (u; v) + �f�y (x(u; v); y(u; v))� �y�v (u; v)Preuve 16 : D�emontrons l'expression de la d�eriv�ee partielle de g par rapport �a u.On �xe v et on d�erive F (u) = g(u; v) = f(x(u; v); y(u; v)) en appliquant la formule du th�eor�eme pr�e�edent.Exerie : 18Soit f : R2 7! R une fontion de lasse C1 et g : R2 7! R telle que : 8(u; v) 2 R2 , g(v; v) = f(u2 + v2; uv).1. Justi�er que g est de lasse C1.2. Exprimer �g�u et �g�v en fontion des d�eriv�ees partielles de la fontion f .Exerie : 19Soit f : R2 7! R une fontion de lasse C1 et g : R2 7! R d�e�nie par : g(�; �) = f(�: os �; �: sin �).1. Justi�er que g est de lasse C1 .2. Exprimer �g�� et �g�� en fontion des d�eriv�ees partielles de la fontion f .Exerie : 20En r�ealisant un hangement de variables de type lin�eaire, d�eterminer les fontions f : R2 7! R de lasse C1 solutionsde l'�equation aux d�eriv�ees partielles : 3�f�x � 2�f�y = 013



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/4 Extremas d'une fontion de deux variablesD�efinition 13 : ExtremumSoit f : U 7! R et un point a 2 U . On dit que f admet en a :1. un maximum global si et seulement si 8x 2 U , f(x) � f(a).2. un minimum global si et seulement si 8x 2 U , f(x) � f(a)).3. un maximum loal de f si et seulement si 9r > 0, tel que 8x 2 B(a;r) \ U , f(x) � f(a).4. un minimum loal de f si et seulement si 9r > 0 tel que 8x 2 B(a;r) \ U , f(x) � f(a)Th�eor�eme Fondamental 17 : La di��erentielle s'annule en un extremum loalSoit une fontion f : U 7! R de lasse C1 sur l'ouvert U .Si f admet un extremum loal en a alors : 8>>><>>>: �f�x (a) = 0�f�y (a) = 0 .Dans e as, on a alors dfa = 0Preuve 17 : Un extremum loal de f est en partiulier un extremum loal des deux appliations partielles.

Extremum loalRemarque 27. Les points a 2 U tels que dfa = 0 s'appellent des points ritiques de f .On reherhera don les extrema loaux parmi les points ritiques.Reherhe d'extrema loaux1. On ommene par d�eterminer les points ritiques de f . Il s'agit don de r�esoudre : �f�x (X) = �f�y (X) = 0.2. Mais un point ritique ne donne pas toujours un extremum : une fois tous les points ritiques a d�etermin�es,il faut faire une �etude plus pr�eise en �etudiant le signe de �(X) = f(x; y)� f(a) au voisinage de a.(a) Pour �etudier le signe de ette di��erene, il pourra être utile de :i. se ramener en (0; 0) en e�etuant un hangement de variables (u; v) adapt�e.ii. penser �a utiliser les oordonn�ees polaires.iii. penser �a utiliser les d�eveloppements limit�es.(b) Pour prouver que le point a d�etermin�e n'est pas un extremum loal, on pourra onsid�erer la restritionde f �a un hemin bien hoisi.Exemple 15. Etudier les extr�ema loaux de la fontion d�e�nie sur R2 par f(x; y) = x3 + y3 � 3xy.Exerie : 21D�eterminer les extrema loaux des fontions suivantes : 14



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/1. f(x; y) = (x+ y)2 + x4 + y4.2. f(x; y) = x3 + y3. 3. f(x; y) = (x� y)2 + (x+ y)3.4. f(x; y) = x2 � y2 5. f(x; y) = x2 + xy + y2 � 3x� 6y.6. f(x; y) = x2 + 2y2 � 2xy � 2y + 5.Exerie : 22Soit F : I 7! R2 une ourbe param�etr�ee de lasse C1 et f : R2 7! R une fontion de deux variables de lasse C1 sur R2 .On suppose que F est une ourbe de niveau de f , 'est �a dire que 9 2 R tel que 8t 2 I , f�F (t)� = .1. On onsid�ere la fontion d'une variable g(t) = f�F (t)�. Caluler pour t 2 I , g0(t).2. En d�eduire qu'en un point a d'une ourbe de niveau C de f , �!rf(a) est orthogonal �a C.3. Une appliation importante.(a) Soit C une ourbe de R2 d�e�nie par une �equation f(x; y) = 0 o�u f est de lasse C1 sur R2 .On admet que C admet un param�etrage (I; �!F ).Montrer que l'�equation de la tangente en un point (x0; y0) de ette ourbe est(x� x0)�f�x (x0; y0) + (y � y0)�f�y (x0; y0) = 0 ou hX �X0;�!rf(X0)i = 0(b) D�eterminer l'�equation de la tangente en un point (x0; y0) d'une ellipse d'�equation x2a2 + y2b2 = 15 D�eriv�ees partielles d'ordre deuxD�efinition 14 : D�eriv�ees partielles seondesSoit f : U 7! R une fontion de lasse C1 sur un ouvert U .On d�e�nit les deux fontions : �f�x et �f�y ontinues sur U �a valeurs dans R.1. Si ��x ��f�x� (a) existe, on le note �2f�x2 (a)2. Si ��y ��f�y� (a) existe, on le note �2f�y2 (a) 3. Si ��y ��f�x� (a) existe, on le note �2f�y�x (a)4. Si ��x ��f�y� (a) existe, on le note �2f�x�y (a)Remarque 28. �2f�x2 (a), �2f�y2 (a), �2f�x�y (a) et �2f�y�x (a) sont appel�ees les d�eriv�ees partielles d'ordre 2 de f en a.Exemple 16. Caluler si elles existent, les d�eriv�ees partielles d'ordre 2 des fontions suivantes d�e�nies sur R2 :1. f(x; y) = xy:ex2+y2 . 2. f(x; y) = x2(x+ y). 3. f(x; y) = os(xy).Exerie : 23Soient les fontions d�e�nies sur R2 par :1. f(x; y) = 8<: xy3x2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0) 2. f(x; y) = 8<:xy(x2 � y2)x2 + y2 si (x; y) 6= (0; 0)0 si (x; y) = (0; 0)Etudier l'existene de d�eriv�ees partielles seondes de f en O = (0; 0). Comparer �2f�x�y (O) et �2f�y�x(O)
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Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 18 : Th�eor�eme de Shwarz (ADMIS !)Soit f : U 7! R et a 2 U .On suppose que : 8>><>>: 1) f est de lasse C1 sur U2) Les fontions ��x ��f�y� et ��y ��f�x� existent sur un voisinage de a3) Ces deux fontions sont ontinues au point aAlors ��x ��f�y� (a) = ��y ��f�x� (a) On note alors �2f�x�y (a) ette valeur ommune.D�efinition 15 : Fontions de lasse C2Soit une fontion f : U 7! R.On dit que f est de lasse C2 sur U ssi : � f est de lasse C1ses d�eriv�ees partielles sont de lasse C1 .Remarque 29. D'apr�es le th�eor�eme de Shwarz, si une fontion est C2 sur U , alors 8X 2 U , �2f�x�y (X) = �2f�y�x(X).Exemple 17. Les 2 fontions de l'exerie pr�e�edent sont-elles C2 sur R2 ?Exerie : 24Soit f et ' : R 7! R deux appliations de lasse C2 et F : R2 7! R d�e�nie par F (x; y) = f(x+ '(y)).1. Justi�er que F est de lasse C2.2. V�eri�er l'�egalit�e : �2F�x2 :�F�y � �2F�x�y :�F�x = 0Th�eor�eme 19 : L'espae vetoriel des fontions de lasse C2 sur UOn note C2(U) l'ensemble des fontions r�eelles de lasse C2 sur un ouvert U � R2 .Alors : (C2(U); + ; :) est un R-ev.Preuve 19 : Pas de diÆult�e.Remarque 30.1. Lorsque f et g sont C2 en a alors f � g et f=g (si de plus g(a) 6= 0) sont C2 en a.2. Les ompos�ees de fontions C2 sur des ensembles adapt�es sont C2.Exemple 18. Les fontions polynomiales �a deux variables sont de lass C2 sur R2 .Exerie : 25Soit [a; a+h℄ � U � R2 un segment et f : U 7! R une fontion de lasse C2 sur l'ouvert U . On note � a = (a1; a2)h = (h1; h2) .1. En �erivant la formule de Taylor ave reste int�egrale pour la restrition de f au segment [a; a + h℄, d�eterminerla formule de Taylor ave reste int�egrale pour f :f(a+h) = f(a)+hrf(a);hi+h21 Z 10 (1�t)�2f�x2 (a+th) dt+2h1h2 Z 10 (1�t) �2f�x�y (a+th) dt+h22 Z 10 (1�t)�2f�y2 (a+th) dt2. Soient f et g deux fontions ontinues sur un segment [a; b℄ � R et telles que g est positive.Prouver qu'il existe x0 2 [a; b℄ tel que : Z ba f(t)g(t) dt = f(x0) Z ba g(t) dt.
16



Cours MPSI-2009/2010 Les fontions de deux variables http://pasal.delahaye1.free.fr/3. Utiliser les deux r�esultats pr�e�edents pour en d�eduire la formule de Taylor-Young �a l'ordre 2 pour la fontion fau voisinage de a.f(a+ h) = f(a) + hrf(a);hi+ 12�h21 �2f�x2 (a) + 2h1h2 �2f�x�y (a) + h22 �2f�y2 (a)�+ o(khk2)o�u khk2 repr�esente la norme in�nie de h.Rem : Cette formule peut être utilis�ee pour l'�etude des points ritiques.Exerie : 26En r�ealisant le hangement de variables � u = xv = x+ y , d�eterminer les fontions f : R2 7! R de lasse C2 solution del'�equation aux d�eriv�ees partielles : �2f�x2 � 2 �2f�x�y + �2f�y2 = 0Exerie : 27Soit U = f(x; t) 2 R2 j 0 < t < xg.Trouver une fontion u : U 7! R de lasse C2 de la forme u(x; t) = f(x=t) v�eri�ant l'�equation des ondes :8(x; t) 2 U; �2u�t2 (x; t)� �2u�x2 (x; t) = 0
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