
Les D�eveloppements Limit�es|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur18 f�evrier 20111 D�e�nitionsD�efinition 1 : DLSoit une fontion f : I 7! R d�e�nie sur un intervalle (ou r�eunion d'intervalles) I et un point x0 2 I .On dit que la fontion f admet un d�eveloppement limit�e en x0 �a l'ordre n (que l'on notera DL(x0;n))si 8x 2 I , f(x) peut s'�erire sous la forme :f(x) = a0 + a1(x� x0) + � � �+ an(x � x0)n + o�(x � x0)n� au voisinage de x0Le polynôme F (x) = a0 + a1(x� x0) + � � �+ an(x� x0)n est la partie r�eguli�ere du DL.La di��erene R(x) = o�(x� x0)n� = f(x)� F (x) est le reste du DL.Remarque 1. On peut interpr�eter F (x) omme le polynôme de degr�e n qui donne la meilleure approximation de f(x)au voisinage de x0.Remarque 2. Par un hangement de variables h = x� x0, on peut toujours se ramener au as o�u x0 = 0.Dor�enavant, nous nous int�eresserons don essentiellement aux DL en 0.Remarque 3. Pour obtenir des d�eveloppement limit�es sous Maple, vous pourrez utiliser les fontions taylor() ou series().Mais attention : Maple donne le reste du DL sous la forme d'un O((x � x0)n) et non d'un o((x � x0)n).Proposition 1 : DL de 11� xLa fontion f : Rnf1g �! Rx 7! 11�x admet un DL(0; n) pour tout n 2 N� :1: 11� x = 1 + x+ x2 + � � �+ xn + xn+11� x ave xn+11� x = o(xn)Pour ette fontion, on onnâ�t expliitement le reste du DL.Preuve 1 : Il s'agit d'une formule bien onnue ...Remarque 4. En rempla�ant x par �x ou x2 dans l'expression pr�e�edente, on en d�eduit les DL(0; n) des fontionssuivantes :2. 11 + x = 1� x+ x2 � x3 + � � �+ (�1)nxn + o(xn)3. 11� x2 = 1 + x2 + x4 + � � �+ x2n + o(x2n) 3. (bis) 11 + x2 = 1� x2 + x4 + � � �+ (�1)nx2n + o(x2n)1



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 2 : Uniit�e d'un DL et appliationsSoit une fontion f admettant un DL(0; n). Alors :1. la partie prinipale est unique2. Pour tout k � n, f admet un DL(0; k) obtenu en tronquant la partie prinipale du DL(0;n) �a l'ordre k3. Si f est paire (resp. impaire) sur un voisinage de 0, alors F est un polynôme pair (resp. impair).Preuve 2 :1. Imm�ediat par l'absurde !2. En e�et, le reste obtenu ainsi est bien un o(xk).3. Faile par l'absurde !Remarque 5. Soit f une fontion qui admet un DL �a l'ordre (2n+ 2), alors son DL s'�erit :1. Si la fontion f est paire : f(x) = a0 + a2x2 + a4x4 + � � �+ a2nx2n + o(x2n+1)2. Si la fontion f est impaire : f(x) = a1x+ a3x3 + a5x5 + � � �+ a2n+1x2n+1 + o(x2n+2)Th�eor�eme 3 : Continuit�e et d�erivabilit�e en x0Soit f une fontion d�e�nie sur I ontenant x0.1. f est ontinue en x0 ssi f admet un DL(x0; 0). Dans e as, f(x) = f(x0) + o(1)2. f est d�erivable en x0 ssi f admet un DL(x0; 1). Dans e as, f(x) = f(x0) + f 0(x0):(x� x0) + o(x� x0)Preuve 3 : Les deux �equivalenes proviennent de la tradution des limites sous forme d'�egalit�es.Remarque 6. Attention, es deux propri�et�es ne se g�en�eralisent pas !...Nous verrons en e�et, qu'une fontion peut admettre un DL(x0; 2) sans pour autant être deux fois d�erivable en x0.Th�eor�eme 4 : Combinaison lin�eaire de DLSoient deux fontions f et g qui admettent des DL(0; n) de partie r�eguli�ere respetives F (x) et G(x).Soient deux salaires (�; �) 2 R2.La fontion �f + �g admet alors un DL(0; n) de partie r�eguli�ere �F (x) + �G(x).Preuve 4 : Pas de diÆult�e.Exemple 1. (�) D�eterminer un DL(0, n) de la fontion d�e�nie par f(x) = x2 + 3x� 1 .2 D�eveloppements limit�es lassiques.2.1 Obtention par primitivationTh�eor�eme 5 : Primitivation d'un DLSoit un intervalle I ontenant 0 et une fontion f : I 7! R de lasse C1 sur I .On suppose que la fontion f 0 admet un DL(0; n) de la formef 0(x) = a0 + a1x+ � � �+ anxn + o(xn)Alors f admet un DL(0; n+ 1) obtenu en primitivant la partie r�eguli�ere et en ajoutant f(0) :f(x) = f(0) + a0x+ a12 x2 + � � �+ an xn+1n+ 1 + o(xn+1)Preuve 5 : Il s'agit de prouver que g(x) = f(x)� (f(0) + a0x+ a12 x2 + � � �+ an xn+1n+ 1) est un o(xn+1).On a en �evidene g0(x) = o(xn), 'est �a dire g0(x)xn ���!x!0 0.Pour tout " > 0, il existe don un voisinage Vu =℄� u ; u[ de 0 sur lequel �":tn � g0(t) � ":tn.En int�egrant ette in�egalit�e entre 0 et x 2 Vu, on montre failement que g(x)xn+1 ���!x!0 0. CQFD ...Ainsi, on obtient : 2



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/4. ln(1 + x) = x� x22 + x33 � x44 + � � �+ (�1)n+1xnn + o(xn)5. artanx = x� x33 + x55 + � � �+ (�1)n x2n+12n+ 1 + o(x2n+2)2.2 Obtention par Taylor-YoungTh�eor�eme 6 : Taylor-Young au voisinage de 0Si une fontion f est de lasse Cn sur un intervalle I ave 0 2 I , alors f poss�ede un DL(0; n) donn�e par laformule de Taylor-Young :f(x) = f(0) + f 0(0)x+ f 00(0)2! x2 + � � �+ f (n)(0)n! xn + o(xn)Preuve 6 : On d�emontre e r�esultat par r�eurrene en utilisant le th�eor�eme de primitivation d'un DL.On obtient alors les DL(0; n) suivants valables pour tout n 2 N� :6. ex = 1 + x+ x22! + � � �+ xnn! + o(xn)7. shx = x+ x33! + x55! + � � �+ x2n+1(2n+ 1)! + o(x2n+2)8. hx = 1 + x22! + x44! + � � �+ x2n(2n)! + o(x2n+1)9. sinx = x� x33! + x55! + � � �+ (�1)n x2n+1(2n+ 1)! + o(x2n+2)10. osx = 1� x22! + x44! + � � �+ (�1)n x2n(2n)! + o(x2n+1)11. (1 + x)� = 1 + �x + �(�� 1)2 x2 + �(� � 1)(�� 2)3! x3 + � � �+ �(� � 1) : : : (�� n+ 1)n! xn + o(xn) o�u � 2 RDeux as partiuliers lorsque � = 12 et � = �12 :12. p1 + x = 1 + x2 � x28 + o(x2)13. 1p1 + x = 1� x2 + 38x2 + o(x2)Par primitivation on obtient aussi les deux DL au V(0) suivants :14. arsinx = x+ x36 + o(x3)15 . arosx = �2 � arsinx = �2 � x� x36 + o(x3) 3



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 1(�) D�eterminer un DL �a l'ordre 4 en x0 = 2 de la fontion exp.Exerie : 2(��) D�emontrer que : artan( 1x ) = "�2 � x+ 13x3 + o(x3) o�u � " = 1 si x > 0" = �1 si x < 0Exerie : 3Exemple de fontion non nulle dont tous les DL en 0 sont nuls(��) Soit la fontion f d�e�nie sur R� par f(x) = e� 1x2 .1. Montrer que f est prolongeable par ontinuit�e et 0 en une fontion C1.2. Pour tout n 2 N� , en d�eduire un DL(0; n) de f .R�eiproquement :Un d�eveloppement limit�e en x0 �a l'ordre n d'une appliation Cn sur I (ave x0 2 I) permet de d�eterminerles valeurs de f(x0), f 0(x0) . . . f (n)(x0).D'apr�es la formule de Taylor-Young et l'uniit�e du DL(0; n) on obtient :8k 2 [[0;n℄℄; f (k)(x0) = k!akExemple 2. (�) L'appliation f d�e�nie par f(x) = h(ln(1+x)) admet pour DL(0;3) : f(x) = 1+ 12x2� 12x3+ o(x3).D�eterminer les valeurs de f(0), f 0(0), f 00(0) et f (3)(0).2.3 D�erivation d'un DLRemarque 7. On a vu qu'on pouvait primitiver sans souis les d�eveloppements limit�es. En revanhe, il faudra être tr�esprudent avant de d�eriver un DL.Th�eor�eme 7 : Soit f une fontion C1 au voisinage de 0.Si � f admet un DL(0; n)f' admet un DL(0; n� 1) , alors le DL de f 0 s'obtient en d�erivant elui de f .Preuve 7 : On exprime le DL(0, n-1) de f 0 est on lui applique le th�eor�eme de primitivation.Remarque 8. Le th�eor�eme pr�e�edent pourra par exemple s'appliquer dans le as des fontions de lasse Cn ou C1.Remarque 9. Le th�eor�eme pr�e�edent sous-entend que f peut admettre unDL(0; n) sans que f 0 admette unDL(0; n�1).V�eri�ez ela en onsid�erant la fontion d�e�nie par : f(x) = x2 + x4: os( 1x ).2.4 Somme de DLTh�eor�eme 8 : Somme de DLSi deux fontions f et g admettent respetivement un DL(0; n) et un DL(0; m) alors la fontion f + g admetun DL �a l'ordre min(n;m) obtenu en ajoutant les DL de f et de g.Preuve 8 : Pas de diÆult�e !Exemple 3. (�) Soit n 2 N. Retrouver les DL(0; 2n) des fontions h et sh.2.5 Produit de DLTh�eor�eme 9 : Produit de DLSi deux fontions f et g admettent des DL(0; n) de parties r�eguli�eres F (x) et G(x), alors la fontion fg admetun DL(0; n) de partie r�eguli�ere obtenue en ne gardant que les termes de degr�e inf�erieur �a n dans le polynômeF (x)G(x).Preuve 9 : Il suÆt de l'�erire ...Remarque 10. Dans un produit de DL d'ordre n, les termes de degr�e > n n'ont auune signi�ation !Exerie : 4(�) Prouver qu'au voisinage de 0 on a les DL suivants : 4



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/1. os(x)p1 + x = 1 + x2 � 58x2 + o(x2)2. sin(x) exp(x) = x+ x2 + x33 + o(x3) 3. ln(1 + x)1� x = x+ 12x2 + 56x3 + o(x3)4. sinx shxp1� x2 = x2 + 12x4 + o(x5)Remarque 11.Pour obtenir un DL(0; n) d'un produit f:g, il n'est par toujours n�eessaire de reherher un DL(0; n) de f et de g.En e�et, si par exemple le DL de f peut se fatoriser par xk, on pourra se ontenter pour g d'un DL �a l'ordre n� k.Exemple 4. (�) DL(0,5) de f(x) = sin2 x: arsin(2x)2.6 Composition de DLTh�eor�eme 10 : Compos�ee de DLSi 8<:la fontion f admet un DL(0; n) de partie r�eguli�ere Fla fontion u admet un DL(0; n) de partie r�eguli�ere U ave u(x) ���!x!0 0alors f Æ u admet un DL(0; n) de partie r�eguli�ere obtenue en ne gardant que les termes de degr�e inf�erieur ou�egal �a n dans le polynôme F Æ U(x).Preuve 10 : L�a enore, il suÆt de l'�erire ...Exemple 5. (�) Trouver les DL(0, 3) des fontions :1. f(x) = ln(1 + sinx) 2. g(x) = sin(shx) 3. h(x) = ep1+x 4. i(x) = h(ln(1 + x))Remarque 12. Un onseil : pour �eviter de faire des erreurs, ommener le alul en rempla�ant u(x) par son DL.Exerie : 5(�) Prouver qu'au voisinage de 0 on a les DL suivants :1. ln(1 + x+p1 + x) = ln 2 + 34x� 1132x2 + o(x2)2. artan�2 + x1 + x� = artan 2� 15x+ 325x2 + o(x2) 3. p1 +p1 + x = p2 + 18p2x� 5128p2x2 + o(x2)4. ln(1 + sin2 x) = x2 � 56x4 + o(x4)2.7 Inverse d'un D�eveloppement Limit�eTh�eor�eme 11 : Si f admet un DL(0, n) et si f(0) 6= 0 , alors 1f admet un DL(0, n).Preuve 11 : On ommene par �erire f sous la forme : f(x) = f(0)(1 + u(x)).La fontion u admet un DL(0, n) et u(x) ���!x!0 0. On peut don appliquer le th�eor�eme de omposition des DL.Pour d�eterminer le DL(0, n) de 1f1. On remplae f par son DL, puis on fatorise le terme de plus bas degr�e pour obtenir la forme : 11 + : : :2. On trouve alors un DL(0, n) de 1f en utilisant le DL de 11 + xRemarque 13. On pourra utiliser ette m�ethode pour reherher un DL(0, n) d'un quotient fg .Exemple 6. (�) D�eterminer le DL(0, 5) de f(x) = 12� x+ x2 .5



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 6(�) D�eterminer le DL(0, 5) de la fontion tangente, en utilisant :1. tanx = sinxosx2. la relation 8x 2℄� �=2;�=2[, tan0(x) = 1 + tan2(x).Retenir le DL suivant au moins jusqu'�a l'ordre 3 : 16. tanx = x+ x33 + 215x5 + 17315x7 + o(x7)Exerie : 7(�) D�eterminer un DL(0, 2) de f(x) = sinx� xtanx� x .Remarque 14. Et si f(0) = 0?A d�efaut de pouvoir trouver un DL(0, n), on pourra d�eterminer un d�eveloppement asymptotique de 1f au V(0).Exemple 7. (�) D�eterminer un d�eveloppement symptotique de 1sinx au V(0).2.8 D�eveloppement limit�e de la bijetion r�eiproque d'une appliationSoit f : I 7! f(I) une bijetion telle que f(0) = 0 .Si l'on sait que la bijetion r�eiproque d'une appliation f admet un DL(0, n), alors on peut trouver elui-i enpro�edant de la fa�on suivante :1. On herhe un DL(0, n) de la fontion f .2. On �erit que le DL(0, n) de f�1 est de la forme f�1(x) = a0 + a1x+ � � �+ anxn + o(xn).3. On trouve les oeÆients a0; : : : an en remarquant que fof�1(x) = x pour tout x au voisinage de 0.Exemple 8. (�) Retrouver le DL(0, 5) de la fontion f(x) = tanx.Remarque 15. L'existene d'un DL(0, n) de f�1 est assur�ee lorsque f est un Cn-di��eomorphisme au V(0).Exerie : 8(�)1. Montrer que l'appliation f d�e�nie sur R par f(x) = x:ex2 est une bijetion de lasse C1.2. En admettant que f�1 est alors aussi de lasse C1, d�eterminer un DL(0; 5) de f�1.2.9 M�ethode mn�emotehnique pour retenir ertains DL(0, 2 ou 3)Comment se souvenir du DL(0, 2) ou DL(0, 3) d'une fontion?
1. Les deux premiers termes de e DL orrespondent �a l'�equation de la tangente : f(0) + f 0(0)x2. Le signe du terme suivant s'obtient en omparant la position de la ourbe par rapport �a sa tangente.Pour la valeur de e terme, il vous faudra tout de même faire un petit e�ort de m�emoire... On pourra ependantretenir le tableau suivant :

6



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Fontion sin - sh - arsin - aros - argsh os - h tan - artan - th - argthValeur du "3i�eme" terme du DL(0, n) �x36 �x22 �x333 Appliations des d�eveloppements limit�es3.1 Reherhe de limites et d'�equivalentsM�ethode pour reherher la limite de f(x) en x0 lorsque elle-i n'est pas �evidente :1. On e�etue un hangement de variables : h = (x� x0) ou h = 1x pour se ramener �a une limite en 02. On reherhe un �equivalent de f ou d'une partie de f en utilisant si n�eessaire des DL.Remarque 16. On ne peut pas sommer des �equivalents, mais sommer des DL ne pr�esente auun probl�eme.Les DL seront don partiuli�erement utiles dans la reherhe de l'�equivalent d'une somme.Exerie : 9(�) Reherher les limites en 0 des fontions suivantes :1. f(x) = sinx� shxshx2 2. g(x) = sinx� shxx3 3. h(x) = ln(osx) + sh2 x2sin4 xExerie : 10(�) Trouver la limite de la suite de terme g�en�eral un = �os 1n + h 1n2 �n4 .Exerie : 11(�) (CCP MP) D�eterminer le signe au voisinage de +1 de : un = sh 1n � tan 1n .3.2 Prolongement d'une fontionGrâe �a un DL(0, 1), on peut imm�ediatement dire si une fontion est prolongeable par ontinuit�e en 0 et si sonprolongement est d�erivable en 0.Th�eor�eme 12 : DL et prolongementSoit une fontion f d�e�nie sur l'intervalle ℄0;a[ admettant un DL(0, n) en 0 ave n � 1 : f(x) = a0 + a1x+ o(x)Alors1. la fontion f se prolonge par ontinuit�e en 0 en posant f(0) = a02. le prolongement de f est d�erivable en 0 et f 0(0) = a1Preuve 12 : Ce th�eor�eme a d�ej�a �et�e d�emontr�e dans le ours sur la d�erivation.Exemple 9. (�) Etudier le prolongement en 0 (ontinuit�e et d�erivabilit�e) de f(x) = sinxx et de g(x) = ln(1 + x)x .Exerie : 12(�) Prouver que la fontion f d�e�nie sur ℄0; +1[nf1g par f(x) = lnxx2 � 1 est prolongeable en une fontion de lasseC1 sur R+� .Remarque 17. ATTENTION !!! Le th�eor�eme pr�e�edent ne peut pas se g�en�eraliser.L'existene d'un DL �a l'ordre n pour n � 2 ne permet pas d'aÆrmer que la fontion est n fois d�erivable.Exemple 10. (�) En e�et, onsid�erons l'exemple suivant : f(x) = 8<:x3 sin� 1x� si x 6= 00 si x = 0Nous avons f(x) = 0 + 0:x+ 0:x2 + o(x2). 7



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/D'apr�es le th�eor�eme pr�e�edent, ette fontion est don d�erivable en 0 et f 0(0) = 0.En revanhe, on ne peut pas aÆrmer que f 00(0) = 0.En e�et, le taux de variation f 0(x)� f 0(0)x� 0 = 3x sin( 1x )� os� 1x� n'a pas de limite lorsque x! 0.Par ons�equent, f n'est pas deux fois d�erivable au voisinage de 0.En d'autres termes, le oeÆient a2 d'un DL(0;2) ne permet pas de onlure �a l'existene de f 00(0) !Remarque 18. On utilisera en partiulier ette m�ethode lors du raordement de solutions d'une �equation di��erentielle.3.3 Tangente �a une ourbeTh�eor�eme 13 : Position loale par rapport �a la tangenteSi une fontion f d�e�nie en x0, admet un DL en x0 de la formef(x) = a0 + a1(x� x0) + ak(x� x0)k + o�(x� x0)k�; ak 6= 0Alors1. l'�equation de la tangente en x0 est y = a0 + a1(x� x0)2. f(x)� [a0 + a1(x� x0)℄ � ak(x� x0)k , et en fontion du signe de ak et de la parit�e de k, on en d�eduit laposition loale de la ourbe par rapport �a sa tangentePreuve 13 :1. On a en e�et a0 = f(0) et a1 = f 0(0).2. Cela provient du fait qu'une fontion est du signe de son �equivalent au voisinage du point onsid�er�e.Exerie : 13(�) Etude loale en 0 des fontions d�e�nies par :1. f(x) = sinxshx 2. g(x) = sin2 xx 3. h(x) = 1x � 1sinx 4. i(x) = (eshx � osx)2ln osx3.4 Utilisation de DL pour l'�etude des branhes in�niesPour �etudier une branhe in�nie d'une ourbe y = f(x) en �1 :1. On fait le hangement de variables h = 1x pour se ramener �a une �etude en 0.On obtient alors une fontion ef(h)2. On e�etue un DL de ef(h) en 0 ave au moins un terme signi�atif qui tend vers 03. On revient �a f(x).On obtient alors un "d�eveloppement asymptotique" que l'on interpr�ete pour trouver l'�equation d'une asymptote(ou d'une fontion polynômiale asymptote) et la position loale de la ourbe par rapport �a l'asymptote.Exerie : 14(�) Etudier les branhes in�nies des ourbes repr�esentatives des fontions :1. f(x) = (x+ 2)e1=x 2. g(x) = x2e xx2�1Exerie : 15(�) Reherher la limite en +1 de la fontion suivante : f(x) = �1 + 1x�x et d�eterminer un �equivalent de �1 + 1x�x�e.3.5 Etude des points singuliers d'un ar param�etr�eDans le ours sur les ourbes param�etr�ees, nous avons laiss�e de ôt�e l'�etude loale d'une ourbe en un point stationnaire.Nous allons voir ii omment les DL peuvent nous aider �a �etudier la forme de la ourbe en es points.8



Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Donn�ees :Soit la ourbe param�etr�ee d�e�nie sur un intervalle I de R par F : I �! R2t 7! (x(t); y(t))Soit t0 2 I : supposons que M(t0) est un point singulier, 'est �a dire tel que : x0(t0) = y0(t0) = 0.M�ethode1. On ommene par e�etuer un DL de x(t) et de y(t) au voisinage de t0 ave globalement deux termessigni�atifs qui tendent vers 0 lorsque t 7! t0.On obtient ainsi : � x(t) = x0 + ap:(t� t0)p + aq:(t� t0)q + o((t� t0)q)y(t) = y0 + bp:(t� t0)p + bq:(t� t0)q + o((t� t0)q) .2. On �erit alors es r�esultats sous la forme : �����!M0M(t) = (t� t0)p:�!T p(t0) + (t� t0)q :�!T q(t0) +�!o ((t� t0)q)Remarque 19. �!o ((t� t0)q) est un veteur dont les deux omposantes sont n�egligeables devant (t� t0)q au V(t0).Proposition 14 : Le veteur �!T p(t0) indique la diretion de la tangente �a la ourbe au point M(t0).Preuve 14 : En e�et, le veteur 1(t� t0)p :�����!M0M(t) tend vers �!T p(t0) lorsque t 7! t0.Si les veteurs �!T p(t0) et �!T q(t0) forment une famille libre, on peut alors en d�eduit la position loale de la ourbe parrapport �a sa tangente en M(t0), selon la parit�e de p et q.
�!T p(t0)�!T q(t0)

point ordinaire �!T p(t0)�!T q(t0)
point d'inexion

�!T p(t0)�!T q(t0)
rebroussement de seonde esp�ee �!T p(t0)�!T q(t0)

rebroussement de premi�ere esp�eeFig. 1 { �Etude loale d'une ourbe param�etr�eeProposition 15 : Si �!T p et �!T q sont lin�eairement ind�ependants, alors M(t0) est un :q pair q impairp pair Point de rebroussement de 2nde esp�ee Point de rebroussement de 1�ere esp�eep impair Point ordinaire Point d'inexion
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Cours MPSI-2010/2011 Les d�eveloppements limit�es http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 20.1. Si les veteurs �!T p(t0) et �!T q(t0) sont li�es, on reherhe des DL de x(t) et y(t) �a un ordre suÆsant a�n d'obtenirun veteur �!T r(t0) ind�ependant des pr�e�edents. La reherhe de la nature du point singulier se fait alors enraisonnant sur le ouple (p; r).2. Si x et y sont C1, les veteurs ( �!T p(t0)�!T q(t0) sont olin�eaires aux veteurs � �!u p(t0)(x(p)(t0)); y(p)(t0))�!u q(t0)(x(q)(t0)); y(q)(t0)) .Ainsi, si les d�eriv�ees suessives de x et y sont simples �a aluler, il sera parfois plus rapide de d�eterminer leouple (p; q) sans passer par les d�eveloppements limit�es, mais en reherhant diretement les veteurs �!u p(t0) et�!u q(t0).Exerie : 16(�) Etudier les points stationnaires des ourbes param�etr�ees suivantes :1. � x(t) = t3 � 3ty(t) = t3 � t2 � t+ 1 (R) 2. ( x(t) = os(3t)y(t) = sin(32t) ([0; �2 ℄) 3. � x(t) = t2 + t4y(t) = t2 + t5 (R)3.6 Raordement de solutions d'une �equation di��erentielle non normalis�eePour �etudier la prolongeabilit�e par ontinuit�e et la d�erivabilit�e des solutions aux points de raordement, on peututiliser avantageusement les d�eveloppements limit�es.Exemple 11. (��) R�esoudre sur R l'�equation di��erentielle : jxjy0 + (x� 1)y = x3.Exerie : 17(��) R�esoudre sur R les �equations di��erentielles suivantes :1. x(x2 + 1)y0 + y + x = 0 2. 2t(1 + t)y0 + (1 + t)y = 1 3. (x+ 1)y0 = y + 13.7 Etude des branhes in�nies d'une ourbe param�etr�ee (COMPLEMENT)Une m�ethode pour reherher les ourbes asymptotes �a une ourbe param�etr�ee et pr�eiser la position relative de laourbe par rapport �a ette asymptote onsiste �a :M�ethode1. D�eterminer des d�eveloppements asymptotiques de x(t) et y(t) ave un terme signi�atif qui tend vers 0.2. E�etuer une ombinaison lin�eaire de x(t) et y(t) a�n d'�eliminer les termes qui tendent vers l'in�ni.3. Si on trouve une relation de la forme : y(t) = a:x(t)+ b+ :(t� t0)k+ o((t� t0)k), alors la ourbe admetla droite y = ax + b pour asymptote et on d�etermine la position relative de la ourbe en examinant leterme :(t� t0)k.Exemple 12. (��) Etudier les branhes in�nies de la ourbe de repr�esentation param�etrique : 8><>: x(t) = tln ty(t) = t2(t� 1)Exerie : 18(��) Etudier la branhe in�nie lorsque t! 0 de la ourbe de repr�esentation param�etrique : 8><>: x(t) = t2 + 12ty(t) = 2t� 1t2
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