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1 Espaces vectoriels

Soit (K, +,x) un corps commutatif (le programme impose K = R ou C).

(DEFINITION 1 : h
On appelle espace vectoriel sur le corps K tout ensemble E muni :
e d’une loi de composition interne: ” +”
e d’une loi de composition ezterne: ”.” de K x E dans F
et vérifiant :
1. (E,+) est un groupe commutatif
A+p) - z=X-z+p-z
2 - =\ - A -
2. VO\, p) € R? et V(z, y) € E%: (+y) rEAY
Axp) - z=X-(p- 2
Ik -z =2
- - J

Remarque 1. Si E est une espace vectoriel sur le corps K,
— on dira que F est un K-espace vectoriel et que K est le corps de base de E.
— les éléments de E s’appellent les vecteurs et les éléments de K les scalaires.
— P’élément neutre pour +, est noté Op et s’appelle le vecteur nul.

Remarque 2. Cette ‘ premiere méthode | pour démontrer d’un ensemble est un espace vectoriel ne sera appliquée que

dans des cas exceptionnels (comme par exemple dans le cours, pour déterminer les Espaces Vectoriels de base).

Exemple 1.

1. Un corps K peut étre considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme.
On peut en effet définir une loi externe ”.” en posant pour A€ Ket z € K, A - z = A X z.
Muni de + et -, K a alors une structure de K-ev.

2. C peut étre considéré comme un C-ev ou un R-ev.

3. R? peut-étre considéré comme un R-ev.
Soit K =R et £ = R2. On définit :
(a) l'addition de deux vecteurs X = (1, z2), Y = (y1, y2) par X +Y = (z1 + y1, T2 + y2).
(b) la multiplication d’un vecteur X = (x1, x2) par un scalaire A € R par A\ - X = (Azq,\z2).
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Y

Fic. 1 — Addition de vecteurs dans R?.

Muni de ces deux lois, R? a une structure de R-ev.
On peut représenter un vecteur X = (z1, x) de R? par une fleche joignant le point (0, 0) au point (z, z2).
L’addition de deux vecteurs s’obtient alors de fagon usuelle (en tragant un parallélogramme).

N Frercice : 1 I

() Soit E un R-espace vectoriel.

On munit le produit cartésien E x E de ’addition usuelle et de la multiplication externe par les complexes définie par :
(a +1ib).(z, y) = (ax — by, ay + bz).

Montrer que E X E est alors un C-espace vectoriel. Celui-ci est appelé complexifié de E.

(ProPOSITION 1 : Espace produit )
Soit K un corps commutatif et Ey, ..., E, des K-ev.
e . + W1y ooy Un) = (@1 + Y1, - oy T+ Yn)
On définit sur F; X --- X B, les lois: (@1, > Tn) ’ ’
! " {)\-(arl,...,a:n):(/\-arl,...,)\-a:n)
k(E1 X ---x E,, +, -) est alors un K-ev de vecteur nul (0g,, ..., 0g,). )

| Preuve 1 : Conséquence immédiate du fait que Fj ... E, sont des K-ev.

Remarque 3.
1. Remarquez que dans la définition précédente, les ev F; ... E, ont tous le méme corps de base K.

b2 »

2. Les lois sont toutes notées { » »  alors qu’elles ne correspondent pas nécessairement a la méme lci.

3. En particulier, R” est un R-ev et C" peut étre considéré soit comme un C-ev, soit comme un R-ev.

(PROPOSITION 2 : Espaces de fonctions )
Soit A un ensemble non vide et E un K-ev.
On note F(A, E) ’ensemble des fonctions de A vers E.

V(f,9) € F(A, E) : (f+9) : A — E
On définit alors deux lois sur F(A4,E): z = fl@)+g()

Vie F(A,E),VAeK : X-f: A — E

r = A f(z)

Alors (}'(A, E), +, ) est un K-ev.
- J

| Preuve 2 : Conséquence immédiate du fait que F est un K-ev.

Exemple 2. Ainsi, lorsque I C R, (F(I, R), +, .) est un R-ev.

COROLLAIRE 3 : Espace de suites
Soit E est un K-espace vectoriel.
L’ensemble des suites a valeurs dans E, muni des lois + et - est également un K-espace vectoriel (S (E), +,- )
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Preuve 3 :
1. L’ensemble des suites a valeurs dans E est F(N, E) ou E est un K-ev.

2. L’addition des suites et la multiplication d’une suite par un scalaire correspondent a la Ici et la lce définies
dans la proposition précédente.

Remarque 4. Ainsi, (RY, +,.) est un R-ev tandis que (CV, +,.) peut-étre considéré comme un R ou un C-ev.

(PROPOSITION 4 : Regles de calcul dans un ev )

Pour tout (A, u) dans K2 et tout (z, y) dans E?, on a:

1.0K.CEZOE 4. )
2. X\ -0g =0g 5. (z—y)=A-x—X-y
3. A 2)=0g <= (A=0g ouz=0g) 6

- J

Preuve 4 :
1. Ox.z = (Og + Okx).z = Og.z + Og. . ..
2. )\OE = )\(OKLL‘) = ()\OK)LL‘ = OKLL‘ = OE
3. SiA#0k alors Az =0 <= A" L. (\z) =X\ 1.0p < 2 =0p
4. Ax+ (=) -z =(A—A).x =0g donc (=A) - z = —(\.x)
Ax+ A - (—z) =A(x—2z) =0g donc (A) - (—z) = —(\.2)
5. Conséquence immédiate des résultats précédents.

6. Conséquence immédiate des résultats précédents.

Remarque 5.
1. On écrira désormais Az & la place de A.xz lorsque la confusion ne sera plus & craindre.
2. On pourra écrire —\z sans aucune ambiguité.

2 Sous-espaces vectoriels

DEFINITION 2 : Sous-espace vectoriel d’un K-ev
Soit (E, +,-) un K-ev et F' C E une partie non vide de E.
On dit que F' (muni des lois de FE restreintes & F') est un sous-espace vectoriel (sev) de E ssi F' est un K-ev.

THEOREME FONDAMENTAL 5 : Caractérisation des sous-espaces vectoriels
Soit F' une partie non vide d’'un K-ev E.

V(z, y) € F?
FsevdeE(:){ YO ) €KE )\:U+uy€F|

On dit que F est stable par combinaisons linéaires.

Preuve 5 :
= Soit F' un sev de E. F étant stable par la lci et la lce, F' est donc stable par combinaisons linéaires.

< Il suffit de vérifier que (F, +) est un groupe commutatif et que F' est stable par la lce.
F étant un sous ensemble de E, les 4 propriétés de la lce sont automatiquement vérifiées.

Remarque 6.

V(z,y) € F?

V) € K ,Ae+y e F

1. La caractérisation s’exprime aussi sous la forme: F C Esevde E <= F # () et {

V(z1, ..., Ty) € F"

Y(A1, ..., An) € K® s Mz + .. A, €EF

2. Ce résultat implique que si F' est un sev de E alors {

Remarque 7. IMPORTANT!
Si F' est un sous-espace vectoriel de FE, alors on a nécessairement Op € F.
En d’autres termes, si O ¢ F alors F n’est pas un sev de E. (Intéressant & retenir I!)
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Deuxieme Méthode |
Pour démontrer qu’un ensemble F' est un K-ev, on prouvera dans la mesure du possible, que c’est un sev d’un
K-ev connu E. Il faudra donc vérifier les 3 points suivants:

1. F est non vide (on prouvera par exemple que O € F)
2. FCE
3. V(z,y) € F2,V(\, u) €K, Mr+puy€eF

Exemple 3.
1. Si E est un espace vectoriel, alors les parties {Og} et E sont des sev de E.
2. Les sous-espaces vectoriels de R? sont: {0}, R? et toutes les droites vectorielles Fy = {A(z0,y0) ; A € R}

Exemple 4. Soit [ ’ensemble des suites réelles convergeant vers 0. Vérifiez qu’il s’agit d’un R-ev.

N [ercice : 2 I
(*) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sev de I'espace vectoriel E = F(R,R)?

F =C"(R)

F={feE]|f(1)=2f0)}

F={feFE]|f0)=f>1)+1}

F={feE|VzeR, f(z)=f(1-2)}

F ={f € E| f dérivable et Ja € E telle que Vz € R, f'(z) = a(x)f(z)}

CUk W b=

. fercice © 3 I
(*) Prouver que I’ensemble des suites réelles presque nulles (qui s’annulent a partir d’un certain rang) est un R-ev.

THEOREME 6 : L’intersection de sev est un sev

Soit (F;);er une famille (finie ou infinie) de sev de F un K-ev. Alors: () F; est un sev de E ||.
iel

Preuve 6 : On utilise la caractérisation usuelle des sev.
1. [ F; est bien une partie non vide de E.

iel
2. Soient z et y deux vecteurs de [) F; et A et u deux scalaires.
iel
Vi€ I,on a (z,y) € F? et comme F; est un sev de E, alors \.z + p.y € F; et donc .z + p.y € () F.

icl

Exemple 5. Montrer que C"(I, R) et C*°(I, R) sont des R-ev.

. Frercice o/ I
(%) Soient F' et G deux sev d’'un K-ev E.
Montrer que F'U G est un sev de F si et seulement si ¥ C G ou G C F.

DEFINITION 3 : Espace vectoriel engendré par une partie

Soit un K-ev E et une partie A C E de E.

On appelle sous-espace engendré par la partie A, le plus petit sev de E contenant A.
Ce sev est noté Vect(A).

Dessin

Espace vectoriel engendré par une partie A
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(THEOREME 7 : Soit un Keev E et une partie A C E de E.
On note F4 'ensemble des sev de E contenant A, alors:

Vect(A) = ﬂ F
FeFa

FeFa

Preuwve 7 : 1l suffit de montrer que ﬂ F est le plus petit sev de E contenant A ...

THEOREME FONDAMENTAL 8 : Caractérisation usuelle de Vect(A)
Soit A # () une partie d’'un K-ev E.
Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A:

Vect(A) = {Aia1 + -+ Mpan, | neN, (A, ..., A\y) €K?, (a1,

.., ap) €A™}

Preuve 8 :  Soit B ’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A.

1. Vect(A) est un sev de E: il est stable par combinaisons linéaires. Par conséquent B C Vect(A).
2. D’autre part, il est immédiat que B est une partie non vide de E stable par CL. C’est donc un sev de E.
3. B est donc un sev de E contenu dans le plus petit sev de E. C’est donc le plus petit sev de E.

Remarque 8. Cette caractérisation de I'espace engendré par A C E sera beaucoup plus souvent utilisée que la définition

de Vect A.

Remarque 9. | Troisieme Méthode|

Pour montrer qu’un ensemble F' est un sev d’un ev E, on pourra parfois envisager de montrer que F' = Vect(A) avec

ACE.

Cette méthode sera particulierement utile lorsqu’on cherchera & déterminer une base de F.

Montrer ainsi que {(z +y, — 2y, z —y) | =, y € R} est un sev de R3.

Remarque 10.

1. Si zp € E\{0} alors le sev Vect({zo}) (noté aussi Vect(xo)) est appelé ”une droite vectorielle”.

2. Si mp et z; sont deux vecteurs non colinéaires de E, alors le sev Vect({zg, z1}) (noté aussi Vect(zo, 1)) est

appelé ”un plan vectoriel”.

Droites et plans vectoriels :

Exemple 6. (%) Déterminer I’équation du plan vectoriel engendré de R® par les vecteurs zo = (1, 2, 0) et z; =

0, — 1, 3).

Remarque 11. Quelques constatations utiles :
1. Si A C B € P(E), montrer que Vect(A) C Vect(B).

2. Montrer que si F' est un sev de E alors Vect(F) = F.
En déduire que Vect (Vect(A4)) = Vect(A).

N [rercice © 5 I

(xx) Dans ’espace RY, on définit pour n € N la suite: e, = (0,0, ..., 0,1,0...)
Tous les termes de la suite e, sont nuls sauf le nieme qui vaut 1.

Déterminer le sev engendré par la partie A = {e,, | n € N*}.
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DEFINITION 4 : Somme de deux sev
Soient Fi et F5 deux sev d’'un K-ev E. On appelle somme de F| et F5 I'ensemble:

Fi +F2:{1L'1+1'2|1L‘1 GFl,Z‘QEFz}

Remarque 12.
1. On peut de la méme fagon, définir la somme de n sev de FE.
2. Si A, B € P(E), montrer que Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B).

THEOREME 9 : Caractérisation de F; + F,

Fy + Fs = Vect(F1 @] FQ)
Fi + F5 est donc un sev de E

| Preuve 9 :  On montre simplement que F; + F5 est le plus petit sev de E contenant F} U F5.

N [rercice © 0 I
(x¥) Dans l'espace R?, on considere les parties F' = {(z, 0, 0) ; z € R} et G = {(z, z, 0) ; z € R}.
Montrer que ce sont des sev et déterminer le sous espace F' + G.

(DEFINITION 5 : Somme directe FLoF,

Soient deux sev Fy, F» de ’espace vectoriel E.

le sev F1 + F5 est noté Fy & Fy lorsque Vx € Fy + Fy, x s’écrit de facon T = 1 + 22 avec { 2 E F;
Dans ce cas, on dit que ” F} et Fy sont en somme directe” ou que la somme F; + F5 est directe.

THEOREME FONDAMENTAL 10 : Caractérisation d’une somme directe
Soient deux sous-espaces vectoriels F; et F5 d’un espace vectoriel E.
On a la caractérisation suivante d’une somme directe :

On a: |La somme Fy + F5 est directe <= Fy N Fy, = {0g}

Preuve 10 :
= Soit z € F; N F>. On montre facilement que z = 0
r=x + x>

< Soit z € F; + F». Supposons que { T =)+

H — ! — Al
. On montre facilement que z; = 2} et que =5 = z.

Remarque 13. En d’autres termes, tout élément de F; + F5 se décompose de facon unique comme somme d’un élément
de Fi et d’un élément de F5 si et seulement si £y N Fy = {0g}.

Il y a donc 2 facons de prouver que F| & Fy:

1. Soit on prouve que tout vecteur de Fy + F5 se décompose de fagon unique comme somme d’un vecteur de
Fi et d’'un vecteur de Fy

2. Soit on prouve que Fy N Fy, = {0g}

( 7 ’, .
DEFINITION 6 : Sous-espaces supplémentaires
On dit que F} et F5 sont deux sous-espaces supplémentaires d’un espace vectoriel F si et seulement si:

E=F &F
Cela signifie que tout vecteur de E s’écrit de facon sous la forme z = x; 4+ z2 avec { 2 E F;
& J

Pour montrer que £ = F| & F5:
1. Montrons que E = F} + F5.
Soit z € E. Apres une analyse du probleme, on détermine 1 et x5 tels que 1 € Fy, x5 € Fs et x = 1+ 5.
2. Souvent, la premiere étape permet aussi de prouver I'unicité de la décomposition.
Si ce n’est pas le cas, il faut alors montrer que F; N Fy = {0}. Soit x € F; N F5 ...donc x = 0.
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Remarque 14. Ne pas confondre supplémentaire avec complémentaire :
1. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel n’est pas un sev (il ne contient pas le vecteur nul).
2. En général, si F' et G sont supplémentaires de E, alors FUG # E.
3. En général, un sev admet une infinité de supplémentaires. Dire le supplémentaire d’un sev n’a donc pas de sens.
On a par exemple: R? = Vect(?) & Vect () pour tout @ non colinéaire & i .

- —
Complémentaire de Vect( 7 ): Supplémentaires de Vect( i

):

N [ercice : 7 I

F = Vect((1, 2, — 1, 0), (0, 2, 0, 1))
G = Vect((2, 0,0, 1), (1, 0,0, 1))
Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires dans 7

(x) Dans l’espace E = R*, on considere les sev : {

I Foxercice © 8
) _ N P 'ensemble des fonctions paires
(x) Dans l'espace & = 7(RR) on considere { 7 l’ensemble des fonctions impaires

Montrer que:

E=P&TL

3 Familles libres, génératrices
DEFINITION 7 : Famille de vecteurs
Une famille de vecteurs d’'un K-ev E est un ensemble F = {xy, ..., x,} de vecteurs de E.
Remarque 15. Sil’on souhaite ordonner les vecteurs de la famille, on pourra parler de systéme de vecteurs: (z1,...,z,).
(DiFNiTION 8 : Famille libre )
On dit qu’une famille de vecteurs F = {z1, ..., x,} est libre si et seulement si

VO, o A) €KY [Nz + o Ay =05 = A = =), =0k
\Sinon, on dit que la famille F est liée.

Remarque 16. Une famille de deux vecteurs est libres si et seulement si ils ne sont pas proportionnels.

Pour montrer qu’une famille est libre:
1. Soient (A1, ..., \,) € K" tels que \jzy + -+ + Az, = 0p
2. Par implications successives, on en déduit que A\; = --- = A\, = 0 et donc que la famille est libre.

Exemple 7. (%)
1. Dans ’espace vectoriel R, on considere les vecteurs z; = (1, 0, 2), zo = (1, 1, 1) et 23 = (0, — 1, 1).
La famille {z1, x2, x3} est-elle libre?
2. Dans l’espace vectoriel R®, on considere les vecteurs z; = (1, 0, 2), x5 = (1, 1, 0) et 23 = (0, 1, 1).
La famille {z;, z2, x3} est-elle libre?

Remarque 17. Exemples de familles non libre:
1. Une famille contenant le vecteur nul n’est pas libre
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2. Une famille contenant deux fois le méme vecteur n’est pas libre
3. Une famille dont un vecteur est combinaison linéaire d’autres vecteurs n’est pas libre.

N Frercice : 9 I

(*) Dans l'espace E = F(R,R), on pose pour tout k €N, f, : R — R
k
T = T

Montrer que Vn € N*, la famille F = {fo, f1, ..., fa} est libre.
N [cercice @ 10 I

(xx) Dans l’espace E = F(R,R), on considere les fonctions définies par Vk € N, fr : R — R
x +— sin(kz)

1 sip=gq
0 sip#gq
27
1. Montrer Y(p, q) € N?, / sin(pzx) sin(gz) dz = Jpm.
0
2. En déduire que Vn € N*, la famille F = {f1, ..., f.} est libre.

Soit 6,4 le symbole de Kronecker défini par: 0, = {

(PROPOSITION 11 : Caractérisation d’une famille liée
Soit F = {z1, ..., ¥, } une famille de vecteurs de E.

La famille est liés, si et seulement si I'un des vecteurs s’exprime comme combinaison linéaire (CL) des autres
vecteurs de la famille:

Jdi € [1’ n] et El(lu’la sy Mi—15 it - Hn) € Kn_l tels que | x; = Z HjZj
1<j<n
i#]
\\ J
Preuve 11 :
= Si F={x1, ..., x,} est lie, alors il exite une CL nulle avec au moins un des coefficients non nul ...

< Si 'un des vecteurs est CL des autres, alors on trouve immédiatement une CL nulle avec les coefficients
non tous nuls.

Remarque 18. En particulier, si 'un des vecteurs est nul ou si 'un des vecteurs de la famille apparait plus d’une fois
dans S, alors la famille est liée.

N fercice © 11 I

(*) Dans I’espace F(R,R), on considere les deux fonctions définies par f(z) = cosz et g(x) = sinz.
Montrer que la famille {f, g} est libre.

Les trois fonctions définies par f(z) = 1, g(z) = cos? z et h(z) = cos 2z forment-elles une famille libre?

( Z . ’ » . )
DEFINITION 9 : Familles génératrices

On dit qu’une famille F = {z1, ..., 2, } de vecteurs de E est génératrice d’un espace vectoriel E si et seulement
si tout vecteur de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs de la famille :

Ve € E, 3\, ..., An) €K tels que =Mz + -+ A2y

En d’autres termes: F est une famille génératrice de E <= Vect(F) = E.
(.

Pour montrer qu'une famille est génératrice:

1. Soit x € E.
On fait une analyse de la question: supposons que x = A\yx1 + --- + A2, ... Puis:
2. Posons \y = ..., A\, = ...

3. Onabien z = \jx1 + -+ A\pZp-

Exemple 8. (%) Montrer que les vecteurs z; = (1, 1), 2o = (2, 3) et 3 = (1, 2) forment une famille génératrice de R2.
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[DéFINITION 10 : Base
On dit qu’une famille de vecteurs F = {x1, ..., 2, } est une base de ’espace vectoriel F si et seulement si:

1. la famille F est libre.
2. la famille F est génératrice.

e "
THEOREME 12 : Coordonnées d’un vecteur dans une base
Soit F = (e, ..., e,) une famille de vecteurs d’un K-ev E.

F est une base de E <= Vz € E, x s’écrit de facon unique comme CL de vecteurs de F.
n

Les scalaires (A1, ..., A,) tels que z = Z Arey sont appelées les coordonnées de = dans la base (e1, ..., ey)

k=1
- J

Preuve 12 : Pas de difficulté! |

Remarque 19. Tous les espaces vectoriels n’admettent par forcément des bases. Par exemple: F(R, R) ...

Méthode 1: Pour montrer qu’une famille F est une base: (autre méthode vue dans la prochaine legon)
1. Montrons que F est libre ...

2. Montrons que F est génératrice . ..

Exemple 9.
1. Les vecteurs e; = (1, 0) et ex = (0, 1) forment une base de R?.
e1 :x—1
2. Les fonctions es :x — x forment une base du R-ev des fonctions polynomiales de degré < 2.
e 1 x — x°

DEFINITION 11 : Base canonique de K"
Les vecteurs suivants forment une base du K-ev E = K".

er=(1,0, ...,0),es=(0,1,0, ...,0), ... ,en=1(0, ...,0,1)

Cette base e = (eq, ... ,ep) est appelée la base canonique de K".

Remarque 20.
1. Lorsqu’un espace vectoriel ¥ admet une base évidente, on appellera cette base: base canonique de E.

2. Dans la base canonique de K", les coordonnées du vecteur (xy, ..., z,) sont (z1, ..., T,).
Attention, cette similitude est souvent source de confusion entre vecteur et coordonnées.

N [ercice : 12 I

(*)
1. Montrer que la famille formée des vecteurs e; = (1, 0, 1), eo = (1, — 1, 1) et e3 = (0, 1, 1) est une base de R3.
2. Déterminer les coordonnées de (2, 1 — 1) dans cette base.

4 Applications linéaires

(DiéFINITION 12 : Application linéaire )
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur |le méme corps K‘ et une application u : E — F.

: ST s .. L V(z,y) € E? uz+y) = u(@)+uly)
On dit que I'application u est linéaire si et seulement si : 2. VeeE,V\eK, u(\r) = ()
On note L(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F'
L L(E) ’ensemble des applications linéaires de E dans E )

Remarque 21.
1. On dit aussi qu'une application linéaire est un morphisme d’espaces vectoriels.
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2. Remarquons que si u est linéaire, alors u(0g) = Op.
Ainsi, si u vérifie u(0g) # O, alors u ne peut pas étre linéaire.

PROPOSITION 13 : Caractérisation des applications linéaires

FE et F sont deux ev sur le méme corps K
Vr,y€ E, VA, peK |U(>\93 + py) = Au(z) + pu(y)

u € F(E, F) est linéaire ssi: {

| Preuve 13 : Pas de difficulté!

Exemple 10. (%) Les applications entre R-ev suivants sont-elles linéaires?

1. f : R = Rtelle que f(z, y, 2) =z +y+22 3. f : R2 —» Rtelleque f(z,y) =z +y+1
2. f : R? = R telle que f(z, y) = zy 4. f : R = R2 telle que f(z, y, 2) = (z — 2, )

N [rercice 13 I
6: C(OIL,R) — R
1
d
;e / f(z) da

(*) Montrer que I’application est linéaire.

Remarque 22. Soit e = (e1, ..., e,) une base de E.
Si u est linéaire, les images des vecteurs e; suffisent pour caractériser completement ’application u.

. Frercice 1/ I
(%)
1. Déterminer toutes les applications linéaires de R vers R.
2. Déterminer toutes les applications linéaires de R? vers R. Pouvez-vous envisager une généralisation ?

THEOREME 14 : Image directe, réciproque d’un sev par une application linéaire

Soit u € L(E, F) et { - Alors “1(W) est unsevde E

V un sev de E _ u(V) est un sev de F.
W un sev de F' w

L

Preuve 1/ :
1. On montre que v~ (W) est une partie non vide de E stable par CL.
2. On montre que u(V') est une partie non vide de F' stable par CL.

(DiéFNTION 13 - Image, noyau d’une application linéaire
Soit u € L(E, F). On appelle:

1. Noyau de u, lensemble: keru={z € E|u(z)=0p} u 1 ({0F}).
2. Image de u, Vlensemble: Imu={ye F|IrxecE, y=u(zx)} = u(E).

\

u

Remarque 23. keru est un sev de F et Imu est un sev de F. ]? — 5
ker u Imu

PROPOSITION 15 : Image d’une famille génératrice
Si {e1,..., en} est génératrice de E alors (u(ey), ..., u(ey)) est une famille génératrice de Im u

Remarque 24. ‘ Quatrieme Méthode‘
Ainsi, pour prouver qu’'un sous ensemble d’'un K-ev E est un sev de E, on pourra penser a prouver qu’il s’agit de
I’image ou du noyau d’une application linéaire bien choisie.

. Fercice 15 I
(¥) Montrer que {(z, y, 2, t) € R* | 2z — y +t = 0} est un sous-espace vectoriel de R*.

10
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THEOREME 16 : Caractérisation des applications linéaires injectives et surjectives

Soit une application linéaire u : E +— F.

1. L’application u est injective  ssi  keru = {0g}.
2. L’application u est surjective ssi Imu = F.

Preuve 16 : Démonstrations faciles!!

Remarque 25. Que pouvez-vous dire de:
1. L’image d’une famille libre par une application linéaire injective?
2. L’image d’une famille génératrice par une application linéaire surjective?

N Frercice 16 I

l

(¥) Déterminer le noyau et l'image de ’application linéaire u R3
(z,y,2) ~
Est-elle injective? Surjective?

N Frercice ;17 I

() Soit le R-ev E =C*>°(R, R). On considere ’application: D : E — E
foe=f

Montrer que 'application D est un endomorphisme de E et déterminer son noyau.

]RQ
(z+y—z2—y+22)

-

(TutoriME 17 : Equation Linéaire : u(z) =b h
Soit une application linéaire u : E +— F' et un vecteur b € F.
L’équation u(z) = b d’inconnue = € E est appelée équation linéaire.
On note Sg 'ensemble des solutions de cette équation.
Alors:

1. si b € Imu, Sg = 0.

2. si b € Imu, il existe une solution particuliere xg € Sg. L’ensemble des solutions s’écrit alors

Sp={x0+k; k€keru}
On dit que c’est le sous-espace affine de 'espace vectoriel E de direction kerw passant par zg. )

Preuve 17 :  Cas ou b € Imu: soit zy une solution particuliere (u(zg) = b).

On aalors: =z € Sp <= u(z) =b <= u(r) = u(zg) <= u(xr —x0) =0 <= x — ¢ € keru ...

Solutions d’une équation linéaire :

Espace E Espace F'

Exemple 11.
1. Soient u, v, w des fonctions réelles définies sur R.

(a) Montrer que ’ED:  (E): y" +u(z).y' + v(z).y = w(xz) est une équation linéaire.

(b) En déduire une méthode de résolution.

-

2. Montrer que: (E): @AZ =bou d(l, 0, 3) et b(—=3, 1,1)  est une équation linéaire.
Montrer que Zp(1, 1, 2) est une solution particuliere, et en déduire I’ensemble des solutions de (E).

11
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THEOREME 18 : La composée d’applications linéaires est une application linéaire

Soient E, F, G trois K-ev et { u € L(E, F)

veL(F, Q) Alors: wowu: E +— @ est une application linéaire.

| Preuve 18 : Aucune difficulté!!

. rercice : 18 I

(%) Soient (u, v) € L(]RQ)2 définies par: u : R? — R et v : R — R2
(z,y) = (0,2 () = (0

Déterminer { :ZZ , et vérifier que ces deux applications appartiennent bien a L(R2).

. Frercice 19 I
(x) Soient (u, v) € L(E)* deux applications linéaires vérifiant u o v = 0. Comparer Imv et ker u.

(DiéFNITION 14 @ forme linéaire, endomorphisme, Isomorphisme, automorphisme
Soient F, F' deux K-ev.
1. Une forme linéaire de E est une application linéaire u : EF— K
2. Un endomorphisme de E est une application linéaire wu : F+— FE.
3.  Un isomorphisme de E vers F' est une application linéaire u : E— F  bijective.
3.  Un automorphisme de E est une application linéaire w : E— E  bijective.

Remarque 26.
1. On note L(E) = L(E, E) I'ensemble des endomorphismes de E.
2. On note GL(E) I’ensemble des automorphismes de E.

THEOREME 19 : Inverse d’une application linéaire bijective
Si u € L(E, F) est un isomorphisme, alors: u~!: F~+ E est une application linéaire.

| Preuve 19 : La linéarité de u ' se démontre de facon traditionnel et ne pose pas de probleme.

Exemple 12. (¥) Montrer que f : R? — R? est un automorphisme de R2. Déterminer f~'.
(111‘, y) = (a:+y,a:—y)

(TuEOREME 20 L(E, F) est un espace vectoriel
L’ensemble des applications linéaires d’'un K-ev E vers un K-ev F, muni de ’addition et de la multiplication
par un scalaire usuelles est un K-ev.

(L(E, F), +, ) est un K-ev

|\

Preuve 20 :  On montre que c’est un sev de ’ev des applications de E dans F' (muni de + et .).
1. L(E, F) est une partie non vide de F(E, F)
2. L(E, F) est stable par CL

Remarque 27. Nous avons vu que la somme, la composée et la multiplication d’une application linéaire par un scalaire
est une application linéaire. Pensez-vous que le produit de deux applications linéaires soit linéaire?.

5 L’algebre des endomorphismes de F

Dans toute cette partie, F est un K-ev.

12
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(DEFINITION 15 : Homothéties vectorielles )
On définit l’identité de E par: dg : £ — FE
A
Soit a € K.
On appelle homothétie vectorielle de rapport a 'application : he : E — E (he = aidg)
r = a-z
\ J
Remarque 28. Les homothéties sont des endomorphismes de E.
THEOREME 21 : (L(E), +, o) est un anneau (non-commutatif).
Preuve 21 :
1. (L(E), 4) est un groupe commutatif comme sous-groupe de (F(E, E),+).
2. L(E) est stable par la composition
3. o est bien associative
4. o admet idg pour élément neutre dans L(E).
5. On vérifie facilement que o est distributive & droite et & gauche sur la loi + (grace a la linéarité).
(L(E), +, o) un amnean associative
Remarque 29. Ayant (L(E), +, ) un K-ev ,on dit que (L(E),—I—,o,.) est une K-algébre { o
unitaire
A-uwov=uo(XA-v)=A- (uov)
N [ercice © 20 I
() Soit f, g € L(E). Comparer :
1. ker f Nkerg et ker(f + g) 3. ker f et ker f2
2. Imf+TImg et Im(f +g) 4. Im f et Im f?
Remarque 30. Notation: Dans I'anneau (L(E), +, o), on notera: u" =uouo---ou.
e a
PROPOSITION 22 : Formules
. UV =uou
Soient u, v € L(E) tels que (on notera { k ).
u®* =uo---ou
On dispose alors des formules suivantes :
n
n
1) Binéme: T = kyn—k
) inome (u+v) ; (k) utv
2) Factorisation: u" —v" = (u—v)o (U +u" 2ov+ - +uov" 240"l
L 3) Cas particulier: id—u" = (id—u)o (id+u +u?+ --- +u™ 1) )

| Preuve 22 : Ces formules sont vérifiées dans tout anneau.

Exemple 13. (x) Soit un K-ev E et deux endomorphismes u, v € L(E).
1. Développer (u + v)2.
2. Développer (id —u) o (id +u).
3. Si u? = 0, montrer que (id —u) est bijective.

N fercice © 21 I
(x) On considere les deux endomorphismes de E = R? suivants:
w: R — R et wv: R — R
(z,y) = (10 (@, y) = (0,)
1. Calculer u o v, v ou, u? et v2. Conclusion?

2. Montrer que I’endomorphisme (id —u) est inversible et déterminer son inverse.

13
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THEOREME 23 : Groupe linéaire
(GL(E),0) est un groupe (non-commutatif) d’élément neutre idg. On 'appelle: le Groupe Linéaire.

Preuve 23 : c’est une partie non vide du groupe des applications bijectives de E dans E' (muni de la composition)
qui est stable par composition et par symétrisation. C’est donc un sous-groupe de ce groupe.

Remarque 31. Contrairement a (L(E), +,.) (GL(E), 4, .) n’est pas un espace vectoriel.
On vérifie en effet que GL(E) n’est ni stable par la lce (prendre A = 0), ni par + (prendre u(z) = z et v(z) = —x).

N fercice © 22 I
(xx) Soit un R-ev E et un endomorphisme u € L(E) vérifiant: u® +u? + 2idg = 0

1. Montrer que u € GL(E) et déterminer son inverse u 1.

2. Soit A € R. Montrer que A*> + A2 + 2 # 0 est une CS sur le scalaire A pour que (u — \id) soit inversible.

6 Projecteurs et Symétries

(DiéFINITION 16 - Projecteur vectoriel
Soient F' et G deux sev de E supplémentaires: E = F & G.
Vz € E, il existe donc une unique décomposition x = 1 + x5 avec 1 € F et x5 € G.

On peut alors définir: p: E — FE appelé le projecteur sur F parallélement o G.
x — T

Dessin

THEOREME 24 : Caractérisation des sev associés
F=Imp

Si p est le projecteur vectoriel sur F' par rapport a G, alors: { G = kerp

| Preuve 24 : Pas de difficulté par double inclusion.

Remarque 32. On a alors:
1. E=Imp®kerp (Imp et kerp sont supplémentaires)
2. F =TImp est aussi 'ensemble des vecteurs invariants: F' = ker(idg —p)
3. Vz € E, z se décompose selon F' + G de la facon suivante: = = p(z) + [a: — p(:r)]
N =

clmp ckerp

THEOREME FONDAMENTAL 25 : Caractérisation des projecteurs
Soit p € F(E, E).
p € L(E)

est un projecteur de E <=
P prel {p0p=p

14
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Preuve 25 :
= Aucune difficulté!
. (. 1z F=Imp
< Soit p € L(E) vérifiant p o p = p. Considérons les sev : G = kerp et montrons que:

(a) F&G=E. Onremarquera que z = p(x) + (z — p(z)).
(b) p est le projecteur sur F' parallelement & G. Immédiat !

N [zercice @ 23 I
() Soit un projecteur p d’un espace vectoriel E et un scalaire A € K. On définit 'endomorphisme u = p + Aidg.
Exprimer pour n € N, I’endomorphisme u™ & ’aide de p et de idg.

N Frercice : 2/ I
(#%) On considere un projecteur p d’un R-espace vectoriel E et un réel A € R\ {0,1}. Soit un vecteur b € E.
Montrer que I’équation vectorielle

(E) plz) - Az =0

possede une unique solution z € FE.

PROPOSITION 26 : Projecteur associé

. S sur F' — I sur G
Sip € L(E) est la projection { aYe alors [ ¢ =idg —p I est la projection { YR

| Preuve 26 : Immédiat!

ker(idg —p) = Imp

Remarque 33. q est appelé le projecteur associé a p et on a ainsi: { Tm(idg —p) = kerp

Recherche pratique de ’image d’un vecteur par un projecteur
Soit p le projecteur sur le sous-espace F' parallelement au sous-espace G.
Soit x € E. Pour trouver p(z), il suffit de:

1. Premiere méthode:

zp €F

v € G tels que £ = zp + x. On a alors: | p(z) = zp

On recherche {

2. Deuxieme méthode:
p(z) e F

On constate que p(z) est le vecteur de E tel que { z —p(z) € G

E; = Vect(1, 1, 1)
Ey={(z,y,2) ER® |z +y+2=0} °
Déterminer I'expression analytique du projecteur sur Es parallelement a FE .

Exemple 14. (*) Dans I'espace R?, on considere les sous-espaces {

N fercice © 25 I
(%) Soient deux projecteurs p et ¢ d’un espace vectoriel E.

1. Montrer que ’endomorphisme (p + ¢) est un projecteur de E si et seulement si 'on a pog=¢qop=0.
Im(p+¢q) =ImpdImgq

. )
2. Si c’est le cas, montrer qu’alors { ker(p+ ¢) = kerp N kerg *

(DEFINITION 17 : Symétrie vectorielle

Soient F' et GG, deux sev supplémentaires de E.

Soit p la projection sur F parallelement a G

On appelle, s la symétrie par rapport a F' parallelement & GG, 'endomorphisme définit par la relation :

s =2p—idg

(P est appelé le projecteur associé a s.

15
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Dessin

Remarque 34. On pourra utiliser cette définition pour déterminer I’expression analytique d’une symétrie vectorielle.

Exemple 15. (%) Dans I'espace R?, déterminer ’expression analytique de la symétrie par rapport au sous-espace E;
parallelement au sous-espace Fs ot :

E = Vect((l, 0, 0),(1, 1, 1)) et By = Vect(1, 2, 0)

THEOREME 27 : Caractérisation des sev associés
Soit la symétrie vectorielle s par rapport a F' parallelement & G.

F =ker(s —idg) (sev des vecteurs invariants)
On a alors . i ,
G =ker(s +idg) (sev des vecteurs transformés en leur opposé)

Preuve 27 :  Soit p le projecteur associé a s: s = 2p — Idg. On utilise le fait que F' = ker(p—idg) et G = kerp

Remarque 35. Si s est une symétrie vectorielle, on a alors: ker(s —id) @ ker(s +idg) = E

THEOREME FONDAMENTAL 28 : Caractérisation des symétries vectorielles
Soit un endomorphisme s € F(E, E).

x € L(E)

s est une symeétrie vectorielle <= { .
sos=1idg

Preuve 28 :
= Evident!

1
< Soit s € L(E) tel que so s = idg. Soit p = 5(3 +idg).

On montre tres facilement que p est un projecteur en prouvant que pop = p. CQFD ...

7 Formes linéaires

DEFINITION 18 : Formes linéaires, dual
Soit un K-ev E. On appelle forme linéaire sur E, une application linéaire ¢ : E — K.
On note E* = L(E, K) ’ensemble des formes linéaires sur E.

Exemple 16. (%) Montrer que les applications suivantes sont des formes linéaires :

1. fi: C(0;1],R) —» R 2. f»: RS — R

f — fol f(t) dt (r,y,2) — 2x—y+32

Remarque 36. E* s’appelle 'espace dual de 'espace E.

16
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DEFINITION 19 : Hyperplan

On appelle hyperplan de E, le noyau d’une forme linéaire | non-nulle |: H =ker¢ I

Remarque 37. Un hyperplan de E est donc un sev de E.

Exemple 17. (x)
1. Donner les hyperplans associés aux deux formes linéaires précédentes.
2. Quels-sont les hyperplans de R??

[ THEOREME 29 : Caractérisation des hyperplans
Soit H un sev d'un K-ev E tel que H # E.

H est un hyperplan <= dJa € E non nul tel que H & Vect(a) = E

Preuve 29 :  Les deux implications se traitent par analyse/synthése.
= Analyse: Soit H un hyperplan, ¢ sa forme linéaire associée et a € E tel que H & Vect(a) = E.
On montre alors facilement que ¢(a) # 0.
Synthése : Montrons que si a est tel que ¢(a) # 0, alors H @ Vect(a) = E
(a) On montre tres facilement que: H N Vect(a) = 0
(b) Pour montrer que H + Vect(a) = E, on commence par faire une analyse ...
< Soit a € E non nul tel que H @ Vect(a) = E.
Analyse: Supposons que H = ker ¢ avec ¢ # 0.
En notant = zg + Aza, on montre facilement que ¢(z) = A\ P(a).
Synthese: Soit ¢ : x — ;.
On montre alors facilement que ¢ est une forme linéaire non nulle et que H = ker ¢.

Remarque 38. IMPORTANT : si H est un hyperplan , alors on aVa € E\ H, E = H & Vect(a)

Dessin

Supplémentaire d’un hyperplan

N fercice © 20 I
(¥) Déterminer un supplémentaire dans R* de F' = {(z, y, 2z, t) € R* | 32 — 2y + 2 = t}.

. Fercice @ 27 I

(%) Soit 'espace vectoriel E = F(R, R) et 'application 6 : E — R
f= f0)

Vérifier que d est une forme linéaire sur E et déterminer un supplémentaire de H = ker d.

THEOREME 30 : Deux formes linéaires sont proportionnelles ssi elles ont méme noyau

Soient ¢ et 1) deux formes linéaires sur E.

Alors le systeme (¢, ¥) est lié dans E* si et seulement si ker ¢ = ker ).
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Preuve 30 :
= Evident !
< Soit a € E tel que ¢(a) # 0 (et donc (a) # 0).
On a E = ker ¢ ® Vect(a), donc pour tout = € E, il existe y € ker ¢ et A € K tels que: z =y + A.a.
)

)
P(z) = A.d(a
On a alors { ¥(@) = \(a)

. D’ou le résultat ...

Remarque 39. Ce théoreme signifie en particulier que les formes linéaires qui définissent un méme hyperplan sont
proportionnelles.
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