
Le Cal
ul de Primitives|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur22 mars 2010Rappel : nous savons que :1. On re
her
he des primitives sur un intervalle I .2. Toute fon
tion f 
ontinue sur un intervalle I admet des primitives sur 
et intervalle.3. Les primitives d'une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I di��erent d'une 
onstante sur 
et intervalle.Nous allons voir dans 
e 
hapitre 
ertaines m�ethodes usuelles de 
al
ul de primitives. Bien que tr�es utiles, 
es m�ethodes nenous permettront malheureusement pas de r�esoudre tous les probl�emes de re
her
he de primitives.Nous noterons R f(x) dx l'expression d'une primitive quel
onque de la fon
tion f de variable x sur un intervalle I qu'onn'oubliera pas de pr�e
iser. Cette notation est abusive (
ar elle ne d�esigne pas un unique objet), mais elle nous sera utile pourla mise en oeuvre des m�ethodes usuelles. Malgr�e les apparen
es, 
ette notation ne repr�esente pas une int�egrale !! Il s'agit i
id'une fon
tion et non d'un r�eel. Pour repr�esenter F , LA primitive de f qui s'annule en a 2 I , nous utiliserons la notationF (x) = R xa f(t) dtPour 
al
uler une primitive d'une fon
tion, nous avons 3 outils prin
ipaux �a notre disposition :1. Les primitives usuelles �a 
onnâ�tre par 
oeur !!2. Le 
hangement de variable.3. L'int�egration par partie.Toute la diÆ
ult�e 
onsitera alors �a :1. Penser �a utiliser au moment opportun les primitives 
onnues2. Faire un 
hoix parmi l'une des deux m�ethodes pr�e
�edentes3. Transformer judi
ieusement la fon
tion �etudi�ee pour faire apparâ�tre une primitive 
onnue4. Choisir le bon 
hangement de variableExer
i
e : 1Cal
uler les primitives suivantes sur un intervalle �a d�eterminer.1. Z ar
tan3 x1 + x2 dx 2. Z dx(1� x2) argthx 3. Z 
osx1� sin2 x dx1 Le 
hangement de variablesTh�eor�eme 1 : Changement de variablesSoit f : I 7! R une fon
tion 
ontinue et ' : J 7! I de 
lasse C1 de l'intervalle J vers l'intervalle I .Si F (x) = Z f(x) dx sur I , alors F Æ '(t) = Z (f Æ ')(t) � '0(t) dt sur J .
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Cours MPSI-2009/2010 Cal
ul de primitives http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 1 : Montrons que F Æ ' est une primitive de (f Æ ')� '0 sur l'intervalle J .1. ' �etant d�e�nie de J dans I et F �etant d�e�nie sur I , la fon
tion F Æ ' est bien d�e�nie sur J .2. ' �etant d�erivable de J dans I et F �etant d�erivable sur I , la fon
tion F Æ' est d�erivable sur J et sa d�eriv�eeest : (f Æ ')� '0.F Æ ' est don
 bien une primitive de (f Æ ')� '0 sur J .Remarque 1. Comme le montre la m�ethode suivante, il sera souvent n�e
essaire de prouver aussi la bije
tivit�e de '.Soit f une fon
tion 
ontinue sur I .Pour d�eterminer une primitive de f , on pourra utiliser en pratique la d�emar
he suivante :M�ethode 1 :Pour 
al
uler F (x) = Z f(x) dx sur I , on pourra poser : � x = '(t)t 2 (J) J sera d�etermin�e �a l'�etape 1.1. On transforme 
e syst�eme par �equivalen
es su

essives : � x = '(t)t 2 (J) () : : :() � t = '�1(x)x 2 IOn v�eri�e ainsi que la fon
tion ' est bije
tive de J vers I puis on s'assure qu'elle est C1 sur J .2. On �e
rit � x = '(t)dx = '0(t) dt et on transforme la primitive initiale en rempla�
ant la variable x.3. On 
al
ule alors la nouvelle primitive obtenue. (F Æ ')4. Pour obtenir la primitive F 
her
h�ee, il suÆt alors de rempla
er t par '�1(x).Remarque 2.1. La bije
tivit�e de ' est bien indispensable 
ar elle permet en �n de 
al
ul, de "revenir" �a la variable x.2. En revan
he, la re
her
he de l'intervalle J n'est pas toujours indispensable.Exemple 1. Cal
uler les primitives suivantes :1. Z p1� x2 dx sur [�1;1℄ 2. Z dxp1 + x2 sur RM�ethode 2 :On peut aussi d�e
ider de poser � t =  (x)x 2 I . La m�ethode reste alors la même !!Exemple 2. Cal
uler les primitives suivantes en 
hoisissant un 
hangement de variables appropri�e :1. Z dxsinx sur I =℄0;�[2. Z dx
osx sur I =℄� �=2; �=2[ 3. Z dxshx sur I =℄0;+1[4. Z dx
hx sur I = R 5. Z dxx2 + a2 sur I = R (a > 0)6. Z dxpa2 � x2 sur I =℄� a;a[2 L'int�egration par partieTh�eor�eme 2 : Int�egration par partiesSoient u; v : I 7! R deux fon
tions de 
lasse C1 sur l'intervalle I .Alors Z u0(x)v(x) dx = u(x)v(x) � Z u(x)v0(x) dxPreuve 2 : Soit f = uv. Les fon
tions u et v �etant d�erivables sur I , f est d�erivable sur I et (uv)0 = u0v + uv0.Les fon
tions u, u0, v et v0 �etant 
ontinues, u0v et uv0 admettent des primitives et : uv = R u0v + R uv0.Remarque 3. La formule pr�e
�edente est vraie �a une 
onstante pr�es.Pour 
al
uler R f(x) dx sur I :1. on introduit deux fon
tions u et v de 
lasse C1 sur I telles que f = u0v2. on applique la formule d'int�egration par partie 2



Cours MPSI-2009/2010 Cal
ul de primitives http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 4. On n'oubliera pas d'indiquer que les fon
tions u et v 
hoisies sont bien de 
lasse C1 sur I !!Exemple 3. Cal
uler sur R les primitives suivantes sur des intervalles �a pr�e
iser :1. Z x ln(x2 + 1) dx 2. Z (x2 � x+ 3)e2x dx 3. Z ex sinx dx 4. Z x2ex 
os 2x dx3 Primitives usuelles �a 
onnâ�tre par 
oeurToutes les primitives suivantes sont bien entendu donn�ees �a une 
onstante pr�es et sont valables sur tout intervalle o�u lesfon
tions sont 
ontinues.4 Les 
lassiques (8a 2 R)1. Z (x� a)� dx = (x� a)�+1�+ 1 (� 8� 2 C� 6= �1 )2. Z dxx� a = ln jx� aj3. Z eax dx = eaxa (a 2 C � ) 4. Z sin(ax) dx = �
osaxa (a 6= 0)5. Z 
os(ax) dx = sin axa (a 6= 0)6. Z sh(ax) dx = 
h axa (a 6= 0)7. Z 
h(ax) dx = sh axa (a 6= 0)4 D'autres �a 
onnâ�tre absolument� Primitives obtenues �a partir des d�eriv�ees des fon
tions 
ir
ulaires r�e
iproques :1. Z dx1 + x2 = ar
tanx sur R2. Z dxp1� x2 = ar
sinx sur ℄� 1; 1[
Remarque 5. Soit un r�eel a > 0.On en d�eduit les primitives suivantes en fa
torisant a2 et en faisant le 
hangement de variables u = x=a.1. Z dxa2 + x2 = 1a ar
tan xa sur R 2. Z dxpa2 � x2 = ar
sin xa sur ℄� a; a[� Primitives obtenues �a partir des d�eriv�ees des fon
tions hyperboliques r�e
iproques :1. Z dxpx2 + 1 = argshx sur R2. Z dxpx2 � 1 = arg
hx sur ℄1; +1[3. Z dx1� x2 = argthx sur ℄� 1; 1[
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Cours MPSI-2009/2010 Cal
ul de primitives http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 6. On a aussi : Z dx1� x2 = 12 Z 1x+ 1 � 1x� 1 dx = 12 ln ����x+ 1x� 1 ���� sur 8<: ℄�1; � 1[℄� 1; 1[℄1; +1[ .Remarque 7. On en d�eduit ainsi les expressions de : Z dxpx2 + h et Z dxa2 � x2Exemple 4. Cal
uler la d�eriv�ee de la fon
tion f(x) = ln�x+px2 + h). Que pouvez-vous en d�eduire?� Les primitives suivantes sont imm�ediates (valables sur des intervalles �a pr�e
iser !) :1. Z dx
os2 x = tanx2. Z dxsin2 x = � 1tanx 3. Z dx
h2 x = thx4. Z dxsh2 x = � 1thx 5. Z tanx dx = � ln j
osxj6. Z thx dx = ln j
hxj4 Exemples divers4.1 Primitives de fra
tions rationnelles.Pour d�eterminer les primitives d'une fon
tion rationnelle, on pourra (sauf 
as imm�ediat) 
ommen
er par la d�e
omposer en�el�ements simples dans R(X).4.1.1 Partie enti�ere et �el�ements simples de premi�ere esp�e
eOn trouve sans diÆ
ult�e les primitives de la partie enti�ere et les �el�ements simples de premi�ere esp�e
e.1. Partie enti�ere E(x) : On obtient un polynôme2. El�ements de la forme ax� b : On obtient un logarithme3. El�ements de la forme a(x� b)n : On obtient une nouvelle fra
tion rationnelleExemple 5. D�eterminer une primitive des fon
tions rationnelles suivantes sur un intervalle �a d�eterminer :1. f(x) = 32x� 52. f(x) = 2(4x+ 1)5 3. f(x) = 12x2 + x� 34. f(x) = 2x3 � x+ 1(x � 1)(x+ 2)2 5. f(x) = x5 + 1x2(x � 1)2
4.1.2 Primitive des �elements simples de deuxi�eme esp�e
eExer
i
e : 2Soit n 2 N� et In(x) = Z dx(x2 + 1)n .1. Re
her
her une relation entre In(x) et In+1(x).2. En d�eduire Z dx(x2 + 1)n pour n 2 f1; 2; 3g.

4



Cours MPSI-2009/2010 Cal
ul de primitives http://pas
al.delahaye1.free.fr/M�ethodePour d�eterminer les primitives d'un �el�ement simple de la forme ax+ b(x2 + px+ q)n :1. On 
ommen
e par faire apparâ�tre la d�eriv�ee de x2 + px+ q au num�erateur.Une partie de la fra
tion se primitive alors selon n, soit en un logarithme, soit en une fra
tion rationnelle.2. On se ram�ene alors �a une fon
tion rationnelle de la forme 1(x2 + px+ q)n .On r�eduit alors le trinôme sous la forme 
anonique et on e�e
tue un 
hangement de variables appropri�e.3. On se ram�ene alors �a une fon
tion rationnelle de la forme 1(x2 + a2)n .On se ramene alors �a In(x) = 1(x2 + 1)n et on re
her
he une relation entre In(x) et In+1(x) par IPP.In+1 = 12n� x(x2 + 1)n + (2n� 1)In� (savoir retrouver 
ette formule !!)Exemple 6. D�eterminez sur R une primitive de :1. f(x) = 1x2 + x+ 1 2. f(x) = x+ 1x2 + x+ 3 3. f(x) = 1(x2 + x+ 1)2Remarque 8. Lorque le d�enominateur de la fon
tion rationnelle n'est pas irr�edu
tible dans R[X ℄, on peut 
ommen
er pare�e
tuer une DES dans C [X ℄ et regrouper judi
ieusement 
ertains termes pour obtenir une d�e
omposition dans R[X ℄.Exemple 7. D�eterminez sur R une primitive de :1. f(x) = 1x3(x2 + 1) 2. f(x) = 1x3 + 1 3. f(x) = 1x(x6 � 1)4.2 Primitives rationnelles en sin ; 
osOn s'int�eresse aux primitives de la forme Z f(sinx; 
osx) dx o�u f est une fon
tion rationnelle de 2 variables.4.2.1 Cas o�u f est une fon
tion polynômiale pOn 
onsid�ere Z p(sinx; 
osx) dx, o�u p est une fon
tion polynômiale de 2 variables (on dit que p(sinx; 
osx) est un polynômetrigonom�etrique).On est ramen�e au 
al
ul de I = Z sinp x 
osq x dx.{ Si p est impair on pourra poser le 
hangement de variables y = 
osx{ Si q est impair, on pourra poser le 
hangement de variables y = sinx ;{ Si p et q sont pairs, on lin�earisera.Exemple 8. Cal
uler les primitives suivantes :1. Z sin2 x 
os3 x dx 2. Z sin2 x 
os4 x dx 3. Z sin2 x 
os4 2x dx4.2.2 Cas plus g�en�eralPour d�eterminer le 
hangement de variable appropri�e pour 
al
uler Z f(sinx; 
osx) dx, on utilise les r�egles de Bio
he :
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ul de primitives http://pas
al.delahaye1.free.fr/R�egles de Bio
he :On �etudie l'�el�ement di��erentiel !(x) = f(sinx; 
osx) dx.1. Si !(x) est invariant par la transformation x 7! �x, on pose t = 
osx2. Si !(x) est invariant par la transformation x 7! � � x, on pose t = sinx3. Si !(x) est invariant par la transformation x 7! � + x, on pose t = tanx4. Si au
une transformation ne mar
he, on pose t = tan x2 .Exemple 9. Cal
uler les primitives suivantes sur des intervalles �a d�eterminer :1. Z sinx1 + 
os2 x dx 2. Z dx1 + sin2 x 3. Z 
os3 x+ 
os5 xsin2 x+ sin4 x dx 4. Z dx2 + 
osxRemarque 9. Dans le 
as d'une fon
tion de la forme Z f(shx; 
hx) dx o�u f est rationnelle, on pourra aussi utiliser lesr�egles de bio
he ave
 le même �el�ement di��erentiel !(x) = f(sinx; 
osx) dx (Attention : on rempla
e les sh par des sin et les
h par des 
os). Si les r�egles de Bio
he ne donnent rien, on pourra poser t = ex !Exemple 10. Cal
uler les primitives suivantes sur des intervalles �a d�eterminer :1. Z dx
h2 x sh2 x 2. Z sh3 x
hx(2 + sh2 x) dx 3. Z th3 x dx 4. Z ln 20 dx5 shx� 4 
hx4.3 Primitives ave
 des ra
inesRemarque 10. Il y a deux sortes de primitives ave
 ra
ines que l'on sait traiter.Soit (�; �) 7! f(�; �) une fra
tion rationnelle de deux variables.Pour 
al
uler :1. Z f(x;rax+ b
x+ d ) dx on posera y =rax+ b
x+ d .2. Z f(x;pax2 + bx+ 
) dx on r�eduira le trinôme et on e�e
tuera un 
hangement de variable en sin, 
h ou en sh.Exemple 11. Cal
uler les primitives suivantes sur des intervalles �a d�eterminer :1. Z px2 + 1 dx 2. Z xp1 + x� x2 dx 3. Z xpx2 + x+ 1 dx 4. Z r1 + x1� x dxxExer
i
e : 3Cal
uler les primitives suivantes :1. Z ar
tanxpx dx 2. Z 
hxp2� e�x dx
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