
La d�erivation|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur13 janvier 20111 D�eriv�eeDans ette partie, I d�esigne un intervalle de R.D�efinition 1 : D�eriv�ee d'une fontionSoit une fontion f 2 F(I;R), et un point x0 2 I .On d�e�nit le taux d'aroissement de la fontion f au point x0 : �x0 : I n fx0g �! Rx 7! f(x)� f(x0)x� x01. On dit que f est d�erivable en x0 2 I lorsque : limx!x0�x0(x) existe et est �nie.On note f 0(x0) ette limite.2. On dit que la fontion f est :a) d�erivable �a droite en x0 lorsque limx!x+0 �x0(x) existe et est �nieb) d�erivable �a gauhe en x0 lorsque limx!x�0 �x0(x) existe et est �nieOn note alors f 0d(x0) (d�eriv�ee �a droite) et f 0g(x0) (d�eriv�ee �a gauhe) es deux limites.Remarque 1.1. Lorsque I = [a; b[, les notions de d�eriv�ee en a et de d�eriv�ee �a droite en a o��nident.2. Lorsque f est d�e�nie sur un voisinage de x0, on aura alors la arat�erisation suivante :f d�erivable en x0 ssi � f d�erivable �a gauhe et �a droite en x0f 0g(x0) = f 0d(x0) .Exemple 1. (�) Etudier la d�erivabilit�e en 0 de la fontion f d�e�nie sur R par : � f(x) = 0 si x < 0f(x) = x2 si x � 0 .D�efinition 2 : Ave le hangement de variable h = x� x0, on a aussi la d�e�nition suivante :On dit que la fontion f est d�erivable au point x0 2 I lorsque :f(x0 + h)� f(x0)h admet une limite �nie lorsque h 7! 0 et h 6= 0Remarque 2.{ En physique, la d�eriv�ee d'une fontion f de variable x en x0 est not�ee dfdx (x0). Cette notation repr�esente lerapport de la variation in�nit�esimal de f (not�e df) lorsque x0 varie d'une quantit�e in�nit�esimal dx.1



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/{ Si ~f repr�esente la position d'un mobile M en fontion du temps t, alors ~f 0(t0) repr�esente les oordonn�ees duveteur vitesse de M au temps t0.Exemple 2. (�)1. Prouver que la fontion f : x 7! sinx est d�erivable en tout x0 2 R et f 0(x0) = osx0.2. Prouver que la fontion f : x 7! px n'est pas d�erivable en x = 0.3. Prouver que la fontion f : x 7! jxj n'est pas d�erivable en x = 0.Th�eor�eme 1 : DL �a l'ordre 1 d'une fontion d�erivableLa fontion f est d�erivable au point x0 2 I si et seulement si il existe un r�eel  2 R tel que 8x 2 I ,f(x) = f(x0) + (x� x0) + o(x � x0) au voisinage de x0.On a alors  = f 0(x0) .Cette expression est appel�ee : d�eveloppement limit�e de f en x0 �a l'ordre 1 : DL(x0; 1).Preuve 1 : Pas de diÆult�e.Remarque 3.1. Le DL(x0; 1) s'�erit : f(x) = f(x0) + f 0(x0):(x � x0) +R(x) ave ( R(x) = o(x� x0)R(x) = (x� x0)"(x� x0) et "(h) ���!h!0 02. (a) La droite d'�equation y = f(x0) + f 0(x0)(x � x0) est la tangente �a la ourbe y = f(x) au point x0.(b) La fontion R(x) = f(x) � y(x) repr�esente la distane alg�ebrique entre le point �x; f(x)� de la ourberepr�esentative de f et le point orrespondant �x;g(x)� de sa tangente.() La propri�et�e R(x) = o(x� x0) dit qu'en x0, ette distane tend vers 0 plus vite qu'une fontion lin�eaire.Dessin
Interpr�etation g�eom�etrique du DL(x0; 1)Remarque 4. En posant h = x� x0, le DL(x0; 1) de f peut �egalement s'�erire :8h 2 R; tq x0 + h 2 I : f(x0 + h) = f(x0) + f 0(x0)h+( h"(h) ave "(h) ���!h!0 0o(h)Corollaire 2 : D�erivable implique ontinueSoit f : I 7! R et x0 2 I . Alors(f d�erivable au point x0)) (f ontinue au point x0)Preuve 2 : Cons�equene imm�ediate du th�eor�eme pr�e�edent.Remarque 5. La r�eiproque est bien entendu fausse (C/ex : f(x) = jxj)D�efinition 3 : D�erivabilit�e sur un intervalleOn dit qu'une fontion f est d�erivable sur un intervalle I ouvert ssi elle est d�erivable en tout point x0 2 I .On d�e�nit alors la fontion d�eriv�ee : f 0 : I �! Rx 7! f 0(x)2



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 6. Un monstre math�ematique : la fontion de Bolzano !

Fig. 1 { Une fontion ontinue en tout point de [0; 1℄ mais d�erivable nulle partTh�eor�eme 3 : R�egles de alul de d�eriv�eesSi u et v sont deux fontions d�erivables sur un intervalle I , on a :� La fontion u+ v est d�erivable sur I et (u+ v)0 = u0 + v0� Pour tout � 2 R, (�:u) est d�erivable sur I et (�:u)0 = �� u0� La fontion uv est d�erivable sur I et (uv)0 = u0:v + u:v0� Si v ne s'annule pas sur I , 1v est d�erivable sur I et (1v )0 = � v0v2� Si v ne s'annule pas sur I , uv est d�erivable sur I et (uv )0 = u0v � uv0v2� Pour un entier n 2 Z , un est d�erivable sur I et (un)0 = nun�1u0Preuve 3 : On onsid�ere un x0 quelonque, appartenant �a I et on d�emontre en utilisant la d�e�nition et lesDL(x0;1) que es di��erentes fontions sont bien d�erivables en x0 et que leurs d�eriv�ees s'expriment sous la formeindiqu�ee.Exerie : 1(�) Soient f1; f2; : : : ; fn, n fontions d�erivables sur I .Prouver que f1f2 : : : fn est d�erivable sur I et d�eterminer l'expression de sa d�eriv�ee.Th�eor�eme 4 : D�erivation des fontions ompos�eesSoient deux fontions � f : I 7! Rg : J 7! R telles que � IJ sont deux intervalles de R et f(I) � J .On suppose que : (la fontion f est d�erivable sur Ila fontion g est d�erivable sur f(I) alors,la fontion g Æ f est d�erivable sur I ave (g Æ f)0 = hg0ofi� f 0Preuve 4 : Même m�ethode que dans le th�eor�eme pr�e�edent ...Exemple 3. (�) D�emontrer que la d�eriv�ee d'une fontion paire d�erivable est impaire, que la d�eriv�ee d'une fontionimpaire d�erivable est paire et que la d�eriv�ee d'une fontion p�eriodique est p�eriodique de même p�eriode.Corollaire 5 :Si : f(x) = f1 Æ � � � Æ fn(x) alors f 0(x) = [f 01 Æ f2 Æ � � � Æ fn(x)℄ � [f 02 Æ f3 Æ � � � Æ fn(x)℄� � � � � f 0n(x)Preuve 5 : Il s'agit d'une simple r�eurrene ...Exemple 4. (�) D�eriver la fontion d�e�nie par f(x) = sin �ln�e2x + 1e2x + 3��.Remarque 7. La plupart du temps, on alule des d�eriv�ees a�n d'�etudier leur signe. Comme la d�erivation en hâ�nedonne un produit de fontions, il suÆt alors de d�eterminer le signe de haun des fateurs.3



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 2(�) Caluler les d�eriv�ees des fontions suivantes :1. f(x) = epx2. f(x) = os2(3x� 1)3. f(x) = ln 1� ex1 + ex 4. f(x) = tan 1x5. f(x) = xx6. f(x) =r ex1 + ex 7. f(x) = px5 + 5x8. f(x) = exp( xx2 � 1)9. f(x) = osx� 1osx+ 1Vous pourrez v�eri�er vos r�esultats en utilisant les ommandes >diff(f(x),x); ou > D(f); de Maple.Th�eor�eme 6 : D�erivation de la fontion r�eiproqueSoit une fontion f : I 7! R ave I un intervalle.On suppose que : 8><>:f est une bijetion de I dans J = f(I)f est d�erivable en tout point de If 0(x) 6= 0 pour tout x 2 ILa fontion f�1 est alors d�e�nie et d�erivable sur f(I) ave (f�1)0 = 1f 0of�1Preuve 6 : La formulation du probl�eme se fait simplement.1. On ommene par remarquer que f(I) est un intervalle.2. Pour prouver que f�1 est d�erivable en y0 = f(x0) 2 f(I), la prinipale diÆult�e onsiste alors �a montrerque x ���!y!y0 x0 o�u x = f�1(y). On peut, pour ela, prouver que f�1 est ontinue en y0 en utilisant leth�eor�eme de la bijetion vu dans le ours sur la ontinuit�e. On aura besoin pour ela de prouver que lafontion f est stritement monotone �a l'aide du TVI.Exemple 5. (�) D�emontrer que les fontions suivantes sont d�erivables et aluler leur fontion d�eriv�ee :1. f : x 7! px. 2. g : x 7! ex. 3. arsin 4. argthExerie : 3(�) Soit f : [0; �2 ℄ 7! R d�e�nie par f(x) = psinx+ x.Justi�er que f r�ealise une bijetion vers un intervalle �a pr�eiser, puis que f�1 est ontinue et d�erivable sur et intervalle.2 D�eriv�ees suessives2.1 D�e�nitionsD�efinition 4 : D�eriv�ees suessivesLorsqu'elle existe, on d�e�nit la fontion f 00 par (f 0)0, et par r�eurrene :( f (0) = f8k 2 N; f (k+1) = (f (k))0 (= (f 0)(k))On notera Dk(I) l'ensemble des fontions k fois d�erivables sur l'intervalle I .Remarque 8.1. Assurez-vous toujours de l'existene de la fontion f (k) avant de aluler ette fontion.2. En siene physique, la d�eriv�ee k-�eme d'une fontion est not�ee : dkfdxk .En as de doute, ette notation a le m�erite d'expliiter la variable par rapport �a laquelle on d�erive la fontion !Exemple 6. (�)1. Soit f la fontion d�e�nie sur R par f(x) = sinx.Prouver que 8n 2 N� f est n fois d�erivable sur R et d�eterminer une expression de f (n)(x).2. Soit a 2 R et soit f la fontion d�e�nie sur Rnfag par f(x) = 1x� a .Prouver que 8n 2 N� f est n fois d�erivable sur Rnfag et d�eterminer une expression de f (n)(x).En d�eduire que 8n 2 N� la fontion f : x 7! lnx est n fois d�erivable sur R+� .3. Prouver que la fontion tan est d�erivable �a tout ordre sur son domaine de d�e�nition.4



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 5 : Fontions de lasse CkSoit une fontion f : I 7! R d�e�nie sur sur l'intervalle I .f est de lasse Ck sur l'intervalle I ssi � elle est k-fois d�erivable sur l'intervalle ILa fontion f (k) est ontinue sur l'intervalle IOn note Ck(I) l'ensemble des fontions de lasse Ck sur l'intervalle I .On note C1(I) l'ensemble des fontions ind�e�niment d�erivables sur l'intervalle I .Pour montrer qu'une fontion f est C1(I), on montrera qu'elle est Cn(I) 8n 2 N.Exemple 7. Les r�esultats suivants pourront-être utilis�es dans les exeries :{ La fontion exp, les fontions polynomiales, les fontions os et sin sont C1 sur R.{ Les fontions rationnelles, tan, ln sont C1 sur leur ensemble de d�e�nition.Remarque 9.S'int�eresser �a la r�egularit�e d'une fontion, 'est se demander jusqu'�a quelle valeur de k, la fontion est Ck(I).Exemple 8. (�) Etudier la r�egularit�e en 0 des fontions suivantes :1. f : x 7! x: sin( 1x ) 2. f : x 7! x2: sin( 1x ) 3. f : x 7! x3: sin( 1x )Remarque 10. la ontinuit�e en un point est une notion de r�egularit�e plus faible que la d�erivabilit�e en un point, qui estelle-même plus faible que de dire que la fontion est de lasse C1 sur un intervalle ontenant e point. Ainsi :C1(I) � � � � D3(I) � C2(I) � D2(I) � C1(I) � D1(I) � C0(I)2.2 Th�eor�emes g�en�erauxProposition 7 : Soit n 2 N et � 2 R.Si f et g sont deux fontions de lasse Cn(I), alors f + g et �:f sont de lasse Cn(I).Preuve 7 : On d�emontre par r�eurrene que les deux propri�et�es suivantes sont vraies pour tout entier n :1. (Pn) : f + g est de lasse Cn(I) et (f + g)(n) = f (n) + g(n)2. (Qn) : �:f est de lasse Cn(I) et �:f (n) = �:f (n)Th�eor�eme 8 : Formule de Leibniz aSoient f; g deux fontions de lasse Cn sur l'intervalle I .Alors la fontion (fg) est aussi de lasse Cn sur l'intervalle I et on a la formule de Leibniz qui exprime la d�eriv�eeni�eme du produit : (fg)(n) = nXk=0�nk�f (k)g(n�k)aGottfried Whilhelm von Leibniz (01/07/1646-14/11/1716), Allemand. �A l'origine ave Newton du alul di��erentiel.Preuve 8 :Comme dans la d�emontration du th�eor�eme pr�e�edent, e r�esultat se d�emontre par r�eurrene en posant :(Pn) : "Si f est g sont Cn(I), alors f:g est Cn(I) et (fg)(n) = nXk=0�nk�f (k)g(n�k)"Exemple 9. (�) Soit f une fontion C1 sur R.On onsid�ere la fontion h d�e�nie par h(x) = (x2 + 1)f(x). Caluler pour x 2 R, f (n)(x).En d�eduire la d�eriv�ee nieme de f(x) = (x2 + 1)e2x.Th�eor�eme 9 : La ompos�ee de fontions Cn est CnSoient I etJ deux intervalles ouverts.Si f 2 Cn(I;J) et g 2 Cn(J;R), alors g Æ f 2 Cn(I;R).Preuve 9 : Par r�eurrene sur 0 � k < n. On applique l'hypoth�ese de r�eurrene �a la fontion (fog)0.5



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 11. Il n'y a pas de formule simple qui donne (g Æ f)(n).Exemple 10. (�) Montrer que les deux fontions suivantes sont C1 sur un intervalle I �a d�eterminer :1. f(x) = (x+ 1)x 2. g(x) = px2 � 3x+ 2Corollaire 10 : Pour n 2 N [ f+1g.1. Si f est Cn et ne s'annule pas sur I alors 1f est de lasse Cn sur I .2. Si f et g sont Cn et si g ne s'annule pas sur I alors fg est de lasse Cn sur I .Preuve 10 : Ce sont des appliations du th�eor�eme pr�e�edent �a des appliations bien hoisies.D�efinition 6 : Di��eomorphismesSoit f : I ! R et n 2 N.On dit que f est un Cn-di��eomorphisme de l'intervalle I vers J = f(I) ssi :1. f de lasse Cn sur I2. f est une bijetion de I dans J3. f�1 est de lasse Cn sur JRemarque 12.1. Si f : I ! R de lasse C1 sur I v�eri�e 8x 2 I; f 0(x) 6= 0 alors f est un C1-di��eomorphisme de I vers J = f(I).2. Les th�eor�emes prouvant qu'une appliation est un Cn-di��eomorphisme ne sont pas au programme (pour n > 1).Exemple 11. La fontion ln est un C1-di��eomorphisme sur R+� .Remarque 13. Tous les th�eor�emes pr�e�edents restent valables si l'on remplae Cn par C1.3 Th�eor�eme de Rolle et Th�eor�eme des aroissements �nisTh�eor�eme 11 : La d�eriv�ee s'annule en un extremum loal int�erieurSoit une fontion f 2 F(I;R), et un point a 2 I .On suppose que 8><>:a est un point int�erieur �a If admet un extremum loal en af est d�erivable au point a , alors f 0(a) = 0.Preuve 11 : On pro�ede par l'absurde en montrant que si f 0(a) 6= 0 alors f(a) n'est pas un extr�emum loal.Remarque 14.1. Si l'on sait que f pr�esente un extremum en un point int�erieur �a I et si f est d�erivable sur I alors on herherae point parmi les solutions de f 0(x) = 0.2. f 0(a) = 0 n'est pas une ondition suÆsante pour que f admette un extremum loal en a (penser �a f(x) = x3).Exemple 12. Soit la fontion f d�e�nie par : f(x) = 2x4 � x+ 3.D�eterminer le minimum de f apr�es avoir justi��e son existene.Th�eor�eme Fondamental 12 : Th�eor�eme de Rolle aSoit une fontion f : [a;b℄ 7! R.On suppose que : 8><>:f est ontinue sur le segment [a;b℄f est d�erivable sur l'intervalle ouvert ℄a;b[f(a) = f(b) alors 9x0 2℄a;b[ tel que f 0(x0) = 0.aMihel Rolle, 1652 � 1719, math�ematiien fran�ais �a l'origine de la notation npx.
6



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/
Le th�eor�eme de RollePreuve 12 : Comme f est ontinue sur [a; b℄ alors f([a; b℄) = [; d℄ o�u  et d sont les extrema de f sur [a; b℄.Si  est atteint en un point int�erieur �a I alors il suÆt d'appliquer le th�eor�eme 11 et 'est �ni. Sinon, on d�emontrefailement que d est atteint en un point int�erieur �a I et on applique de nouveau le th�eor�eme 11.Remarque 15. Donner un ontre-exemple prouvant que la ontinuit�e en a et b est indispensable !Exerie : 4(��) On onsid�ere la fontion polynômiale P (x) = xn + ax+ b ave n � 2 et (a; b) 2 R2 .Montrer que la fontion P poss�ede au plus trois raines r�eelles distintes.Exerie : 5(��) Soit une fontion f : [a;b℄ 7! R d�erivable telle que f 0(a) < 0 et f 0(b) > 0.Montrer que, même si f 0 n'est pas ontinue, il existe un point  2℄a;b[ tel que f 0() = 0.Remarque 16. Le r�esultat de l'exerie pr�e�edent est onnu sous le nom de : th�eor�eme de Darboux qui dit que :Si une fontion est d�erivable, alors on peut appliquer le TVI �a la fontion d�eriv�ee f 0 même si elle-i n'est pas ontinue.Gaston Darboux, (1842 � 1917) est fran�ais et a d�emontr�e de nombreux th�eor�emes en g�eom�etrie di��erentielle. Il aaussi onstruit une int�egrale qui porte son nom.Exerie : 6G�en�eralisation du th�eor�eme de Rolle(�) D�emontrer que :Si une fontion f : [a;+1[7! R v�eri�e : 8>><>>:f est ontinue sur [a;+1[f est d�erivable sur ℄a;+1[limx!+1 f(x) = f(a) , alors 9 2℄a;+1[ tel que f 0() = 0.

G�en�eralisation du th�eor�eme de Rolle :Th�eor�eme 13 : Th�eor�eme des aroissements �nisSoit une fontion f : [a;b℄ 7! R.Si (f est ontinue sur le segment [a;b℄f est d�erivable sur l'intervalle ouvert ℄a;b[ alors 9 2℄a;b[ tel que f(b)� f(a) = (b� a)f 0().
7
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Th�eor�eme des aroissements �nisPreuve 13 : L'id�ee onsiste �a appliquer le th�eor�eme de Rolle �a la fontion g obtenue en soustrayant la droitepassant par les extr�emit�es de la ourbe �a la fontion f .Remarque 17. On renontre parfois une autre formulation du TAF : Soit f : [a; a+ h℄ 7! R.Si f est ontinue sur [a; a+ h℄ et d�erivable sur ℄a; a+ h[, alors 9� 2℄0; 1[ tel que f(a+ h)� f(a) = h:f 0(a+ �h).Exemple 13. Appliation �a la reherhe de limites(�) Etudier la limite en 1 de la fontion d�e�nie par f(x) = sinx� sin 1xex � e 1xExemple 14. Appliation �a la reherhe d'in�egalit�es(�) Prouver que pour tout x > 0, on a l'in�egalit�e : 11 + x � ln(x+ 1)� lnx � 1xExemple 15. Appliation �a la reherhe d'�equivalents(�) Soit � 2 R+� .D�eterminer un �equivalent de la suite (un) d�e�nie pour tout n 2 N� par un = 1n� � 1(n+ 1)� .Exerie : 7(��) Soit f une fontion ontinue et ne s'annulant pas sur [a; b℄ et d�erivable sur ℄a; b[.En appliquant le th�eor�eme des aroissements �nis �a une fontion bien hoisie, montrer que :il existe  2℄a; b[ tel que f(b) = f(a) exp �(b� a)f 0()f() �Corollaire 14 : In�egalit�e 1 des aroissements �nisSoit une fontion f : [a;b℄ 7! R d�e�nie sur [a;b℄ (ave a < b ) et un r�eel M 2 R.Si : 8><>:la fontion f est ontinue sur [a;b℄la fontion f est d�erivable sur ℄a;b[8x 2℄a;b[, m � f 0(x) �M , alors m(b� a) � f(b)� f(a) �M(b� a).Preuve 14 : Pas de diÆult�e : 'est une ons�equene imm�ediate du TAF.Corollaire 15 : In�egalit�e 2 des aroissements �nisSoit une fontion f : [a;b℄ 7! R d�e�nie sur un segment et un r�eel M 2 R.Si : 8><>:la fontion f est ontinue sur [a;b℄la fontion f est d�erivable sur ℄a;b[8x 2℄a;b[, jf 0(x)j �M , alors jf(b)� f(a)j �M jb� aj.Preuve 15 : Pas de diÆult�e : 'est une ons�equene imm�ediate du th�eor�eme pr�e�edent.Exemple 16. (��) Appliation �a l'�etude de suite r�eurrentes.Soit (un) la suite d�e�nie par u0 > 1 et un+1 = 12(un + 1un ).Montrer que (un) existe bien, et que sa limite �eventuelle L v�eri�e jun � Lj � 12n ju0 � Lj.En d�eduire la onvergene de (un). 8



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Corollaire 16 : Une fontion �a d�eriv�ee born�ee est lipshitzienneSoit f une fontion d�erivable sur un intervalle I et un r�eel k � 0. Alors :8x 2 I; jf 0(x)j � k () f est k lipshitzienne sur IUne telle fontion est don en partiulier "uniform�ement ontinue" sur I .Preuve 16 : Auune diÆult�e !Remarque 18.1. On en d�eduit qu'une fontion de lasse C1 sur un segment [a;b℄ est lipshitzienne.2. Attention : le th�eor�eme pr�e�edent ne dit pas qu'une fontion lipshitzienne est d�erivable !Exerie : 8Formule des aroissements �nis g�en�eralis�esSoient f et g des fontions ontinues sur un segment [a;b℄ et d�erivables sur ℄a; b[.En appliquant le th�eor�eme de Rolle �a une fontion bien hoisie, montrer que :il existe  2℄a; b[ tel que (f(b)� f(a))g0() = (g(b)� g(a))f 0()Th�eor�eme 17 : Carat�erisation des fontions onstantes, monotonesOn suppose que : (f est une fontion ontinue sur le segment [a;b℄f est d�erivable sur l'intervalle ouvert ℄a;b[On a alors les r�esultats suivants :1) 8x 2℄a;b[; f 0(x) � 0 () f est roissante sur[a;b℄:2) 8x 2℄a;b[; f 0(x) > 0 ) f est stritement roissante sur [a;b℄:3) 8x 2℄a;b[; f 0(x) = 0 () f est onstante sur le segment [a;b℄.Preuve 17 :1. La CS est faile �a d�emontrer.Pour la CN, on ommene par onsid�erer x1 < x2 deux �el�ements de ℄a; b[. On applique alors l'�egalit�e deAF sur [x1;x2℄.2. Par l'absurde : S'il existe x1 et x2 dans [a; b℄ tels que f(x1) = f(x2), alors en utilisant Rolle, on montreque f 0 s'annule sur ℄x1;x2[.3. Dire que 8x 2℄a;b[; f 0(x) = 0 revient �a dire que 8x 2℄a;b[; f 0(x) � 0 et que 8x 2℄a;b[; f 0(x) � 0 ...Remarque 19.1. On a bien entendu des r�esultats �equivalents lorsque la d�eriv�ee est n�egative sur ℄a; b[ ...2. Ces r�esultats s'�etendent �a un intervalle I quelonque : si une fontion f : I 7! R est d�erivable sur l'int�erieur del'intervalle I , et si pour tout point x int�erieur �a I , f 0(x) > 0, alors la fontion f est stritement roissante sur I .On a les mêmes arat�erisations pour les fontions d�eroissantes.3. La r�eiproque de (2) est fausse : si f(x) = x3, alors la fontion f est stritement roissante sur R, mais sa d�eriv�ees'annule en 0.4. Il est important dans e th�eor�eme que I soit un intervalle. Si I = [0;1℄ [ [2;3℄, et si f = 1 sur [0;1℄, f = 0 sur[2;3℄, on a bien f 0 = 0 et pourtant la fontion f n'est pas onstante sur l'ensemble I .Exerie : 9(��) Soit M > 0 et g une fontion d�erivable sur R telle que 8x 2 R, jg0(x)j �M .Soit a 2 R� et f la fontion d�e�nie sur R par : f(x) = x+ a:g(x).Prouver qu'en hoisissant a orretement, la fontion f est bijetive de R dans R.Corollaire 18 : Reherhe d'un extr�emum loalSoit x0 2 ÆI .Si (f est d�erivable sur un voisinage de x0f 0(x0) = 0 et f 0 hange de signe en x0 sur e voisinage , alors f admet un extremum loal en x0.Preuve 18 : Evident en utilisant le th�eor�eme pr�e�edent ...9



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Contre-Exemple 1. (�) En �etudiant au voisinage de 0 la fontion f d�e�nie sur R par( f(x) = x2(1 + sin 1x2 ) si x 6= 0f(0) = 0 ,montrer que la r�eiproque du th�eor�eme pr�e�edent est fausse.Th�eor�eme 19 : Th�eor�eme de d�erivabilit�e en un pointSoit une fontion f : [a;b℄ 7! R v�eri�ant : (la fontion f est ontinue sur le segment [a;b℄la fontion f est d�erivable sur l'intervalle ℄a;b℄1. Si f 0(x) ����!x!a+ l 2 R alors la fontion f est d�erivable �a droite au point a et f 0d(a) = l.De plus, la fontion f est de lasse C1 en a.2. Si f 0(x) ����!x!a+ 1 alors la fontion f n'est pas d�erivable �a droite au point a.
Th�eor�eme de d�erivabilit�e en un pointPreuve 19 : Pas de diÆult�e : il suÆt d'appliquer le TAF sur un intervalle [a;x℄ et de faire tendre x vers a.Contre-Exemple 2. (�) En �etudiant la fontion f : x 7! (x2 sin(1=x) si x 6= 00 si x = 0 au voisinage de 0, montrer que lar�eiproque du th�eor�eme pr�e�edent est fausse !!Exerie : 10(�)1) Soit f : ℄0;+1[7! R d�e�nie par f(x) = e�1=x. Etudier la r�egularit�e du prolongement de la fontion f en 0.2) Soit f : ℄0;+1[7! R d�e�nie par f(x) = x2 lnx. Montrer que le prolongement de la fontion f en 0 est C1 sur R+ .D�efinition 7 : PrimitivesSoit deux fontions f et F d�e�nies sur un intervalle I .On dit que la fontion F est une primitive de la fontion f sur l'intervalle I si et seulement si :1. La fontion F est d�erivable sur I ;2. 8x 2 I; F 0(x) = f(x).Th�eor�eme 20 : Deux primitives di��erent d'une onstanteSoit f : I 7! R une fontion d�e�nie sur un intervalle I et deux primitives F; G : I 7! R de la fontion f surl'intervalle I . Alors es deux primitives di��erent d'une onstante :9 C 2 R tq 8x 2 I; G(x) = F (x) + CPreuve 20 : On onsid�ere la fontion H = F �G et on la d�erive ...Remarque 20. Ce r�esultat est une ons�equene du TAF qui lui-même d�erive du th�eor�eme de Rolle ...Corollaire 21 : Si une fontion f admet une primitive sur I alors, pour tout x0 2 I , elle admet une uniqueprimitive qui s'annule en x0.Cette primitive est not�ee : x 7! Z xx0 f(t) dtPreuve 21 : Pas de diÆult�e. 10



Cours MPSI-2010/2011 La D�erivation http://pasal.delahaye1.free.fr/Corollaire 22 : "int�egration" d'�egalit�es et d'in�egalit�esSoient deux fontions f; g : I 7! R d�erivables sur un intervalle I .1. Si 8x 2 I; f 0(x) = g0(x)Alors pour tout ouple (a; b) 2 I2, on a : f(b)� f(a) = g(b)� g(a)2. Si 8x 2 I; f 0(x) � g0(x)Alors pour tout ouple (a; b) 2 I2, ave a � b , on a : f(b)� f(a) � g(b)� g(a)Preuve 22 : Il suÆt de onsid�erer h une primitive de f 0 � g0.Exerie : 11(��) Soit une fontion f : [0;+1[7! R d�erivable sur [0;+1[ telle que 8x � 0, f 0(x) + f(x) � 1.Montrer que la fontion f est major�ee.Aide : multiplier l'in�egalit�e par ex4 Etude d'une fontionD�efinition 8 : AsymptotesSoit f : [;+1[7! R.On dit qu'une ourbe y = g(x) est asymptote �a la ourbe y = f(x) en +1 ssif(x)� g(x) �����!x!+1 0En partiulier, une droite d'�equation y = ax+ b est asymptote �a la ourbe repr�esentative de f ssif(x)� [ax+ b℄ �����!x!+1 0

Courbe asymptote �a une autreRemarque 21. Si f(x) � ax2 en 1 (a 6= 0), on peut alors envisager de reherher des paraboles asymptotes.Plan d'�etude d'une fontion1. Trouver le domaine de d�e�nition si elui-i n'est pas donn�e.2. Justi�er la d�erivabilit�e, aluler la d�eriv�ee, la fatoriser, et �etudier son signe.3. Construire le tableau de variations. On pr�eise les valeurs exates remarquables, les limites et les pro-longements �eventuels (on �etudie alors la d�erivabilit�e de la fontion prolong�ee). On peut �eventuellementrajouter ertaines valeurs utiles.4. Reherher les asymptotes ou ourbes asymptotiques �eventuelles.5. Faire un tra�e approximatif de la ourbe y = f(x) : on repr�esente les points partiuliers, les asymptotes,les tangentes horizontales et vertiales.Remarque 22. La onstrution d'un tableau de valeurs num�eriques obtenues �a l'aide de la alulatrie ne pr�esente eng�en�eral auun int�erêt !
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