
Les fon
tions usuelles|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur1er o
tobre 20101 Rappels1.1 Fon
tions polynomiales et rationnellesProposition 1 : � Les fon
tions polynomialesLes fon
tions rationnelles sont � 
ontinuesd�erivables sur leurs ensembles de d�e�nition.Preuve 1 : R�esultats 
onnus !1.2 Th�eor�emes et d�e�nitions utilesLes th�eor�emes suivants sont rappel�es sans d�emonstration. I repr�esente un intervalle de R.D�efinition 1 : "Image" et "Image r�e
iproque" d'un ensembleSoit f 2 F(E; F ), A � E et B � F .1. On appelle image par f de l'ensemble A le sous-ensemble de F d�e�ni par :f(A) = ff(x) j x 2 Ag � F2. On appelle image r�e
iproque par f de l'ensemble B le sous-ensemble de E d�e�ni par :f�1(B) = fx 2 E j f(x) 2 Bg � E
Image d'un ensemble : Image r�e
iproque d'un ensemble :Remarque 1. Attention !!! f(A) et f�1(B) sont juste des notations utilis�ees pour nommer 
es ensembles.En parti
ulier, �e
rire f�1(B) ne signi�e pas que la fon
tion f�1 existe !1
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tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 1. Soit la fon
tion f : R �! Rx 7! x2 . D�eterminer les ensembles f(Z) et f�1([2; 3℄).Remarque 2. Que signi�e qu'un ensemble I est stable par l'appli
ation f ?D�efinition 2 : Bije
tion et bije
tion r�e
iproqueOn dit qu'une appli
ation f : I ! J est bije
tive de I dans J lorsque tout �el�ement y de J admet par f ununique ant�e
�edent x dans I .En d'autres termes : f : I ! J est bije
tive () 8y 2 J; 9!x 2 I tel que y = f(x)Lorsqu'une appli
ation est bije
tive de I dans J , on peut d�e�nir son appli
ation r�e
iproque f�1 : J ! I qui �atout y de J asso
ie x, l'unique ant�e
�edent de y par f .On a alors : � 8x 2 I , f�1of(x) = x8x 2 J , fof�1(x) = x
Bije
tionRemarque 3. Soit f : I ! J une bije
tion.1. Si a; b 2 I , alors : a = b() f(a) = f(b) (tr�es utile lors de la r�esolution d'�equations)2. Les graphes de f et f�1 sont sym�etriques par rapport �a la droite y = x.Th�eor�eme Fondamental 2 : Th�eor�eme de la bije
tionSoit une fon
tion f : I ! R ave
 I un intervalle de R.On note J = f(I).On suppose que la fon
tion f est : (
ontinue sur Istri
tement monotone sur IAlors :1. J est un intervalle.2. La fon
tion f r�ealise une bije
tion de l'intervalle I vers l'intervalle J .3. Sa bije
tion r�e
iproque f�1 : J 7! I est 
ontinue et stri
tement monotone de même sens que f .Preuve 2 : Cf 
ours sur les fon
tions �a variable r�eelleExemple 2.Ce th�eor�eme permet de d�e�nir la fon
tion exponentielle 
omme fon
tion r�e
iproque de la fon
tion logarithme.Th�eor�eme 3 : Cara
t�erisation d'une bije
tionSoit f 2 F(I; J).Il existe une appli
ation g 2 F(J; I) telle que � f Æ g = idJg Æ f = idI () f est une bije
tion et f�1 = g.Preuve 3 : On montre assez simplement qu'une telle appli
ation f est suje
tive et inje
tive.Remarque 4. Ainsi, une fon
tion involutive (
'est �a dire qui v�eri�e f Æ f = idI) est bije
tive.Exemple 3. On prouve ainsi que la fon
tion f : x 7! 1=x est bije
tive de R� dans R� et que f�1 = f .2
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Prolongement par 
ontinuit�eSoit a 2 R et I =℄a; b℄ et f : I 7! R.Si la fon
tion f admet une limite �nie �a droite en a, on pourra alors prolonger f en une fon
tionef : I [ fag �! Rx 7! (f(x) si x 2 Ilimx!a f(x) si x = aLa fon
tion ef ainsi 
onstruite est 
ontinue �a droite au point a.On dit que ef est le prolongement par 
ontinuit�e de f au point a. On 
onfond souvent ef et f .Exemple 4. Ainsi, la fon
tion d�e�nie par f(x) = 1x : sinx est prolongeable par 
ontinuit�e en 0 en posant f(0) = 1.Th�eor�eme Fondamental 4 : PrimitivationSoit I un intervalle de R.1. Toute fon
tion r�eelle 
ontinue sur I admet des primitives sur I .2. Si la d�eriv�ee d'une fon
tion est nulle sur un intervalle I alors 
ette fon
tion est 
onstante sur I .3. Les primitives d'une fon
tion f sur I di��erent entre elles d'une 
onstante.4. Si a 2 I et b 2 R, alors toute fon
tion 
ontinue sur I admet une unique primitive F telle que F (a) = b.Preuve 4 : Cf 
ours sur la d�erivabilit�e des fon
tions �a variable r�eelleExemple 5. Ce th�eor�eme permet de 
onstruire la fon
tion logarithme �a partir de la fon
tion f : R+� �! Rx 7! 1=x .Th�eor�eme Fondamental 5 : D�erivation de la fon
tion r�e
iproqueSoit une fon
tion f : I ! R.On suppose que : 8><>:f : I 7! R est bije
tive de I dans J = f(I) ave
 I et J des intervallesf est d�erivable sur l'intervalle I8x 2 I , f 0(x) 6= 0alors la fon
tion f�1 : J ! I existe et est d�erivable sur l'intervalle J ave
 (f�1)0 = 1f 0 Æ f�1Preuve 5 : Cf 
ours sur la d�erivabilit�e des fon
tions �a variable r�eelleExemple 6. Ce th�eor�eme permet de justi�er la d�erivabilit�e de la fon
tion exponentielle et d'en 
al
uler sa d�eriv�ee.Th�eor�eme Fondamental 6 :Soient � g : I 7! Rf : J 7! R deux fon
tions telles que � g est d�erivable sur If est d�erivable sur g(I) (g(I) � J) .Alors la fon
tion fog est d�erivable sur I et 8x 2 I , (fog)0(x) = f 0og(x):g0(x)Preuve 6 : Cf 
ours sur la d�erivabilit�e des fon
tions �a variable r�eelleExemple 7. Montrer que la fon
tion d�e�nie par f(x) = sin � ln e2x + 1e2x + 3� est d�erivable sur R et 
al
uler sa d�eriv�ee.Th�eor�eme Fondamental 7 :Soit f une fon
tion r�eelle d�erivable sur un intervalle I = [a; b℄.1. si pour tout x 2℄a; b[, f 0(x) > 0 alors f est stri
tement 
roissante sur I2. si pour tout x 2℄a; b[, f 0(x) = 0 alors f est 
onstante sur I3. si pour tout x 2℄a; b[, f 0(x) < 0 alors f est stri
tement d�e
roissante sur IPreuve 7 : Cf 
ours sur la d�erivabilit�e des fon
tions �a variable r�eelle3
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al.delahaye1.free.fr/2 Premi�eres fon
tions usuelles2.1 Logarithme n�ep�erienLe th�eor�eme fondammental 4 permet de d�e�nir la fon
tion logarithme de la fa�
on suivante :D�efinition 4 : La fon
tion logarithmeLa fon
tion f : ℄0;+1[ �! ℄0;+1[x 7! 1=x est 
ontinue sur l'intervalle ℄0;+1[.Elle admet don
 des primitives.On appelle "fon
tion logarithme n�ep�erien" l'unique primitive de f qui s'annule en x = 1.Cette fon
tion est not�ee : ln : ℄0;+1[ �! Rx 7! lnxProposition 8 : Rappel des propri�et�es prin
ipales1. ln est d�erivable sur ℄0 ; +1[ et 8x 2℄0 ; +1[, (ln)0(x) = 1x .2. La fon
tion ln v�eri�e : 8x; y > 0; ln(xy) = lnx+ ln y et 8<: ln(1=x) = � lnxln(x=y) = lnx� ln ylnxn = n lnx 8n 2 Z3. On a : limx!0+ lnx = �1 et limx!+1 lnx = +14. On a l'in�egalit�e 
lassique : 8x > 0; ln(x) � x� 15. On a la limite 
onnue : ln(x)x� 1 ���!x!1 1Preuve 8 :1. Par d�e�nition de la fon
tion logarithme2. (a) On d�erive la fon
tion fy(x) = ln(xy)� lnx� ln y o�u y est un param�etre stri
tement positif.(b) Les deux autres formules s'en d�eduisent.3. (a) La d�emonstration de la limite en +1 fait appel �a des th�eor�emes vus dans le 
ours sur la d�erivabilit�e.(b) La limite en 0+ s'en d�eduit.4. On �etudie le signe de la fon
tion f(x) = lnx� (x� 1).5. C'est la tradu
tion de la d�erivabilit�e du logarithme en 1.Remarque 5. Les r�esultats pr�e
�edents permettent d'obtenir le graphe de la fon
tion ln.
Graphe de la fon
tion logarithme 4
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i
e : 1Prouver que pour tout entier n > 3, la d�eriv�ee nieme de la fon
tion f(x) = x2: lnx est donn�ee par :f (n)(x) = 2:(�1)n�1 (n� 3)!xn�22.2 ExponentielleLe th�eor�eme fondammental 2 permet de d�e�nir la fon
tion exponentielle de la fa�
on suivante :D�efinition 5 : La fon
tion exponentielleLa fon
tion logarithme n�ep�erien est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur I = R+� .Elle r�ealise don
 une bije
tion de I = R+� vers ln(I) = R.On d�e�nit la fon
tion exponentielle 
omme sa bije
tion r�e
iproque : exp : R �! ℄0;+1[x 7! exp(x) .On notera exp(x) = ex.Remarque 6. En fait, la d�e�nition oÆ
ielle de la fon
tion exponentielle est : x 7! ex = +1Xn=0 xnn!Cette d�e�nition, valable aussi lorsque x 2 C , ne sera vue qu'en deuxi�eme ann�ee.Proposition 9 : Rappel des propri�et�es prin
ipales1. exp est d�erivable sur J = R et 8x 2 R, exp0(x) = exp(x)2. exp est un morphisme de groupes : 8(x; y) 2 R2 , ex+y = exey et � enx = (ex)n 8n 2 Ze�x = 1=ex3. On a l'in�egalit�e 
lassique : 8x 2 R, ex � 1 + x4. Limites : limx!�1 ex = 0+ et limx!+1 ex = +1 .5. Autre limite importante : limx!0 ex � 1x = 1 .Preuve 9 :1. On applique le th�eor�eme de d�erivation d'une fon
tion r�e
iproque2. C'est une 
ons�equen
e de la relation fon
tionnelle ln(xy) = lnx+ ln y.Les deux autres formules se d�eduisent fa
ilement de la premi�ere.3. On �etudie la fon
tion f(x) = ex � (1 + x).4. Ces deux limites se d�eduisent imm�ediatement des limites en 0+ et en +1 de la fon
tion logarithme.5. C'est la tradu
tion de la d�erivabilit�e de l'exponentielle en 0.Remarque 7. On obtient le graphe de la fon
tion exp par sym�etrie du graphe de ln par rapport �a la premi�ere bisse
tri
e.Dessin
Graphe de la fon
tion exponentielle 5



Cours MPSI-2010/2011 Les fon
tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/2.3 Exponentielle de base aD�efinition 6 : Exponentielle de base aPour a > 0 on d�e�nit la fon
tion exponentielle de base a par :fa : R �! Rx 7! ax ave
 8x 2 R : ax = ex ln aRemarque 8. D�es que l'on sera en pr�esen
e d'une exponentielle de base a, on pensera syst�ematiquement �a la transformeren utilisant la d�e�nition pr�e
�edente. Cette transformation nous permet d'appliquer les propri�et�es usuelles de la fon
tionexponentielle et nous dispense don
 de 
onnâ�tre par 
oeur les propri�et�es suivantes.Proposition 10 :1. Elle v�eri�e l'�equation fon
tionnelle : 8(x; y) 2 R2 ; ax+y = axay2. Elle est d�erivable sur I = R et sa d�eriv�ee vaut : 8x 2 R; f 0a(x) = (ln a)ex ln a = (ln a)ax3. Sens de variation :{ Si a = 1, alors 8x 2 R, fa(x) = 1 ;{ Si a > 1, alors fa est stri
tement 
roissante sur R ;{ Si 0 < a < 1, alors fa est stri
tement d�e
roissante sur R.Preuve 10 :1. Appli
ation imm�ediate de la d�e�nition.2. V�eri�
ation imm�ediate !3. Cons�equen
e de l'�etude du signe de la d�eriv�ee.Dessin
Graphe des fon
tions exponentielles de base a > 0Exer
i
e : 2Prouver que les graphes des fon
tions exponentielles de base a et 1=a sont sym�etriques par rapport �a Oy .2.4 Logarithme de base a : loga(x) = lnxln aLe th�eor�eme de la bije
tion r�e
iproque permet alors de d�e�nir le logarithme de base a.D�efinition 7 : Logarithme de base aSoit a > 0.Lorsque a 6= 1, fa : x 7! ax est 
ontinue et stri
tement monotone de I = R dans J =℄0;+1[.Elle r�ealise une bije
tion de I dans J . On note loga sa bije
tion r�e
iproque.

6
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al.delahaye1.free.fr/Proposition 11 :1. La fon
tion loga est 
ontinue sur J =℄0;+1[ de même sens de variation que fa.2. La fon
tion loga est d�erivable sur J =℄0;+1[ et 8x 2 J =℄0;+1[; log0a(x) = 1(ln a)x3. On peut exprimer le logarithme de base a �a l'aide du logarithme n�ep�erien : 8x > 0; loga(x) = lnxln a4. Le logarithme en base a v�eri�e l'�equation fon
tionnelle : 8(x; y) 2℄0;+1[2; loga(xy) = loga x+ loga yPreuve 11 :1. Cons�equen
e du th�eor�eme d'existen
e d'une fon
tion r�e
iproque.2. Cons�equen
e du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.3. On utilise le fait que loga est la primitive de x 7! 1(ln a)x qui donne 1 pour x = a.On peut aussi retrouver 
ette formule en r�esolvant l'�equation y = ax d'in
onnue y.4. C'est une 
ons�equen
e de la formule pr�e
�edente.Dessin
Graphe des fon
tions logarithme de base a > 0Remarque 9. Parmi les logarithmes de base a, le plus utilis�e est le logarithme d�e
imal (base 10) not�e log.En repr�esentant sur un axe la grandeur x0 = logx (au lieu de x), il permet de repr�esenter sur un graphe une grandeur xprenant des valeurs dont l'amplitude est de plusieurs puissan
es de 10 (distan
es astronomiques, 
on
entrations ...). Commelog(10:x) = 1 + logx, le passage d'une unit�e �a l'autre indique alors un saut d'une puissan
e de 10.
E
helle logarithmique :2.5 Fon
tions puissan
e x� = e� lnx (o�u � 2 R !!)D�efinition 8 : Pour � 2 R, on d�e�nit f� : ℄0;+1[ �! Rx 7! x� = e� lnxRemarque 10.1. V�eri�er la 
oh�eren
e de 
ette d�e�nition ave
 les d�e�nitions 
onnues de xn lorsque n 2 Z.2. Même si 
ertaines fon
tions puissan
es se d�e�nissent sans diÆ
ult�e sur R, on se limitera i
i �a R+� .7
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al.delahaye1.free.fr/Proposition 12 : Les fon
tions puissan
es v�eri�ent les propri�et�es usuelles sur les puissan
es enti�eres.Ainsi, � 8(�; �) 2 R28x 2 R+� : 1. x�:x� = x�+�2. (x�)� = x�:�Preuve 12 : La v�eri�
ation est imm�ediate !Exemple 8. D�emontrer les formules ln(x�) = �: lnx et (ex)� = e�x pour tout � 2 R.Proposition 13 :1. f� est d�erivable sur R+� (fon
tion 
ompos�ee) et 8x 2 R+� ; f 0a(x) = �x��1 .2. En notant I =℄0;+1[,{ Si � = 0, f� est 
onstante et vaut 1.{ Si � > 0, f� est stri
tement 
roissante sur I .{ Si � < 0, f� est stri
tement d�e
roissante sur I .Preuve 13 : V�eri�
ations imm�ediates ! � = 1
0 < � < 1� < 0

� > 1
� = 0Fig. 1 { Fon
tions puissan
e x�Proposition 14 : Continuit�e et d�erivabilit�e en 01. Lorsque � > 0, on peut prolonger par 
ontinuit�e f� et 0 en posant f�(0) = 0.2. D�erivabilit�e en 0 :{ Si � > 1, f� est d�erivable en 0 ave
 f 0�(0) = 0.{ Si � = 1, f� est d�erivable en 0 ave
 f 0�(0) = 1.{ Si 0 < � < 1, f� n'est pas d�erivable en 0 (demi-tangente verti
ale).Preuve 14 : Simples 
al
uls de limites !Proposition 15 : Inverse d'une fon
tion puissan
eLa fon
tion f� est bije
tive de I vers J =℄0;+1[ etf�1� = f 1�Preuve 15 : On d�emontre fa
ilement en v�eri�ant que 8x 2 R+� f�of 1� (x) = f 1� of�(x) = xExer
i
e : 3Justi�ez la d�erivabilit�e de la fon
tion f d�e�nie sur ℄0; �2 [ par f(x) = (
os2 x)ln x.Cal
ulez sa d�eriv�ee.

8
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al.delahaye1.free.fr/3 Comparaison des fon
tions ln, exp et puissan
esD�efinition 9 : Notation de LandauSoit a une notation qui repr�esente, soit un r�eel, soit �1 (a 2 �R).Soient f et g deux fon
tions d�e�nies au voisinage de a, ave
 g ne s'annulant pas au voisinage de a priv�e de a.On dira que f est n�egligeable devant g au voisinage de a lorsque :limx7!a f(x)g(x) = 0 et on �e
rira : f(x) = o(g(x))Th�eor�eme 16 : Comparaison des fon
tions usuelles en +1Soient �; �; 
 trois r�eels stri
tement positifs.1) Comparaison puissan
e et exponentielle : en +1 : x� = o(e�x)2) Comparaison ln et puissan
e : en +1 : ln
 x = o(x�) d'o�u x� ln� x ����!x!0+ 03) Comparaison ln et exponentielle : en +1 : ln
 x = o(e�x)Preuve 16 :1. On se ram�ene �a l'�etude de la limite de exx� en +1. Puis on �etudie la fon
tion f(x) = ex=2x� .2. On se ram�ene �a la situation pr�e
�edente en posant y = lnx.3. On utilise les deux r�esultats pr�e
�edents.Exemple 9. Cal
ulez les limites suivantes :1. f(x) = px: ln(3x) en 0+. 2. g(x) = 34xx3 en +1. 3. h(x) = lnx:x3ex en +1.4 Les fon
tions 
ir
ulaires et leurs r�e
iproques4.1 Rappels sur les fon
tions 
ir
ulairesProposition 17 :Les fon
tions � x 7! 
osxx 7! sinx sont 8<: d�e�nies
ontinuesd�erivables sur R et : 8x 2 R : � (
osx)0 = � sinx(sinx)0 = 
osx .La fon
tion x 7! tanx est8<: d�e�nie
ontinued�erivable sur Rnf�2 [�℄g et : 8x 2 Rnf�2 [�℄g : (tanx)0 = 1 + tan2 x = 1
os2 xPreuve 17 : R�esultats 
onnus et admis !Remarque 11. Dans la proposition pr�e
�edente, les notations (
osx)0, (sinx)0 et (tanx)0 sont pratiques mais in
orre
tes !On a

eptera 
ependant 
et abus de notation.Je vous rappelle les formules de trigonom�etrie �a 
onnâ�tre imp�erativement :1. 
os(a+ b) = 
osa: 
os b� sina: sin b2. sin(a+ b) = sin a: 
os b+ 
osa: sin b3. tan(a+ b) = tana+ tan b1� tan a: tan b 4. 
os 2a = 
os2 a� sin2 a = 2: 
os2 a� 1 = 1� 2: sin2 a5. sin 2a = 2 sina: 
osa6. tan 2a = 2: tana1� tan2 a
9
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0��2 �2 �1 �1

y = sin(x) ��2 �2 �1
�1

y = 
os(x)

��2 �2 � 3�2
y = tan(x)

On obtient en posant t = tan �2 :1. 
os � = 1� t21 + t2 2. sin � = 2t1 + t2 3. tan � = 2t1� t2Remarque 12.Les formules pr�e
�edentes sont tr�es utiles dans le 
al
ul d'int�egrales ou de primitives de fon
tions 
ir
ulaires.Proposition 18 : Comparaison au voisinage de 01. sinxx ���!x!0 1 2. tanxx ���!x!0 1 3. 1� 
osxx2 ���!x!0 12Preuve 18 :1. D�erivabilit�e du sinus en 0.2. D�erivabilit�e de la tangente en 0.3. On l�eve la forme ind�etermin�ee en multipliant num�erateur et d�enominateur par 1 + 
osx.4.2 La fon
tion ar
sinSur l'intervalle [��2 ;�2 ℄, la fon
tion sinus est 
ontinue stri
tement 
roissante vers [�1;1℄.Elle admet don
 une bije
tion r�e
iproque not�ee ar
sin : [�1;1℄ 7! [��2 ;�2 ℄ .Quelques valeurs parti
uli�eres �a 
onnâ�tre :ar
sin(0) = 0 ar
sin(1=2) = �6 ar
sin� 1p2� = �4 ar
sin�p32 � = �3 ar
sin(1) = �210
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La fon
tion ar
sin :Remarque 13.1. Il est possible de retrouver assez fa
ilement la valeur de ar
sinx en se rappelant qu'il s'agit de :"ar
sinx est l'ar
 de [��2 ; �2 ℄ dont le sinus est x"2. On peut aussi retrouver fa
ilement 
es valeurs en tra�
ant le graphe de la fon
tion sinus.3. Comme la fon
tion sin, la fon
tion ar
sin est impaire et 
roissanteExemple 10. D�emontrer que 8x 2℄� 1;1[; tan(ar
sinx) = xp1� x2Attention : Pi�ege !!!La d�e�nition de la fon
tion ar
sin nous donne deux relations : ( 1. 8x 2 [�1; 1℄ on a : sin(ar
sinx) = x2. 8x 2 [��2 ; �2 ℄ on a : ar
sin(sinx) = xMais que dire de ar
sin(sinx) pour x r�eel quel
onque?...Exer
i
e : 4Etudier l'appli
ation f d�e�nie sur R par : f(x) = ar
sin(sinx).Proposition 19 :La fon
tion ar
sin est d�erivable sur l'intervalle ℄� 1;1[ (demi-tangentes verti
ales en �1 et 1) et8x 2℄� 1;1[; (ar
sin)0(x) = 1p1� x2Preuve 19 : Appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.Remarque 14. La fon
tion ar
sin n'est pas d�erivable aux bornes de son ensemble de d�e�nition.Proposition 20 : LimiteOn a la limite suivante : limx!0 ar
sinxx = 1Preuve 20 : Cons�equen
e de la d�erivabilit�e de la fon
tion ar
sinus en 0.4.3 La fon
tion ar

osSur l'intervalle [0;�℄, la fon
tion 
osinus est 
ontinue stri
tement d�e
roissante vers [�1;1℄.Elle admet don
 une bije
tion r�e
iproque not�ee ar

os : [�1;1℄ 7! [0;�℄ .Quelques valeurs parti
uli�eres �a 
onnâ�tre :ar

os(0) = �2 ar

os(1=2) = �3 ar

os� 1p2� = �4 ar

os�p32 � = �6 ar

os(1) = 011
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 15.1. Il est possible de retrouver assez fa
ilement la valeur de ar

osx en se rappelant qu'il s'agit de :"ar

osx est l'ar
 de [0; �℄ dont le 
osinus est x"2. On peut aussi retrouver fa
ilement 
es valeurs en tra�
ant le graphe de la fon
tion 
osinus.3. Comme la fon
tion 
os, la fon
tion ar

os est d�e
roissante.

La fon
tion ar

os :Exemple 11. D�emontrer que 8x 2 [�1;1℄; x 6= 0; tan(ar

osx) = p1� x2xAttention : Pi�ege !!!La d�e�nition de la fon
tion ar

os nous donne deux relations : � 1. 8x 2 [�1; 1℄ on a : 
os(ar

osx) = x2. 8x 2 [0; �℄ on a : ar

os(
osx) = xMais que dire de ar

os(
osx) pour x r�eel quel
onque?...Proposition 21 :La fon
tion ar

os est d�erivable sur l'intervalle ℄� 1;1[ (demi-tangente verti
ale en �1 et 1), et8x 2℄� 1;1[; (ar

os)0(x) = �1p1� x2Preuve 21 : Appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.Remarque 16. La fon
tion ar

os n'est pas d�erivable aux bornes de son ensemble de d�e�nition.Proposition 22 :8x 2 [�1;1℄; ar
sinx+ ar

osx = �2 (1) et ar

osx+ ar

os(�x) = � (2)Preuve 22 : On peut par exemple �etudier les d�eriv�ees des fon
tions � f(x) = ar
sinx+ ar

osxg(x) = ar

osx+ ar

os(�x) .

Formule 1 Formule 212



Cours MPSI-2010/2011 Les fon
tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 17.1. La relation (1) permet d'exprimer la fon
tion ar

os en fon
tion de la fon
tion ar
sin.On pourra ainsi l'utiliser pour rempla
er ar

os(x) par ar
sin(x) dans les �etudes de fon
tions.2. On peut utiliser la relation (2) pour prouver que le graphe de la fÆ ar

os est sym�etrique par rapport �a A(0; �2 ).Exemple 12. Etudier l'appli
ation f d�e�nie sur R par : f(x) = ar

os(
osx).Exer
i
e : 5Etudier la fon
tion f d�e�nie par f(x) = ar
sin(sinx) + 12 : ar

os(
os 2x) dans le but de la repr�esenter.4.4 La fon
tion ar
tanSur l'intervalle ℄� �2 ;�2 [, la fon
tion tangente est 
ontinue stri
tement 
roissante vers R.Elle admet don
 une bije
tion r�e
iproque not�ee ar
tan : R 7!℄� �2 ;�2 [ .

Restri
tion de tan �a ℄� �2 ;�2 [ et fon
tion ar
tan :Quelques valeurs parti
uli�eres �a 
onnâ�tre :� ar
tan(0) = 0 � ar
tan� 1p3� = �6 � ar
tan(1) = �4 � ar
tan(p3) = �3Remarque 18.1. Il est possible de retrouver assez fa
ilement la valeur de ar
tanx en se rappelant qu'il s'agit de :"ar
tanx est l'ar
 de ℄� �2 ; �2 [ dont la tangente est x"2. On peut aussi retrouver 
es valeurs en tra�
ant le graphe de la fon
tion tangente.Attention : Pi�ege !!!La d�e�nition de la fon
tion ar
tan nous donne deux relations : ( 1. 8x 2 R on a : tan(ar
tanx) = x2. 8x 2℄� �2 ; �2 [ on a : ar
tan(tanx) = xMais que dire de ar
tan(tanx) pour x r�eel quel
onque?...Exemple 13. Cal
uler X = ar
tan 12 + ar
tan 15 + ar
tan 18Exer
i
e : 6D�emontrer que 8x 2 R; sin(ar
tanx) = xp1 + x2 13
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tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Proposition 23 : La fon
tion ar
tan est d�erivable sur R et 8x 2 R, (ar
tan)0(x) = 11 + x2Preuve 23 : Par appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la fon
tion r�e
iproque.Proposition 24 : Comparaison en 0On a la limite suivante : limx!0 ar
tanxx = 1Preuve 24 : Cons�equen
e de la d�erivabilit�e de la fon
tion ar
tan en 0.Proposition 25 : 8x 2 R� ar
tanx+ ar
tan 1x = "�2 (" = signe(x))Preuve 25 : Il suÆt de d�eriver la fon
tion f(x) = ar
tanx+ ar
tan 1x .Exer
i
e : 7Soient (a; x) 2 R2 tels que ax 6= 1.Montrer que : ar
tana+ ar
tanx = ar
tan a+ x1� ax + "� (" 2 f�1;0;1g)Pour simpli�er une expression ou d�emontrer une formule 
omportant des fon
tions trigonom�etriques 
ir
ulaires,il existe en g�en�eral trois m�ethodes possibles :1. On peut e�e
tuer un 
hangement de variable judi
ieux2. On peut s'int�eresser �a la tangente, au 
osinus ou au sinus d'un des deux membres.3. On peut e�e
tuer une d�erivation et re
onnâ�tre une d�eriv�ee 
onnue.Attention dans 
e 
as �a appliquer 
orre
tement le th�eor�eme de primitivation.Exer
i
e : 8Simpli�er pour x 2℄� 1;1[, ar
tan� xp1� x2�.5 Les fon
tions hyperboliques et leurs r�e
iproques5.1 Les fon
tion hyperboliquesOn d�e�nit les fon
tions hyperboliques 
h, sh et th sur R de la fa�
on suivante :Remarquer la 
orrespondan
e ave
 les expressions 
omplexes des fon
tions 
ir
ulaires ...
hx = ex + e�x2 
osx = eix + e�ix2shx = ex � e�x2 sinx = eix � e�ix2ithx = shx
hx tanx = sinx
osxExer
i
e : 9Soit a 2 R. R�esoudre l'�equation 
hx+ 
osa = 2 shx+ sina.
14
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tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Proposition 26 : Les fon
tions hyperboliques sont d�erivables sur R et 8x 2 R :
h0 x = shx 
os0 x = � sinxsh0 x = 
hx �a 
omparer �a sin0 x = 
osxth0 x = 1� th2 x = 1
h2 x tan0 x = 1 + tan2 x = 1
os2 xPreuve 26 : Pas de diÆ
ult�e.Proposition 27 : LimitesOn a les limites suivantes : limx!0 shxx = 1 et limx!0 thxx = 1Preuve 27 : Cons�equen
e de la d�erivabilit�e des fon
tions sh et th en 0.Formules �a 
onnâ�tre :
hx+ shx = ex 
osx+ i sinx = eix
hx� shx = e�x 
osx� i sinx = e�ix
h2 x� sh2 x = 1 
os2 x+ sin2 x = 1Remarque 19.1. les formules pr�e
�edentes se d�emontrent par un simple 
al
ul ...2. Comme en trigonom�etrie 
ir
ulaire, il existe des formules de trigonom�etrie hyperbolique.On pourra retrouver 
es fomules en rempla�
ant : 8<: sin par i sh
os par 
htan par i th dans les formules de trigonom�etrie 
ir
ulaire.Retrouver ainsi les formules permettant d'exprimer 
h 2x et sh 2x en fon
tion de 
hx et shx.Proposition 28 : Bran
hes in�nies.La 
ourbe d'�equation y = ex2 est asymptote aux deux 
ourbes d'�equation y = shx et y = 
hxqui se positionnent de part et d'autre de 
ette asymptote.Preuve 28 : On v�eri�e fa
ilement que shx� ex2 7! 0 et 
hx� ex2 7! 0.Une �etude 
lassique du sens de variation des fon
tions hyperboliques permet d'obtenir les graphes suivants.Remarque 20. La 
ourbe de la fon
tion 
h est appel�ee une 
hâ�nette. Il s'agit de la 
ourbe obtenue en tenant une 
hâ�ne entredeux doigts. (Voir Mme Nioles pour la d�emonstration)Proposition 29 : Retenir que 8x 2 R,� 1 � 
hx � shx < 
hx � �1 < thx < 1Preuve 29 : Cons�equen
es des �etudes de fon
tions.Exer
i
e : 10Etudier la fon
tion d�e�nie par f(x) = 2 ar
tan�th(x)�� ar
tan�sh(2x)�.15
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y = shx

y = 
hx
y = ex2y = thx

+1
�1

Fig. 2 { Fon
tions sh, 
h et thExer
i
e : 11Montrer que 8x 6= 0 thx = 2th 2x � 1thx puis 
al
uler Sn = n�1Xk=0 2k th(2kx).5.2 La fon
tion argshLa fon
tion sh est 
ontinue et stri
tement 
roissante de R dans R. Sa bije
tion r�e
iproque est not�ee argsh : R 7! R .

Graphes des fon
tions sh et argsh :Proposition 30 : La fon
tion argsh est d�erivable sur R et 8x 2 R :argsh0(x) = 1px2 + 1Preuve 30 : Appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.Proposition 31 : LimiteOn a la limite suivante : limx!0 argshxx = 1.Preuve 31 : Cons�equen
e de la d�erivabilit�e de la fon
tion argsh en 0.Th�eor�eme 32 : Expression logarithmique de argshPour tout x 2 R, on a : argshx = ln(x+px2 + 1)Preuve 32 : Plusieurs te
hniques sont possibles :1. On peut 
omparer les d�eriv�ees des deux fon
tions2. On peut 
al
uler le se
ond membre en posant t = argshx3. On peut en�n r�esoudre l'�equation y = shx (m�ethode 
onseill�ee !)Exemple 14. Prouver que 8x 2 R, on a la relation 2 argshx = argsh(2xpx2 + 1).Exer
i
e : 12R�esoudre l'�equation : 3 shx = 
h(2x).5.3 La fon
tion arg
hSur l'intervalle [0;+1[, La fon
tion 
h est 
ontinue et stri
tement 
roissante vers [1;+1[.Elle admet don
 une bije
tion r�e
iproque not�ee arg
h : [1;+1[7! [0; +1[ .

16
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Graphes des fon
tions 
h et arg
h :Proposition 33 : La fon
tion arg
h est d�erivable sur ℄1; +1[ et 8x 2℄1; +1[ :arg
h0(x) = 1px2 � 1Preuve 33 : Appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.Th�eor�eme 34 : Expression logarithmique de arg
hPour tout x 2 [1; +1[, on a : arg
hx = ln(x +px2 � 1)Preuve 34 : Voir les m�ethodes propos�ees pour justi�er l'expression logarithmique de argsh.Exemple 15. Soit x 2 [0; �2 [ et t = tan x2 . D�emontrer que l'on a alors la formule suivante : arg
h( 1
osx ) = ln 1 + t1� t .5.4 La fon
tion argthLa fon
tion th est 
ontinue et stri
tement 
roissante de R dans ℄� 1;1[.Elle admet don
 une bije
tion r�e
iproque not�ee argth : ℄� 1; 1[7! R .

Graphes des fon
tions th et argth :Proposition 35 : La fon
tion argth est d�erivable sur ℄� 1;1[ et 8x 2℄� 1;1[ :argth0(x) = 11� x2Preuve 35 : Appli
ation du th�eor�eme de d�erivation de la r�e
iproque d'une fon
tion.17
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tions usuelles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 21. On peut retenir les expressions des d�eriv�ees des fon
tions 
ir
ulaires et hyperboliques r�e
iproques en :1. les reliant �a leur ensemble de d�e�nition.2. s'assurant de la 
oh�eren
e ave
 leur sens de variation.Proposition 36 : LimiteOn a la limite suivante : limx!0 argthxx = 1.Preuve 36 : Cons�equen
e de la d�erivabilit�e de la fon
tion argth en 0.Th�eor�eme 37 : Expression logarithmique de argthPour tout x 2℄� 1; 1[, on a : argthx = 12 : ln 1 + x1� xPreuve 37 : Il suÆt de r�esoudre l'�equation y = thx.Exemple 16. Simpli�er l'expression 
h(argthx).Remarque 22. On a :1. 
h(arg
hx) = x pour tout x de l'ensemble de d�e�nition et arg
h(
hx) = x pour tout x 2 [0; +1[ (Attention !!)2. sh(argshx) = x et argsh(shx) = x pour tout x de l'ensemble de d�e�nition des expressions3. th(argthx) = x et argth(thx) = x pour tout x de l'ensemble de d�e�nition des expressions6 La fon
tion t 7! e�t ave
 � 2 CRemarque pr�eliminaire :Soit f une fon
tion de R dans C .Alors il existe deux fon
tions f1 : R 7! R et f2 : R 7! R telle que f = f1 + i:f2.f1 est la partie r�eelle de f et f2 est la partie imaginaire de f .D�efinition 10 : D�erivabilit�e d'une fon
tion 
omplexeSoit f une fon
tion de I (intervalle de R) dans C . Notons f1 et f2 sa partie r�eelle et sa partie imaginaire.On dira que f est d�erivable sur I si et seulement si f1 et f2 sont d�erivables sur I .Et dans 
e 
as : f 0 = f 01 + i:f 02Exemple 17. (�) D�eterminer la d�eriv�ee de la fon
tion 
omplexe f d�e�nie par f(t) = 1t� � o�u � 2 C nR.Remarque 23. On rappelle que ea+ib = ea:eib = ea:(
os b+ i sin b).Th�eor�eme 38 : D�erivation de t 7! e�t ave
 � 2 C1. Soit � = a+ ib 2 C et f(t) = e�t , alors f est d�erivable sur R et 8t 2 R, f 0(t) = �e�t .2. Soit ' : I 7! C une fon
tion d�erivable sur I , et g(t) = e'(t) ,alors g est d�erivable sur I et 8t 2 I , g0(t) = e'(t)'0(t) .Preuve 38 : Il suÆt d'appliquer la d�e�nition pr�e
�edente.Exer
i
e : 13(�) Soient (a; b) 2 R2 .1. Cal
uler une primitive des fon
tions x 7! eax 
os bx et x 7! eax sin bx sur R en remarquant qu'il s'agit des parties r�eelleset imaginaires de x 7! ea+ibx sur R.2. En d�eduire une primitive de x 7! e2x 
osx sur R. 18


