
Les Nombres Complexes|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur19 septembre 2010Les nombres omplexes sont d'une grande utilit�e tant en math�ematiques qu'en sienes physiques. Ils permettent enpartiulier l'�etude de iruits �eletroniques en r�egime sinuso��dal et ils jou�erent un rôle d�eterminant dans la th�eorie dedi�usion de la haleur, de l'�eletriit�e et de la lumi�ere d�evelopp�ee par Maxwel.1 D�e�nitions1.1 Le orps des omplexesD�efinition 1 : Corps des Nombres ComplexesOn appelle "i" un nombre tel que i2 = �1.L'ensemble C = fa+ i:b j (a; b) 2 R2g muni de � l'addition usuellela multipliation usuelle est appel�e :le Corps des nombres omplexesiR est appel�e l'ensemble des imaginaires purs.Remarque 1.� Le "nombre" i a �et�e d�eouvert au XVIieme si�ele par Cardan lors d'une �etude sur la r�esolution des �equations du3ieme et 4ieme degr�e.� Nous verrons une d�e�nition pr�eise de la struture de Corps dans le ours sur les strutures alg�ebriques.D�efinition 2 : Partie r�eelle, imaginaireSoit z = a+ ib, un nombre omplexe.� a = Re(z) est la partie r�eelle de z� b = Im(z) est la partie imaginaire de z.Remarque 2.1. L'expression z = a+ ib est appel�ee la forme alg�ebrique du omplexe z.2. Deux omplexes seront �egaux si et seulement si ils ont les mêmes parties r�eelles et les mêmes parties imaginaires.3. On peut en�n remarquer que pour tout omplexes z et z0 : � Re(z + z0) = Re(z) + Re(z0)Im(z + z0) = Im(z) + Im(z0)Remarque 3. Dans quel as peut-on aÆrmer que Re(z:z0) = Re(z):Re(z0)?D�efinition 3 : Conjugu�e d'un omplexeSoit z = a+ ib un nombre omplexe. Le onjugu�e de z est le nombre omplexe : �z = a� ib1



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 4. Remarquons que si z = a+ ib alors z�z = a2 + b2 2 R+ .On peut alors d�e�nir la division d'un omplexe z par un omplexe non nul z0 de la fa�on suivante : zz0 = z � �z0z0 �z0Th�eor�eme 1 : 8(z; z0) 2 C 2 , on a les propri�et�es suivantes :1. z + z0 = z + z0 2. z � z0 = z � z0 3. zz0 = zz0 (z0 6= 0) 4. z = zPreuve 1 : Il suÆt de faire les aluls �a l'aide de la forme alg�ebrique.Remarque 5. On dit que la propri�et�e B est une arat�erisation de la propri�et�e A si l'on a : A() B.Les arat�erisations sont tr�es int�eressantes en pratique ar elles donnent d'autres approhes possibles (et souvent plussimples) pour d�emontrer une propri�et�e donn�ee.Les propri�et�es suivantes permettent de arat�eriser les r�eels et les imaginaires purs :Proposition 2 :Pour tout z 2 C , on a : Re(z) = z + z2 et Im(z) = z � z2iPar ons�equent : � z 2 R () z = zz 2 iR () z = �zPreuve 2 : Imm�ediat.Remarque 6. Ainsi, pour prouver que :1. z est un r�eel, on pourra aluler �z � z et montrer que ette quantit�e est nulle.2. z est un imaginaire pur, on pourra aluler �z + z et montrer que ette quantit�e est nulle.1.2 Le plan omplexeD�efinition 4 : AÆxe, imageIi, le plan P (aÆne ou vetoriel) est suppos�e muni d'un rep�ere orthonorm�e diret R(O;�!i ;�!j ).Les appliations 8>>>>>><>>>>>>: f1 : C �! Pa+ ib 7! M(a; b)f2 : C �! Pa+ ib 7! �!u (a; b) sont des bijetions de C dans P .1. Si M(a; b) est un point de P alors le nombre omplexe z = a+ ib est appel�e aÆxe de M .2. Si �!u (a; b) un veteur de P alors le nombre omplexe z = a+ ib est appel�e aÆxe de �!u .3. Si z = a+ ib un �el�ement de C alors le point M(a; b) de P est appel�e le point image de z.4. Si z = a+ ib un �el�ement de C alors le veteur �!u (a; b) de P est appel�e le veteur image de z.Remarque 7.1. Du fait de l'existene des bijetions pr�e�edentes, il pourra parfois nous arriver de onfondre un point M (ou unveteur �!u ) et son aÆxe z.2. On appellera plan omplexe le plan aÆne (resp : vetoriel) muni d'un rep�ere orthonorm�e diret (resp : d'une baseorthonorm�ee direte) o�u les points (resp : veteurs) sont rep�er�es par leurs aÆxes.
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/
AÆxe d'un point du plan. AÆxe d'un veteur du plan.Remarque 8. M et ��!OM ont les mêmes oordonn�ees : ils ont don la même aÆxe.Remarque 9. f : C �! Cz 7! �z repr�esente la sym�etrie orthogonale par rapport �a Ox. Et la sym�etrie ? / Oy ?
f : z 7! �zProposition 3 : Soient �!u 1 et �!u 2 deux veteurs du plan omplexe d'aÆxes respetives z1 et z2.Remarquons que : �!u 1:�!u 2 = Re(�z1z2) et que Det(�!u 1; �!u 2) = Im(�z1z2)On a alors les �equivalenes suivantes :1. �!u 1 et �!u 2 sont olin�eaires () �z1z2 2 R2. �!u 1 et �!u 2 sont orthogonaux () �z1z2 2 iRPreuve 3 : Pas de diÆult�e ave la forme alg�ebrique.Proposition 4 : Soient �!u 1 et �!u 2 deux veteurs d'aÆxes respetives z1 et z2. Soit � 2 R.Alors le veteur somme �!u 1 +�!u 2 a pour aÆxe z1 + z2 et le veteur ��!u 1 a pour aÆxe �z1.Preuve 4 : Il suÆt de faire les aluls.Remarque 10. Soit u 2 C . La fontion f : C �! Cz 7! z + u repr�esente la translation de veteur �!u d'aÆxe u.Exerie : 1(��) Montrer que toute droite du plan aÆne a une �equation omplexe de la forme : �z��z = � ave � 2 C � et � 2 iR.Exerie : 2(� � �) Soient A et B deux points distints du plan d'aÆxe a; b 2 C .D�eterminer l'expression analytique omplexe de la sym�etrie orthogonale par rapport �a (AB).Proposition 5 : AÆxe du baryentreDans le plan on note G le baryentre du syst�eme de n points (A1; �1); : : : ; (An; �n) ave �1 + � � �+ �n 6= 0.On a alors : zG = �1:z1 + � � �+ �n:zn�1 + � � �+ �nPreuve 5 : Imm�ediat ompte-tenu de la proposition pr�e�edente.3



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/1.3 Module d'un omplexeD�efinition 5 : Module d'un nombre omplexeC'est le r�eel d�e�ni par jzj =pa2 + b2 (= pz�z)Si M est le point d'aÆxe z, alors jzj repr�esente la distane k��!OMk.Si A est le point d'aÆxe a, jz � aj repr�esente alors la distane k��!AMk.Remarque 11. Un omplexe z et son onjugu�e ont le même module : jzj = j�zjDessin
Interpr�etation g�eom�etrique du module d'un omplexe :Remarque 12. Si z 2 R, le module se onfond ave la valeur absolue.Proposition 6 : Propri�et�es du modulePour tout (z; z0) 2 C 2 (ave �eventuellement z0 6= 0) et � 2 R, nous avons les propositions suivantes :1. jzj = 0() z = 02. 1z = zjzj2 (si z 6= 0) 3. jz:z0j = jzj:jz0j4. j�:zj = j�j:jzj 5. �� zz0 �� = jzjjz0j6. ��z+ z0��2 = jzj2+2Re�z:�z0�+ jz0j2Preuve 6 : Il suÆt de faire les aluls en pensant �a utiliser la relation jzj2 = z:�zExerie : 3(��) Soient z1 et z2, deux omplexes de module 1. D�emontrer que (z1 + z2)2z1z2 2 R.Exerie : 4(�) Prouvez que pour tout x; y 2 C � , on a : j xjxj2 � yjyj2 j = jx� yjjxjjyjProposition 7 : In�egalit�e entre module et parties r�eelle-imaginaireSoit z = a+ ib 2 C .On a les in�egalit�es suivantes : ��Re(z)�� � jzj et ��Im(z)�� � jzjPreuve 7 : Pas de diÆult�e en exprimant z = a+ ib et en �elevant les relations au arr�e.Attention ependant �a v�eri�er les �equivalenes.Dans quels as a-t-on des �egalit�es?Th�eor�eme Fondamental 8 : In�egalit�es triangulairesPour tout z; z0 2 C , on a : ���jzj � jz0j��� � jz + z0j � jzj+ jz0j
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 8 :1. On ommene par d�emontrer la deuxi�eme in�egalit�e en l'�elevant au arr�e (v�eri�er l'�equivalene !) et enutilisant la proposition pr�e�edente.2. On pro�ede de même pour la premi�ere.Remarque 13. Que peut-on en d�eduire sur les longueurs des ôt�es d'un triangle?
jz + z0j � jzj+ jz0j ���jzj � jz0j��� � jz + z0jRemarque 14. On a jz + z0j = jzj+ jz0j si et seulement si �!u (z) et �!u 0(z0) sont olin�eaires et de même sens.Exerie : 5(�) Prouver que pour tout x; y; z 2 C , on a : jxjjy � zj � jyjjz � xj+ jzjjx� yj.En d�eduire l'in�egalit�e de Ptol�em�ee :8x; y; z; t 2 C ; on a : jx� yjjz � tj � jx� zjjy � tj+ jx� tjjy � zjCorollaire 9 :Pour n omplexes z1; : : : ; zn quelonques, on a :jz1 + � � �+ znj � jz1j+ � � �+ jznjPreuve 9 : Cette in�egalit�e se d�eduit de l'in�egalit�e triangulaire par r�eurrene.Exerie : 6(��) Soit p 2 N� .Prouver que les solutions omplexes de l'�equations pzp = zp�1 + � � �+ z2 + z + 1 sont toutes de module inf�erieur �a 1.Th�eor�eme 10 : Groupe (U;�)Soit U l'ensemble des nombres omplexes de module 1 : U = fz 2 C j jzj = 1gCet ensemble : 1) Poss�ede l'�el�ement 1 (�el�ement neutre pour la multipliation).2) Est stable par multipliation (si z et z0 sont de module 1 alors z:z0 est de module 1).3) Est stable par inversion (si z est de module 1, alors 1z existe et est de module 1).Comme d'autre part, � est assoiative, U muni de la multipliation a une struture de groupe .Preuve 10 : Les 3 propri�et�es it�ees sont failement v�eri�ables.Nous verrons plus en d�etail la struture de groupe dans le hapitre sur les strutures alg�ebriques.
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/2 Exponentielle imaginaire et appliations en trigonom�etrie2.1 L'exponentielle imaginaireD�efinition 6 : Exponentielle imaginaireSoit � un r�eel quelonque. On note ei� = os � + i: sin �Remarque 15. On note j = e i2�3 ou plutôt j = e 2i�3 .Proposition 11 : Caluls ave l'exponentielle imaginaireSoient � et �0 des r�eels quelonques.1. jei�j = 12. ei� = 1ei� = e�i� 3. i = ei�24. �1 = ei� 5. ei(�+�0) = ei�ei�0Preuve 11 : Ces r�esultats se d�emontrent sans diÆult�e �a l'aide des formules trigonom�etriques.Proposition 12 : Soit � un r�eel. ei� = 1 () � 2 2�ZCons�equene : ei� = ei�0 () � = �0[2�℄.Preuve 12 : Pas de diÆult�e.Lemme 13 : Soient (a; b) 2 R2 . On a alors l'�equivalene suivante :a2 + b2 = 1 () 9!� 2℄� �; �℄ tel que � a = os �b = sin �Preuve 13 : La r�eiproque est imm�ediate.Pour le sens diret, on ommene par montrer que a 2 [�1; 1℄.Remarque 16. Ce lemme est tr�es r�eguli�erement utilis�e. Il est important de le onnâ�tre parfaitement.Th�eor�eme 14 : Morphisme anonique de (R; +) dans (U; �)e : (R;+) �! (U;�)� 7! ei� est un morphisme de groupes surjetif.Preuve 14 : e est un morphisme de groupes ar :1. (R; +) et (U; �) ont une struture de groupes (voir ours sur les strutures alg�ebriques)2. e(� + �0) = e(�)� e(�0)La surjetivit�e est une ons�equene du lemme pr�e�edent.Remarque 17.1. Comme les ant�e�edents de 1 (�el�ement neutre pour la multipliation) sont les �el�ements de 2�Z (e(�) = 1() � 22�Z), alors on dit que son noyau (ker e) est 2�Z.2. Comme fe(�); � 2 Rg = U, on dit que l'image de e (Im e) est U.2.2 Formules et appliationsTh�eor�eme 15 : Formules de Moivre8n 2 Z; 8� 2 R; ein� = �ei��n 'est �a dire os(n�) + i sin(n�) = (os� + i sin �)n6



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 15 : Pour n 2 N, on d�emontre failement par r�eurrene que ein� = �ei��n puis que e�in� = �ei���n.Remarque 18. Le math�ematiien fran�ais Abraham De Moivre (XVII �eme si�ele) est l'auteur de ette formule souventattribu�ee injustement �a Stirling.APPLICATION : Pour exprimer osn� ou sinn� en fontion de os � et de sin �.1. On remarque que osn� = Re[(os � + i sin �)n℄ et que sinn� = Im[(os � + i sin �)n℄2. Puis on utilise la formule du binôme pour d�evelopper (os � + i sin �)n3. On en extrait alors la partie r�eelle et la partie imaginaire pour obtenir osn� et sinn�.Remarque 19. La fontion "expand()" de Maple permet d'e�etuer le d�eveloppement de la formule du binôme.Exemple 1. (�) Soit P (�) = sin 6� os 4�. Exprimer P (�) en fontion de os � et sin �.Exerie : 7Polynômes de Thebythev.Il est possible d'exprimer osn� uniquement �a l'aide de os � sous la forme Tn(os �).Tn(x) est un polynôme appel�e le ni�eme polynôme de Thebyhev.Pour ela, il suÆt de transformer les termes en sin � en utilisant la formule sin2 � = 1� os2 �.D�eterminer les 5 premiers polynômes de Thebythev.Th�eor�eme 16 : Formules d'EulerSoit � un r�eel quelonque. Alors :os � = ei� + e�i�2 et sin � = ei� � e�i�2iPreuve 16 : Imm�ediat !Remarque 20. Leonhard Euler (1707-1783), de nationalit�e suisse, est l'un des plus talentueux math�ematiiens. Il ad�eouvert un nombre inroyable de formules.Exemple 2. (�) Soit z 2 U. Peut-on trouver un r�eel a tel que z = 1 + ia1� ia ?Remarque 21. Ces formules permettent de lin�eariser (transformer des produits en sommes) des expressions trigonom�etriques.Cette transformation est partiuli�erement utile lors du alul d'int�egrales.APPLICATION : Pour lin�eariser un produit de sinus et de osinus :1. On remplae les os(a:�) et les sin(b:�) �a l'aide des formules d'Euler.2. On d�eveloppe l'expression obtenue �a l'aide de la formule du binôme.3. On regroupe les termes onjugu�es entre eux.4. On r�eutilise les formules d'Euler pour retrouver des osinus et des sinus.Remarque 22. La fontion "ombine()" de Maple permet de lin�eariser une expression trigonom�etrique.Exemple 3. (�)1. Lin�eariser l'expression suivante : P (x) = sin 2x os2 x2. Lin�eariser l'expression suivante : P (x) = osx os2 2x os3 3x.R�eponse : 132(os 14x+ os 12x+ 2 os 10x+ 5 os8x+ 4 os 6x+ 7 os4x+ 9 os2x+ 3)Exerie : 8(� � �) Lin�eariser osn � et sinn � o�u n 2 N� .Remarque : Cei est une question r�eguli�erement renontr�ee dans les probl�emes !
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/TECHNIQUE tr�es UTILE : Fatorisation par l'angle moiti�e.Cette tehnique est TRES utilis�ee (ex : reherhe de la forme trigonom�etrique d'un omplexe).Remarquons que :8<: eix + eiy = e i(x+y)2 �e i(x�y)2 + e� i(x�y)2 � = 2ei x+y2 os�x�y2 �eix � eiy = e i(x+y)2 �e i(x�y)2 � e� i(x�y)2 � = 2iei x+y2 sin�x�y2 � 8x; y 2 RRemarque 23. En partiulier, pour tout x 2 R on obtient :1. eix + 1 = e ix2 �e ix2 + e� ix2 � = 2e ix2 os�x2 � 2. eix � 1 = e ix2 �e ix2 � e� ix2 � = 2ie ix2 sin�x2 �TECHNIQUE : Pour retrouver les formules trigonom�etriques :L'exponentielle imaginaire et les formules pr�e�edentes permettent de retrouver failement les formulesusuelles de trigonom�etrie. Retrouver ainsi les formules suivantes :1. sin p+ sin q = : : : 2. osa sin b = : : : 3. os(a+ b) = : : :Exemple 4. Sauriez-vous retrouver la formule de fatorisation de sin p+ os q?Les formules suivantes sont �a onnâ�tre imp�erativement ar elles permettent de retrouver la plupart des autres formulestrigonom�etriques.1. os(a+ b) = osa: os b� sina: sin b2. sin(a+ b) = sina: os b+ osa: sin b3. tan(a+ b) = tana+ tan b1� tan a: tan b 4. os 2a = os2 a� sin2 a = 2: os2 a� 1 = 1� 2: sin2 a5. sin 2a = 2 sina: osa6. tan 2a = 2: tana1� tan2 aOn obtient en posant t = tan �2 :1. os � = 1� t21 + t2 2. sin � = 2t1 + t2 3. tan � = 2t1� t2Exemple 5. Caluler la somme Sn = 1 + os � + os 2� + � � �+ osn�METHODE : Pour aluler des sommes trigonom�etriques :En remarquant que � os � = Re(ei�)sin � = Im(ei�) on peut parfois se ramener �a une expression de la forme nXk=0 ak.Si a 6= 1 on peut alors utiliser la formule bien onnue: nXk=0 ak = 1� an+11� a .Pour simpli�er le r�esultat obtenu et revenir �a une expression r�eelle, on utilise la formule de fatorisa-tion par l'angle moiti�e et on extrait la partie r�eelle ou imaginaire.Exerie : 9(��) Simpli�er les expressions suivantes o�u a, b et � sont des r�eels quelonques :1. S1(�) = nXk=1 sin3(k�) 2. S2(a; b) = nXk=0�nk� os(a+ kb)8



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/2.3 Argument d'un nombre omplexeD�efinition 7 : Argument d'un nombre omplexeSoit un nombre omplexe z non-nul. Alors :Il existe un r�eel � tel que : z = jzj:ei�On dit que � est un argument de z.1. Les arguments de z sont tous �egaux modulo 2�. Un argument quelonque sera not�e arg(z).2. Il existe un unique argument de z ompris dans [0; 2�[. Cet argument sera not�e Arg(z).3. L'expression z = jzj:ei� obtenue est appel�ee la forme trigonom�etrique de z.Preuve : On onsid�ere le omplexe Z = zjzj et on applique la surjetivit�e du morphisme e.Remarque 24. R�eiproquement : que dire si z = �ei� ?R�eponse : z = �:ei� est la forme trigonom�etrique d'un omplexe, uniquement lorsque � > 0.Dans le as o�u � < 0, on pourra penser �a �erire : � = ��ei� (dans e as, �� > 0).Exemple 6. (�) D�eterminer le module et un argument du nombre omplexe z = 1 + ei� o�u � 2 R.Exemple 7. (�) Mettre le omplexe suivant sous forme trigonom�etrique : z = 2 os2 a+ i sin 2a o�u a 2 [0; 2�℄.Exerie : 10(�) Mettre sous forme trigonom�etrique le omplexe suivant : Z = �1 + os � + i sin �1 + os � � i sin � �nProposition 17 : Carat�erisation de l'�egalit�e de deux omplexesSoient z et z0 deux omplexes non nuls.On a : z = z0 () � jzj = jz0jarg(z) = arg(z0)[2�℄Preuve 17 : Pas de diÆult�e.Proposition 18 : Soient � (z; z0) 2 C � 2n 2 N . On a alors : 8>><>>: 1) arg(z � z0) = arg z + arg z0 [2�℄2. arg(zn) = n: arg(z) [2�℄3) arg(z�1) = � arg(z) [2�℄4) arg(z=z0) = arg z � arg z0 [2�℄Preuve 18 : Pas de diÆult�e en utilisant la forme trigonom�etrique des omplexes.Remarque 25. Ces formules ressemblent de tr�es pr�es aux formules onnues pour le logarithme n�ep�erien.Proposition 19 : Interpr�etation g�eom�etriqueSoient �!u et �!v deux veteurs du plan d'aÆxe u; v 2 C . Alors :1. arg(u) = (�!i ; �!u ) [2�℄. 2. arg(uv ) = (�!v ; �!u ) [2�℄.Soient A, B, C et D d'aÆxes respetives a; b;  et d. Alors :1. arg(b� a) = (�!i ; ��!AB) [2�℄. 2. arg(b� ad�  ) = (��!CD; ��!AB) [2�℄.Preuve 19 : On d�emontre que arg(u) = (�!i ; �!u ) [2�℄ en remarquant que u = juj os(arg(u)) + ijuj sin(arg(u)).Les autres r�esultats s'en d�eduisent failement.
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/
arg(z) arg(z � a) arg �z � az � b �Exemple 8. D�eterminer une arat�erisation omplexe du erle de entre 
(!) et de rayon R.Proposition 20 : Soit z 2 C � , on a :1. z 2 R� () arg(z) = 0 [�℄.2. z 2 R+� () arg(z) = 0 [2�℄.3. z 2 R�� () arg(z) = � [2�℄. 4. z 2 iR� () arg(z) = �2 [�℄.5. z 2 iR+� () arg(z) = �2 [2�℄.6. z 2 iR�� () arg(z) = ��2 [2�℄.Preuve 20 : Pas de diÆult�e en utilisant l'interpr�etation g�eom�etrique de l'argument.

Carat�erisation par l'argumentExemple 9. (�) Soient a et b deux omplexes distints.A tout point M d'aÆxe z, on fait orrespondre le point f(M) d'aÆze Z = z � az � b .D�eterminer les ensembles suivants :1. f�1(Ox) 2. f�1(Oy) 3. f�1(Cerle(O;1))Exerie : 11(��) D�eterminer l'ensemble des points M du plan dont l'aÆxe z v�eri�e : � zz � 1�6 2 RDans le plan omplexe, on pourra �eventuellement penser �a utiliser les arat�erisations suivantes :1. Soient �!u (z) et �!u 0(z0) deux veteurs non nuls du plan : 8<: �!u et �!u 0 sont olin�eaires () zz0 2 R��!u et �!u 0 sont orthogonaux () zz0 2 iR�2. Soient A(a), B(b) et C() trois points du plan. A, B et C sont align�es () � a� b 2 R�2.4 L'exponentielle omplexeD�efinition 8 : Exponentielle omplexePour z = a+ ib 2 C , on d�e�nit l'exponentielle d'un omplexe par la formule suivante :ez = ea+ib = eaeib (Attention aux di��erents sens de e)(Son module vaut ea et son argument b). 10



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 26. Soient (z; z0) 2 C 2 . On a ez = ez0 () � Re(z) = Re(z0)Im(z) = Im(z0)[2�℄ .Exerie : 12(�) On onsid�ere l'appliation exp : (C ;+) �! (C � ;�)z 7! ez .1. Montrer que exp est un morphisme de groupes en prouvant que pour tout z; z0 2 C : exp(z+z0) = exp(z): exp(z0).2. D�eterminer son noyau et son image.Exerie : 13(��) Soit la fontion f qui �a tout point M(z) assoie le point M 0(z0) tel que z0 = ez.D�eterminer l'image des droites d'�equations x = a et y = b par f .Exerie : 14(�) R�esoudre l'�equation omplexe ez = 1� ip3.3 Expression omplexe des similitudes.D�efinition 9 :Les similitudes, sont les transformations du plan qui multiplient les longueurs par un r�eel k > 0.On d�emontre que les similitudes onservent les angles g�eom�etriques.1. Si une similitude onserve les angles orient�es, on dira qu'il s'agit d'une similitude direte.2. Celles qui ne onservent pas les angles orient�es (les autres !) sont appel�ees des similitudes indiretes.Proposition 21 : ADMISE !! (pour l'instant ...)Les similitudes diretes sont : les translations, les homoth�eties, les rotations et toutes les ompos�ees que l'onpeut obtenir en omposant les transformations pr�e�edentes.Proposition 22 :Soit f une transformation du plan qui �a tout point M d'aÆxe z assoie le point M' d'aÆxe z0.Soient (a; b) 2 C 2 ave a 6= 0.1. Toute similitude direte a une expression analytique omplexe de la forme z'=az+b ave a 6= 0.2. R�eiproquement, la transformation du plan d�e�nie par z0 = az + b ave a 6= 0 est une similitude direte.On obtient ses �el�ements arat�eristiques de la fa�on suivante :(a) Si a = 1 alors f est une translation et b est l'aÆxe du veteur de ette translation.(b) Sinon :i. On herhe le entre en reherhant l'unique point �xe.ii. le rapport est donn�e par jaj.iii. L'angle est donn�e par Arg(a).Preuve 22 :1. Soit f une similitude direte et M 0(z0) l'image d'un point M(z) par f .Montrons qu'il existe a; b 2 C 2 tels que z0 = az + b.(a) On ommene par traiter les as des translations, des rotations et des homoth�eties.On montre ainsi que es 3 transformations ont bien une expression analytique de le forme z0 = az+b.(b) On montre alors qu'en les omposant, on obtient enore une transformation de la forme z0 = az + b.2. Soit f la transformation du plan d�e�nie par z0 = az + b.(a) Lorsque a = 1 on obtient une translation.(b) Sinon, on montre que f admet un unique point �xe 
(!).On traduit alors le fait que M 0 = f(M) en faisant intervenir !.() On en d�eduit que f est alors la ompos�ee d'une homoth�etie et d'une rotation (de même entre !).C'est don bien une similitude direte. 11



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Corollaire 23 : Une similitude direte est soit une translation, soit la ompos�ee d'une rotation et d'unehomoth�etie de même entre 
 appel�e le entre de la similitude.Preuve 23 : Imm�ediat !Remarque 27. En r�esum�e !! Soit la transformation f : z 7! z0 du plan d�e�nie par la relation : z0 = az + b.Si a = 1, f est la translation de veteur �!u d'aÆxe b.Si a 2 R�nf1g, f est une homoth�etie de rapport a et de entre l'unique point invariant.Si a = ei� ave � 6= 0 [2�℄, f est une rotation d'angle � et de entre l'unique point invariant.Si a = k:ei� ave k =2 f0; 1g, f est la ompos�ee d'une rotation d'angle � et d'une homoth�etie de rapport kde même entre (orrespondant �a l'unique point invariant).Exemple 10. (�) Reonnâ�tre la transformation du plan dont l'expression omplexe est z0 = 2jz + 3i� 2.Proposition 24 : Carat�erisation de l'image d'un veteur par une rotationSoient �!u d'aÆxe u 2 C � , �!v d'aÆxe v 2 C � et � 2 R.On a alors la arat�erisation suivante :�!v est l'image de �!u par la rotation vetorielle d'angle � () v = ei�uPreuve 24 : Pas de diÆult�e !
Exemple 11. (�) Soit ABCD un arr�e dont les sommets A et B sont �a oordonn�ees enti�eres.D�emontrer qu'il en est alors de même pour C et D.Exerie : 15(�) On suppose onnu le fait que p3 =2 Q.Montrer qu'un triangle �equilat�eral ne peut avoir ses 3 sommets �a oordonn�ees enti�eres.Exerie : 16(��) Soient u, v et w trois omplexes de module 1 tels que u+ v + w = 0.Montrer que u = jv = j2w ou que u = jw = j2v.4 R�esolution d'�equations omplexes4.1 Extration de raines arr�ees par r�esolution alg�ebriqueD�efinition 10 : Raines arr�es d'un omplexeOn appelle raine arr�ee du nombre omplexe z = x+ iy tous les omplexes Z = X + iY v�eri�ant Z2 = z.Remarque 28. Ainsi dans C , 4 admet 2 et �2 pour raines arr�ees.Proposition 25 :Reherher les raines Z = X + iY de z = x+ iy revient �a r�esoudre le syst�eme : 8><>:X2 � Y 2 = xX2 + Y 2 =px2 + y2XY du signe de y12



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 25 : On montre failement que Z est une raine arr�ee de z () � X2 � Y 2 = x2XY = y .On montre alors le r�esultat attendu en traitant ind�ependamment le sens diret et le sens indiret.Remarque 29. Le syst�eme 8<: X2 � Y 2 = xX2 + Y 2 =px2 + y2XY du signe de y est plus faile �a r�esoudre que le syst�eme � X2 � Y 2 = x2XY = yCorollaire 26 :Tout nombre omplexe non nul admet don 2 raines arr�ees distintes oppos�ees.Preuve 26 : D�edution quasi-imm�ediate du th�eor�eme pr�e�edent.Remarque 30. Comme il est impossible de distinguer a priori les 2 raines d'un omplexe z (on sait seulement qu'ellessont oppos�ees l'une �a l'autre), la notation pz n'a auun sens et sera don INTERDITE !!Exemple 12. (�) Reherher les raines arr�ees des omplexes : z1 = 7� 24i et z2 = 4� 3i.4.2 Extration des raines arr�ees par r�esolution trigonom�etriqueSoit z un omplexe non nul.1. On �erit z = r:ei� ave r > 0.2. On herhe Z sous la forme Z = �ei� v�eri�ant Z2 = z.3. On trouve alors deux raines distintes : Z1 = prei �2 et Z2 = �Z1Exemple 13. (�) Trouver une raine arr�ee de z = 1� ip3� iExerie : 17(�) En utilisant la r�esolution trigonom�etrique et alg�ebrique de z2 = a (o�u a est un omplexe bien hoisi), d�eterminerles valeurs de sin��8 � et os��8 �.4.3 Equations du seond degr�e.M�ethode de r�esolution de : az2 + bz +  = 0 ave (a; b; ) 2 C 3 et a 6= 01. On introduit le disriminant � = b2 � 4a 2 C .2. (a) si � = 0, on trouve une unique solution z = � b2a ,(b) si � 6= 0, on trouve deux solutions 8>>><>>>: z1 = �b� Æ2az2 = �b+ Æ2a o�u Æ est une raine arr�ee omplexe de �.Preuve : Il suÆt d'utiliser la d�eomposition anonique de az2 + bz + .Remarque 31. Pour une �equation de la forme az2+2b0z+  = 0 on formera plutôt le disriminant r�eduit �0 = b02�a,et si Æ0 est une raine arr�ee de �0, les deux solutions s'�erivent z1 = �b0 � Æ0a ; z2 = �b0 + Æ0a .Remarque 32. Maple peut r�esoudre des �equations omplexes grâe �a la fontion "solve()".Exemple 14. (�) R�esoudre l'�equation omplexe suivante : z2 � (5� 4i)z + 3(1� 3i) = 0.Exerie : 18(�)1. R�esoudre l'�equation omplexe : z2 � 2z(osu+ i sinu) + 2i sinu(osu+ i sinu) = 0 o�u u 2℄� �;�[2. Fatoriser dans C l'expression polynômiale : P (z) = z3 + (1 + 3i)z2 + (3i� 2)z � 213



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 33. Lorsque les oeÆients (a; b; ) sont r�eels, alors � 2 R et :1. Si � > 0, il y a deux solutions r�eelles x1 = �b+p�2a ; x2 = �b�p�2a2. Si � = 0, il y a une raine double : x = � b2a3. Si � < 0 , il y a deux raines omplexes onjugu�ees : z1 = �b+ ipj�j2a ; z2 = �b� ipj�j2aExerie : 19Une �equation de degr�e 2 omplexe peut-elle avoir � � 0 et des raines non r�eelles?Proposition 27 : Equivalene entre "equation de degr�e 2" et "syst�eme"Soit (a; b; ) 2 C � � C 2 .Les solutions de az2 + bz +  = 0 sont les solutions du syst�eme 8<:z + z0 = � baz:z0 = aPreuve 27 : On appelle z1 et z2 les raines.) Il suÆt d'utiliser les expressions formelles des raines( Il suÆt de remarquer que z1 et z2 sont solution de (z � z1)(z � z2) = 0Remarque 34. Ainsi, si (z1 + z2 = sz1:z2 = p alors z1 et z2 sont les solutions de z2 � sz + p = 0.Exerie : 20(��) Montrer (sans aluler les raines), que si A et B sont les images des solutions de l'�equation z2�(2m+1)z+mi = 0,(m �etant un r�eel) alors les bissetries des droites (OA) et (OB) ont des diretions �xes (ind�ependantes de m).4.4 Raines ni�eme de l'unit�eSoit un entier non nul n 2 N� .Une raine ni�eme de l'unit�e est une solution de l'�equation : zn = 1Proposition 28 : L'ensemble des raines ni�eme de l'unit�e est :Un = f1; !; !2; : : : ; !n�1g o�u ! = e 2i�nPreuve 28 : On les herhe sous la forme z = �ei� et l'on trouve exatement les n raines ni�eme distintes :Un = fe 2ik�n ; k 2 [[0;n� 1℄℄gRemarque 35. Si on appelle A le point d'aÆne 1, on obtient les di��erents point d'aÆxes respetives !; : : : ; !n�1 parrotation de A autour de O d'angles 2�n ; : : : ;2(n� 1)�n .
Repr�esentation graphique des raines 6i�eme de l'unit�e :14



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 36. Les raines ni�eme de l'unit�e sont 2 �a 2 onjugu�ees.Th�eor�eme 29 : Groupe des raines de l'unit�eL'ensemble des raines ni�eme de l'unit�e (Un;�) est un groupe �ni de ardinal n.Preuve 29 : Il s'agit de prouver que et ensemble est un sous-groupe de (C � ; �). Pour ela, on montre que :1. Cet ensemble est bien inlus dans C � .2. Cet ensemble ontient 1, l'�el�ement neutre de (C � ; �).3. Cet ensemble est stable par la multipliation.4. Cet ensemble est stable par sym�etrisation.Th�eor�eme 30 : La somme des raines ni�eme de l'unit�e est nullen�1Xk=0 !k = 0 pour tout n 2 Nnf0; 1gPreuve 30 : Il suÆt de faire le alul ...Exemple 15. (�) Soit un entier relatif p 2 Z. Caluler la somme : Wp = Xu2Un up.D�efinition 11 : On note j = e 2i�3 et on a les relations :U3 = f1; j; j2g; ave 1 + j + j2 = 0 et j2 = 1j = |
1 = j3j

j2 = | = 1jFig. 1 { raines ubiques de l'unit�eExerie : 21(��) Soient A, B et C trois points du plan d'aÆxe respetives a, b et . D�eterminer une CNS pour que ABC soit�equilat�eral.Remarque 37.Les raines arr�ees de l'unit�e sont : 1 et -1Les raines ubiques de l'unit�e sont : 1, j et �jLes raines quatri�emes de l'unit�e sont : 1, i, -1 et -iExerie : 22(��)1. R�esoudre dans C l'�equation (z � 1)5 � (z + 1)5 = 0.2. R�esoudre dans C l'�equation xn + xn�1 + � � �+ x+ 1 = 0 o�u n 2 N� .En d�eduire les solutions de l'�equation x2 + x+ 1 = 0.3. Caluler le produit de toutes les raines ni�eme de l'unit�e.
15



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres omplexes http://pasal.delahaye1.free.fr/4.5 Raines ni�emes d'un nombre omplexeMETHODE 1 : Reherhe de la raine ni�eme d'un omplexeSoit un nombre omplexe non nul z = rei� 2 C � .Cherher les raines ni�eme de z, 'est r�esoudre l'�equation Zn = z.On herhera les solutions Z sous la forme Z = �ei�.On trouve alors n solutions distintes.En notant ! = e 2i�n , les solutions sont :S = f nprei �n!k ; k 2 f0;n� 1ggRemarque 38. Lorsque n > 2, il est inutile d'envisager la reherhe de raines ni�emes en utilisant une m�ethodealg�ebrique !!Remarque 39. Si n est impair (n = 2p+ 1), alors les raines ni�eme de z sont aussi : S = f nprei �n!k ; k 2 [�p; p℄gMETHODE 2 : Reherhe de la raine ni�eme d'un omplexeSi z0 est une raine ni�eme de z, alors les raines ni�eme de z sont : z0; z0!; z0!2; : : : ; z0!n�1o�u ! = e 2i�n .Remarque 40. Les images des raines ni�eme d'un omplexe forment un polygône r�egulier �a n ôt�es, entr�e en O.Proposition 31 : La somme des raines ni�eme d'un omplexe est nulle.Preuve 31 : On alule z0 + z0! + z0!2 + � � �+ z0!n�1 = : : :Exemple 16. (�) R�esoudre dans C l'�equation z3 = 8.Exemple 17. (�) D�eterminer les raines 4i�eme de z = 1 +p3i.Exerie : 23(�)1. R�esoudre dans C l'�equation (z � 1)6 + (z + 1)6 = 0.2. Caluler (2 + i)6.En d�eduire les raines sixi�emes de 117� 44i, de 117 + 44i et de 44 + 117i.3. Sahant que (2 � i)8 = �527 + 336i, onstruire �a l'aide d'une r�egle et d'un ompas les images des huit raineshuiti�emes de �527 + 336i:
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