
Les matri
es|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur30 mars 2011Dans tout 
e 
hapitre, K repr�esentera le 
orps R ou C et n; p 2 N� .1 D�e�nition d'une matri
eD�efinition 1 :Soient deux entiers n; p � 1.On appelle matri
e n� p �a 
oeÆ
ients dans K , une appli
ation A : [[1;n℄℄� [[1;p℄℄ �! K(i; j) 7! aijque l'on note : A = 0BBB�a11 a12 : : : a1pa21 a22 : : : a2p... ...an1 : : : : : : anp1CCCA ou parfois (aij) ou en
ore (Aij)le 
oeÆ
ient aij (ou Aij) se trouve �a l'interse
tion de la i�eme ligne et de la ji�eme 
olonne .On note Mn;p(K ) l'ensemble des matri
es n� p �a 
oeÆ
ients dans le 
orps K .Remarque 1.1. Pour un indi
e de ligne i 2 [[1;n℄℄, on note Li = (ai1; : : : ; aip) 2 K p le iieme ve
teur ligne de A.2. Pour un indi
e de 
olonne j 2 [[1;p℄℄, on note Cj = 0B�a1j...anj1CA 2Mn;1(K ) le jieme ve
teur 
olonne de A.Remarque 2.1. Si n = p alors on parlera de matri
e 
arr�ee2. Si n = 1 alors on parlera de matri
e ligne3. Si p = 1 alors on parlera de matri
e 
olonneRemarque 3. Il est important d'utiliser dans la mesure du possible les 
onventions suivantes !!1. Pour les lignes : on utilisera i 
omme indi
e 
ourant et n pour le nombre de lignes2. Pour les 
olonnes : on utilisera j 
omme indi
e 
ourant et p pour le nombre de 
olonnesUn 
oeÆ
ient sera not�e aij , le premier indi
e �etant l'indi
e de ligne et le se
ond �etant l'indi
e de 
olonne.
1



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 2 : Op�erations sur les matri
esOn d�e�nit les op�erations suivantes sur Mn;p(K ) (
e sont les op�erations usuelles sur les appli
ations).Pour deux matri
es A; B 2Mn;p(K ) et � 2 K :1. A = B ssi 8(i; j) 2 [[1;n℄℄� [[1;p℄℄, aij = bij .2. A+B = (
ij) 2Mn;p(K ) ave
 8(i; j) 2 [[1;n℄℄� [[1;p℄℄, 
ij = aij + bij .3. �:A = (
ij) 2Mn;p(K ) ave
 8(i; j) 2 [[1;n℄℄� [[1;p℄℄, 
ij = �:aij .Remarque 4. On appelera matri
e nulle (not�ee 0), la matri
e de Mn;p(K ) dont tous les 
oeÆ
ients sont nuls.D�efinition 3 : Matri
es de la base 
anoniquePour deux indi
es k 2 [[1;n℄℄ et l 2 [[1;p℄℄, on d�e�nit la matri
e �el�ementaire Ekl 2Mn;p(K ) par :Ekl = (ÆikÆlj) = 0BBBBBB�0 : : : 0 : : : 0... ... ...0 : : : 1 : : : 0... ... ...0 : : : 0 : : : 0
1CCCCCCATous les 
oeÆ
ients de la matri
e Ekl sont nuls sauf 
elui qui se trouve �a l'interse
tion de la ligne k et de la
olonne l qui vaut 1.Remarque 5. La valeur Æij est appel�e le symbole de Kroneker. Il est d�e�nie de la fa�
on suivante : � Æij = 0 si i 6= jÆij = 1 si i = jTh�eor�eme 1 : L'ensemble des matri
es est un K -evMuni des lois pr�e
�edemment d�e�nies, l'ensemble (Mn;p(K ); + ;:) est un K -ev de dimension n� p.La famille form�ee des n� p matri
es Ekl est une base de 
et ev, appel�ee base 
anonique de Mn;p(K ).Preuve 1 :1. (Mn;p(K ); + ;:) est un K -ev 
ar 
'est l'espa
e ve
toriel de r�ef�eren
e (F([[1;n℄℄� [[1;p℄℄; K ); + ; :).2. On montre fa
ilement que (E11; : : : ; Enp) est libre et que Mn p(K ) = Ve
t(E11; : : : ; Enp).Remarque 6. On pourra penser �a utiliser 
es matri
es Ekl dans 
ertaines d�emonstrations.D�efinition 4 : Transpos�eeSoit une matri
e A = (Aij) 2Mn;p(K ) de taille n� p.On appelle transpos�ee de la matri
e A, la matri
e tA 2Mp;n(K ) d�e�nie par :tA = ((tA)ij) o�u 8(i; j) 2 [[1;p℄℄� [[1;n℄℄; (tA)ij = AjiL'appli
ation T : Mn;p(K ) �! Mp;n(K )A 7! tA est un isomorphisme d'espa
es ve
toriels.Preuve :1. Pas de diÆ
ult�e pour d�emontrer la lin�earit�e de l'appli
ation T.2. On d�emontre que T est une bije
tion en prouvant que kerT = 0Mn;p(K) .Remarque 7. Pour trouver la transpos�ee d'une matri
e, il suÆt d'inverser les lignes et les 
olonnes.Exemple 1. On a par exemple : t0�2 01 �33 5 1A = �2 1 30 �3 5�.
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Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/2 Matri
e d'une appli
ation lin�eaire relativement �a deux basesD�efinition 5 : Matri
e d'un ve
teur dans une baseSoit un K -ev E de dimension �nie n et une base e = (e1; : : : ; en) de E.Soit a 2 E un ve
teur qui se d�e
ompose dans la base e en : a = a1e1 + � � �+ anen.On appelle matri
e du ve
teur a dans la base e, la matri
e 
olonne 
ontenant les 
oordonn�ees de a dansla base e : Mate(a) = 0B�a1...an1CA 2Mn;1(K )Remarque 8.1. Retenez que la matri
e d'un ve
teur d�epend de la base e 
hoisie. C'est pour 
ela qu'on la note Mate(a).2. Les ve
teurs de Kn se 
onfondent ave
 leur matri
e uniquement lorsque la base 
hoisie est la base 
anonique.Exemple :D�eterminer la matri
e de x = (1; 2; 3) 2 R3 dans la base 
anonique puis dans la base e = �0�1001A ; 0�1101A ; 0�1111A�.D�efinition 6 : Matri
e d'une famille de ve
teurs dans une baseSoit un K -ev E de dimension �nie n et une base e = (e1; : : : ; en) de E.Soit F = (x1; : : : ; xp) une famille de p ve
teurs de E (ordonn�ee), qui se d�e
omposent dans la base e sous laforme xj = nXi=1 xijei 
e qui s'�e
rit aussi : Matexj = 0B�x1j...xnj1CAOn appelle matri
e de la famille F dans la base e, la matri
e n� p d�e�nie par :Mate(F) =Mate(x1; x2; : : : ; xp) = 0B�x11 : : : x1p... ...xn1 : : : xnp1CA 2Mn;p(K )Remarque 9.1. Attention �a utiliser des indi
es 
ourants 
oh�erents ave
 les notations du premier paragraphe.2. La jeme 
olonne de Mate(F) repr�esente la matri
e du ve
teur xj dans e.3. L�a en
ore, la matri
e d'une famille de ve
teurs d�epend de la base e 
hoisie.Exemple 2. Soient P et Q deux polynômes de R2 [X ℄ d�e�nis par P = X2 + 1 et Q = X2 + 3X � 5.1. D�eterminez la matri
e de (P; Q) dans la base 
anonique de R2 [X ℄.2. D�eterminez la matri
e de (P; Q) dans la base B = (1; (X � 1); (X � 1)2) de R2 [X ℄.D�efinition 7 : Matri
e d'une appli
ation lin�eaire dans deux basesSoient E et F deux K -ev de dimension p et n et � e = (e1; : : : ; ep) une base de Ef = (f1; : : : ; fn) une base de F .Soit u 2 L(E; F ) une appli
ation lin�eaire d�e�nie par : 8j 2 [[1;p℄℄; u(ej) = nXi=1 aijfi .On appelle, matri
e de u relativement aux bases e et f , la matri
e d�e�nie par :Mate;f (u) =Matf�u(e1); : : : ; u(ep)� = 0B�a11 : : : a1p... ...an1 : : : anp1CA 2Mn;p(K )Remarque 10.1. Cette d�e�nition doit être PARFAITEMENT 
onnue !!!2. Par sou
is de 
oh�eren
e, il faut imp�erativement respe
ter les notations utilis�ees pour les indi
es !!3. Si u 2 L(E), on 
hoisit en g�en�eral f = e. On notera alors Mate(u) la matri
e de u dans la base e.3



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/4. Si e et f sont les bases 
anoniques de E et de F alors on dira que Mate;f (u) est la matri
e 
anonique de u.5. La matri
e d'une forme lin�eaire est une matri
e ligne (
f plus loin).6. Si u 2 L(E; F ) ave
 dimE = p et dimF = n, alors la matri
e de u appartient �a Mn;p(K ).Exemple 3.1. D�eterminer la matri
e de l'appli
ation idE dans la base B = (e1; : : : ; en) de E un K -ev.2. D�eterminer la matri
e 
anonique de D 2 L(R4 [X ℄) d�e�ni par : D : P 7! P 0.3. D�eterminer la matri
e 
anonique de u 2 L(R3 ; R2 ) d�e�nie par : � x0 = 2x� y + 3zy0 = x� 2z dans les bases 
anoniques.Proposition 2 : E�et des OEL et OECu 2 L(E; F ) ave
 e = (e1; : : : ; ep) une base de E et f = (f1; : : : ; fn) une base de F .On note A = Matef u.1. Une op�eration �el�ementaire sur les 
olonnes (OEC) de A revient �a modi�er de fa�
on semblable la base e.2. Une op�eration �el�ementaire sur les lignes (OEL) de A revient �a modi�er de fa�
on semblable la base f .On appelle qu'une op�eration �el�ementaire sur les 
olonnes 
onsite �a : "�e
hanger la pla
e de 2 
olonnes", "multiplierune 
olonne par un s
alaire non nul" et "additionner une 
olonne �a une autre".Preuve 2 : Par sou
is d'�e
riture, on pourra utiliser une matri
e 2� 3.Remarque 11. Base adapt�ee �a un proje
teur :Soit p la proje
tion d'un ev E sur F parall�element �a G (E = F �G).On appellera base adapt�ee au proje
teur p une base e 
onstitu�ee en r�eunissant une base de F et un base de G.Donner la matri
e de p dans une telle base?Comment d�e�nir la notion de base adapt�ee �a une sym�etrie s?Th�eor�eme Fondamental 3 : L(E; F ) et Mn;p(K ) sont isomorphesSoit E un K -ev de dimension p de base e et F un K -ev de dimension n de base f .Alors l'appli
ation �e;f : L(E; F ) �! Mn;p(K )u 7! Mate;f (u) est un isomorphisme d'espa
es ve
toriels.Preuve 3 :1. L(E;F ) et Mn;p(K ) sont bien des K espa
es ve
toriels.2. On montre fa
ilement qu'il s'agit bien d'une appli
ation lin�eaire.3. On montre fa
ilement que ker�e;f = f0Eg. D'o�u l'inje
tivit�e.4. La surje
tivit�e est quasi-imm�ediate.Remarque 12.1. Ce th�eor�eme est fondamental 
ar il permet d'identi�er matri
es et appli
ations lin�eaires.En d'autres termes, toute matri
e peut s'interpr�eter 
omme une appli
ation lin�eaire, et toute appli
ation lin�eairepeut se repr�esenter sous la forme d'une matri
e. Apr�es avoir, bien entendu, 
hoisi les bases de d�epart et d'arriv�ee !!2. Si A est une matri
e de Mn;p(K ), alors l'unique appli
ation u : K p 7! Kn qui admet A pour matri
e 
anoniqueest appel�e l'appli
ation lin�eaire 
anonique asso
i�ee �a A.3. Lorsque les bases e et f sont les bases 
anoniques de E et F , on dira que A est la matri
e 
anoniquement asso
i�ee�a l'appli
ation u.Exemple 4. D�eterminer l'expression analytique de l'appli
ation lin�eaire 
anonique asso
i�ee �a la matri
e : �2 1 30 �3 5�.Corollaire 4 : Soit E un K -ev de dimension p de base e et F un K -ev de dimension n de base f .Soient u et v des appli
ations lin�eaires de E dans F de matri
es respe
tives U et V dans e et f .Alors : u = v () U = VPreuve 4 : Cons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme.Remarque 13.1. En parti
ulier, u = 0() U = 0. 4



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/2. On pourra don
, sans diÆ
ult�e passer d'une �egalit�e entre appli
ations lin�eaires �a une �egalit�e matri
ielle. Plusg�en�eralement, en raison de la lin�earit�e de �ef , on pourra traduire une 
ombinaison lin�eaire entre appli
ationslin�eaires par la même 
ombinaison lin�eaire entre les matri
es asso
i�ee.A 
ondition bien entendu que les matri
es 
orrespondent aux matri
es des appli
ations lin�eaires dans les mêmesbases.Corollaire 5 : Dimension de L(E; F )Si E et F sont deux ev de dimension �nie, alors dimL(E; F ) = dimE � dimFPreuve 5 :D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, L(E; F ) et Mn;p(K ) sont isomorphes ave
Mn;p(K ) de dimension �nie.On montre alors que L(E; F ) est n�e
essairement de dimension �nie.On en d�eduit l'�egalit�e des dimensions.D�efinition 8 : Matri
e d'une forme lin�eaire dans une baseSoit E un K -ev de dimension p, e = (e1; : : : ; ep) une base de E et e0 = (1) la base 
anomique de K .Soit � 2 E? une forme lin�eaire.La matri
e de � dans les bases e; e0 est la matri
e ligne suivante :Mate(�) = ��(e1); : : : ;�(ep)� 2M1;p(K )Remarque 14.1. R�e
iproquement, toute matri
e ligne s'interpr�ete 
omme la matri
e d'une forme lin�eaire de (Rp )?.2. Remarquer que pour exprimer la matri
e d'une forme lin�eaire, on prend toujours la base 
anonique de K .D�efinition 9 : Matri
e d'une famille de n formes lin�eairesSoient � = ('1; : : : ; 'n) une famille de n formes lin�eaires sur un K -ev E de dimension p. Soit e une base de E.On appelle matri
e de la famille � dans e la matri
e dont la ieme ligne est la matri
e de 'i dans e.Remarque 15.Toute matri
e de Mn;p(K ) peut don
 s'interpr�eter 
omme la matri
e d'une famille de n formes lin�eaires sur K p .3 Produit matri
iel3.1 D�e�nition et propri�et�esD�efinition 10 : Produit de matri
esSoit deux matri
es A = (aij) 2Mn;q(K ) et B = (bij) 2Mq;p(K ).On d�e�nit la matri
e produit AB = (
ij) 2Mn;p(K ) par :8(i;j) 2 [[1;n℄℄� [[1;p℄℄ 
ij = qXk=1 aikbkj

Produit matri
iel :Remarque 16. 5



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/1. la multipli
ation de 2 matri
es n'est possible que si le nombre de 
olonnes de la premi�ere est �egal au nombrede lignes de la deuxi�eme.2. La formule donnant le terme 
ij d'un produit de matri
es est tr�es souvent utilis�ee en exer
i
e ou dans lesd�emonstrations. Il faut don
 la retenir par 
oeur !!!Exemple 5. E�e
tuer le produit de matri
es suivant : �1 2 34 5 6� 0� 1 0 �10 1 1�1 0 1 1AExer
i
e : 11. Soient A 2Mn;p(K ) et B 2Mq;r(K ).A quelle 
ondition les produits AB et BA sont-ils simultan�ement possibles?Que dire dans 
e 
as, des deux matri
es produits obtenues?2. V�eri�er que le produit AtA est toujours possible, et donner la parti
ularit�e de 
ette matri
e produit.Quelle parti
ularit�e suppl�ementaire a la diagonale de AtA lorsque K = R ?Th�eor�eme 6 : Matri
e d'une 
ompos�ee d'appli
ations lin�eairesOn 
onsid�ere trois K -ev E, F et G de dimensions respe
tives p; q et n et deux appli
ations lin�eaires u et v :E u�! F v�! GSi e; f et g sont des bases de E; F et G, alors Mate;g(v Æ u) =Matf;g(v)Mate;f (u).Preuve 6 : Dans 
ette d�emonstrations, il faut 
hoisir judi
ieusement les indi
es 
ourants. On prendra :1. j l'indi
e 
ourant de la base e (
oh�erent ave
 le 
hoix de p pour la dimension de E)2. i l'indi
e 
ourant de la base g (
oh�erent ave
 le 
hoix de n pour la dimension de G)3. k l'indi
e 
ourant de la base fOn appelera alors :1. A la matri
e de v dans les bases f , g.2. B la matri
e de u dans les bases e, f .Il faut alors d�eterminer pour tout j 2 [[1;p℄℄ l'expression de v Æ u(ej) dans la base g.On montre alors que la iieme 
oordonn�ee de v Æ u(ej) n'est autre que 
ij = qXk=1 aikbkj .Remarque 17. Ave
 les notations habituelles, on aura ainsi : w = v Æ u()W = V UTh�eor�eme 7 : Propri�et�es de la multipli
ation1. Asso
iativit�e : Si A 2Mn;p(K ), B 2Mp;q(K ) et C 2Mq;r(K ), on a : A� (B � C) = (A�B)� C2. Bilin�earit�e : En prenant les matri
es et les s
alaires dans des ensembles adapt�es, on a :(a) A� (B + C) = A�B +A� C(b) (A+B)� C = A� C +B � C(
) � � (A�B) = (� � A)�B = A� (� � B)3. Commutativit�e : Qu'en pensez-vous?....Preuve 7 : Simples 
al
uls ... dont on se dispensera ...Exer
i
e : 21. Le produit suivant est-il possible? 2664 1 2 0�1 1 20 �1 32 1 1 377524 1 2�1 02 1 35� 1 3 �1 20 1 �2 4 �2. Quelle est la taille de la matri
e r�esultat?3. E�e
tuer le 
al
ul.Exer
i
e : 3 6



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Soit deux appli
ations lin�eairesu : R3 �! R2(x; y; z) 7! (x� y; x+ y + z) et v : R2 �! R3(x; y) 7! (x+ y; x+ 2y; x� y)On note e la base 
anonique de R3 et f la base 
anonique de R2 .1. E
rire Mate;f (u) et Matf;e(v)2. E
rire Mate;e(v Æ u) et Matf;f (u Æ v)3. Donner l'expression analytique de u Æ v et v Æ u.Th�eor�eme 8 : Transpos�ee d'un produitSoit A 2Mn;p(K ) et B 2Mp;q(K ). Alors t (AB) = tBtAPreuve 8 : Simple 
al
ul.3.2 Re
her
he du noyau et de l'image d'une appli
ation lin�eaireTh�eor�eme 9 : �E
riture matri
ielle de l'image d'un ve
teur par une appli
ation lin�eaireSoit deux K -ev E et F de � dimensions respe
tives p et nbases respe
tives e et f .Soient : x 2 E et X =Mate(x) sa matri
e dans la base e.u 2 L(E; F ) et U =Mate;f (u) sa matri
e dans les deux bases e et f .La matri
e de u(x) est UXPreuve 9 : Il s'agit d'une simple v�eri�
ation.Remarque 18. On aura ainsi : u(x) = v(x)() UX = V XExemple 6. Soit u 2 L(R2 [X ℄; R2 ) de matri
e U = �1 2 33 2 1� dans les bases 
anoniques. Cal
uler u(X2 �X + 2).Corollaire 10 :Soient deux matri
es A; B 2Mn;p(K ). Alors on a l'�equivalen
e suivante :AX = BX 8X 2Mp;1(K ) () A = BPreuve 10 : Corollaire imm�ediat du th�eor�eme pr�e
�edent ...Remarque 19. Cette �equivalen
e est la tradu
tion de l'�egalit�e des appli
ations : u = v () u(x) = v(x) 8x 2 Df .ATTENTION !! Ce n'est pas par
e que AX0 = BX0 pour un X0 donn�e que A = B. Trouver un exemple !Remarque 20. Si A 2Mn;p(K ), on a alors : A = 0() AX = 0 8X 2Mp;1(K ).Exer
i
e : 4Soit E un K -ev de dimension n et u 2 L(E) un endomorphisme tel que 8� 2 E?, � Æ u = 0E? .Montrer que u = 0.D�efinition 11 : Noyau et Image d'une matri
eSoit A 2Mn;p(K ) de ve
teurs 
olonnes A = (C1; : : : ; Cp).On appelle :� noyau de A l'ensemble kerA = fX 2Mp;1(K ) j AX = 0g� image de A l'ensemble ImA = fAX 2Mn;1(K ) j X 2Mp;1(K )g = Ve
t(C1; : : : ; Cp)Exemple 7. D�eterminer le noyau et l'image de la matri
e A = 0�2 0 4 11 0 2 22 0 4 31A.7



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Re
her
he du noyau et de l'image d'une appli
ation lin�eaireSoit u 2 L(E; F ) o�u E et F sont deux K -ev de � dimensions respe
tives p et nbases respe
tives e et f .Soit A =Mate;f (u) que l'on note A = (C1; : : : ; Cp).- si x 2 E on notera X =Mate(x) sa matri
e dans la base e.- si y 2 F on notera Y =Matf (y) sa matri
e dans la base f .1. Re
her
he du NOYAU de u : On a : x 2 keru() X 2 kerA (() AX = 0)Ainsi :(a) on d�etermine kerA sous la forme kerA = Ve
t(U1; : : : ; Uq).(b) on en d�eduit que keru = Ve
t(u1; : : : ; uq) ave
 8k 2 [[1;q℄℄, uk 2 E tel que Uk =Mate(uk).2. Re
her
he de l'IMAGE de u : On a : y 2 Imu() Y 2 ImAAinsi :(a) on d�etermine ImA = Ve
t(C1; : : : ; Cp) (en prenant soin d'�eliminer les ve
teurs redondants).(b) on en d�eduit que Imu = Ve
t(
1; : : : ; 
p) ave
 8k 2 [[1;p℄℄, 
k 2 F tel que Ck =Matf (
k).Proposition 11 : Si A 2Mn;p(K ) alors :dim kerA+ dim ImA = pPreuve 11 : On introduit l'endomorphisme u 2 L(K p ; Kn ) 
anoniquement asso
i�e �a A auquel on applique leth�eor�eme du rang.Il ne reste plus qu'�a prouver que keru et kerA ont même dimension ainsi que Imu et ImA �a l'aide d'isomophismesbien 
hoisis.Exemple 8. Assurez-vous que 
e r�esultat est v�eri��e dans l'exemple pr�e
�edent.Exemple 9. Soit la matri
e : A = 0�2 0 4 11 0 2 22 0 4 31A.1. D�eterminer kerA et ImA.2. D�eterminer keru et Imu dans le 
as o�u A =Mate;f (u) ave
 u 2 L(E; F ) et e et f des bases de E et F .3. D�eterminer keru et Imu dans le 
as o�u u 2 L(R4 ; R2 [X ℄) et � e la base 
anonique de R4f = (1; X � 1; (X � 1)2) .D�efinition 12 : Rang d'une matri
eSoit une matri
e A 2Mnp(K ) et C1; : : : ; Cp 2 Kn ses ve
teurs 
olonnes.On appelle rang de la matri
e A, le rang du syst�eme de ve
teurs (C1; : : : ; Cp) dans l'espa
e Kn .rgA = dim ImAProposition 12 : Le rang d'une matri
e est le rang de l'appli
ation lin�eaire qu'elle repr�esenteSoit une matri
e A 2Mnp(K ).Soit deux K -ev E (dimension p) et F (dimension n) munis de deux bases e et f .On sait qu'il existe une unique appli
ation lin�eaire u 2 L(E; F ) telle que Mate;f (u) = A. Alorsrg(A) = rg(u)Preuve 12 : E�e
tu�ee lors de la d�emonstration de la proposition 11.Remarque 21. Le rang de u 2 L(E; F ) n'est autre que le rang de sa matri
e exprim�ee dans des bases e et f quel
onques.On pourra le d�eterminer �a l'aide de l'algorithme du rang.Exer
i
e : 5Endomorphismes de rang 1 8
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/1. Soit E un K -ev de dimension n et un endomorphisme f 2 L(E) de rang 1.Montrer qu'il existe � 2 K tel que f2 = �f .2. Soit A 2Mn(K ). Montrer que rg(A) = 1() 9(X; Y ) 2Mn;1(K )2 A = X tY4 L'alg�ebre des matri
es 
arr�ees.4.1 G�en�eralit�esD�efinition 13 : Matri
e 
arr�eeOn appelle matri
e 
arr�ee d'ordre n �a 
oeÆ
ients dans le 
orps K , une matri
e de taille n� n.On note Mn(K ) l'ensemble des matri
es 
arr�ees d'ordre n.Dans le 
as des endomorphismes, 
omme l'espa
e ve
toriel de d�epart et d'arriv�ee sont les mêmes, on les munira poursimpli�er, de la même base. D'o�u la d�e�nition suivante :D�efinition 14 : Matri
e d'un endomorphisme dans une baseSoit E un K -ev de dimension n et u 2 L(E).Soit une base e = (e1; : : : ; en) de E.On appelle matri
e de l'endomorphisme u dans la base e, la matri
e de l'appli
ation lin�eaire u relativement auxbases e et e : Mate(u) =Mate;e(u)Exer
i
e : 6Soit E =M2 (K ) et A 2 E: On d�e�nit deux appli
ations u et v par : u : E �! EM 7! AM et v : E �! EM 7! MA1. Donner une base B de E.2. V�eri�er que u; v 2 L (E) et donner leur matri
e dans B:3. G�en�eraliser le r�esultat aux matri
es d'ordre n:D�efinition 15 : Matri
e identit�eOn appelle In = 0BBBB�1 0 : : : 00 1 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 11CCCCA 2Mn(K ) la matri
e identit�e de Mn(K ).Remarque 22. Habituellement, la matri
e d'un endomorphisme, d�epend de la base 
hoisie.Cependant, si E est un K -ev de dimension n, les endomorphismes � idE (ave
 � 2 K ) sont des ex
eptions puisqu'ilsadmettent pour matri
e �In dans n'importe quelle base de E.Th�eor�eme 13 : L'alg�ebre Mn(K )Muni des lois d�e�nies pr�e
�edemment :1. (Mn(K ); + ; :) est un K -ev de dimension n22. (Mn(K ); + ; �) est un anneau d'�el�ement neutre In pour la multipli
ation.3. (� � A)�B = A� (� � B) = � � (A�B).Preuve 13 :1. On sait que (Mn(K ); + ; :) est un K -ev. Sa dimension est donn�ee par un th�eor�eme pr�e
�edent.2. Pour prouver que (Mn(K ); + ; �) est un anneau, il reste �a prouver que :� Mn(K ) est stable par la multipli
ation. OK !� la multipli
ation est asso
iative et qu'elle admet un �el�ement neutre. OK !� la distributivit�e de la multipli
ation sur l'addition. OK !3. Simple v�eri�
ation.Remarque 23. Un ensemble qui admet 
es 3 propri�et�es est appel�ee une K -alg�ebre asso
iative et unitaire.
9
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 14 : Identi�
ation de L(E) et de Mn(K )Si E est un K -ev de dimension n muni d'une base e, alors l'appli
ation :� : �L(E);+ ; � ;Æ� �! �Mn(K ); + ; � ;��u 7! Mate(u) est un isomorphisme d'anneau et d'espa
e ve
toriel.Preuve 14 : On sait d�ej�a que � est une bije
tion et que les ensembles d'arriv�ee et de d�epart sont des anneauxet des espa
es ve
toriels. Il ne reste don
 plus qu'�a montrer que :1. �(u+ �:v) = �(u) + �:�(v) 2. �(u Æ v) = �(u):�(v) 3. �(IdE) = InD�efinition 16 : Si e est la base 
anonique de Kn :1. L'appli
ation � : L(Kn ) �! Mn(K )u 7! Mate(u) est appel�e l'isomorphisme 
anonique de L(Kn ) surMn(K ).2. L'ant�e
�edent de A 2Mn(K ) par � est appel�e l'endomorphisme 
anoniquement asso
i�e �a A.Exer
i
e : 7D�emontrer que la matri
e A = 0� 0 �1 �1�1 0 �11 1 2 1A est la matri
e d'un proje
teur de R3 dans une base e donn�ee.Proposition 15 : Les non-propri�et�es de l'alg�ebre Mn(K )1. l'anneau Mn(K ) n'est pas 
ommutatif : en g�en�eral AB 6= BA2. l'anneau Mn(K ) n'est pas int�egre : AB = 0 6) A = 0 ou B = 03. l'anneau Mn(K ) n'est pas un 
orps.Preuve 15 :1. Il suÆt de prendre un exemple.2. Il suÆt de prendre un exemple.3. Cons�equen
e des propri�et�es pr�e
�edentes.Proposition 16 : Formules :Soit p 2 N et A; B 2Mn(K ) v�eri�ant AB = BA .Puisque (Mn(K ); + ;�) est un anneau, on a :1. (A+B)p = pXk=0CkpAkBp�k (binôme)2. Ap �Bp = (A�B)(Ap�1 +Ap�2B + � � �+ABp�2 +Bp�1)3. (In �Ap) = (In �A)(In +A+A2 + � � �+Ap�1)Preuve 16 : Il s'agit des formules usuelles valables dans tout anneau.Remarque 24. On utilise souvent la formule du binôme pour 
al
uler les puissan
es d'une matri
e.Exer
i
e : 81. Soit A une matri
e 
arr�ee nilpotente (telle qu'il existe une puissan
e nulle).Montrer que la matri
e (I �A) est inversible.2. Soit deux s
alaires (a; b) 2 R2 et la matri
e A = �a 0b a�. D�eterminer la matri
e An pour n 2 N.3. Soit la matri
e A = 0�0 0 11 0 00 1 01A. Cal
uler A2; A3 et en d�eduire 8n 2 N l'expression de la matri
e An.10
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Les r�esultats ou les m�ethodes pr�e
�edents sont �a retenir : on les ren
ontrera souvent dans les exer
i
es ...4.2 Tra
e d'une matri
e 
arr�eeD�efinition 17 : Tra
e d'une matri
eSoit M 2Mn(K ).On appelle tra
e de la matri
e M , la somme de ses 
oeÆ
ients diagonaux : Tr(M) = nXi=1 aiiProposition 17 : Propri�et�es remarquables1. L'appli
ation Tr : Mn(K ) 7! K est une forme lin�eaire.2. Pour toute matri
e A; B 2Mn(K ), on a Tr(AB) = Tr(BA).Preuve 17 :1. Au
une diÆ
ult�e.2. Il suÆt de faire le 
al
ul.Remarque 25. V�eri�er sur un exemple que en revan
he : Tr(ABC) 6= Tr(ACB)Exer
i
e : 91. D�emontrer que : 8X 2Mn(K ); Tr(AX) = Tr(BX) () A = B2. D�eterminer toutes les matri
es X 2Mn(K ) telles que : X +Tr(X)A = B.3. Existe-t-il deux matri
es A; B 2Mn(K ) v�eri�ant : AB �BA = In ?5 Matri
es remarquables5.1 Matri
es s
alairesCe sont des matri
es de la forme : M = �In = 0BBBB�� 0 : : : 00 � . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 �1CCCCA ; o�u � 2 KTh�eor�eme 18 : L'ensemble des matri
es s
alaires est � un sous-anneauun sev de Mn(K ).Preuve 18 : Pour d�emontrer qu'il s'agit d'un sous-anneau et d'un sev de Mn(K ), il suÆt de :1. Prouver que 
et ensemble 
ontient In.2. Prouver la stabilit�e par 
ombinaison lin�eaire.3. Prouver la stabilit�e par la multipli
ation.Remarque 26. On dit alors que 
et ensemble est une sous-alg�ebre de dimension 1 de l'alg�ebre (Mn(K ); + ; � ; :)5.2 Matri
es diagonalesCe sont des matri
es de la forme : D = 0BBBB�d1 0 : : : 00 d2 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 dn1CCCCA = Diag(d1; : : : ; dn) o�u (d1; : : : ; dn) 2 KnTh�eor�eme 19 : L'ensemble des matri
es diagonales est � un sous-anneauun sev de dimension n de Mn(K ).11
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 19 : M�ethode pr�e
�edente.Remarque 27. On dit alors que 
et ensemble est une sous-alg�ebre de dimension n de l'alg�ebre (Mn(K ); + ; � ; :)Remarque 28. Le produit de deux matri
es diagonales s'obtient en faisant le produit des �el�ements diagonaux :Diag(d1; : : : ; dn)�Diag(d01 : : : ; d0n) = Diag(d1d01; : : : ; dnd0n)5.3 Matri
es triangulairesD�efinition 18 : Matri
e triangulaire sup�erieureSoit une matri
e U = (uij) 2Mn(K ).On dit que 
ette matri
e U est triangulaire sup�erieure ssi : 8(i;j) 2 [[1;n℄℄2; i > j ) uij = 0.Ce sont don
 les matri
es de la forme : U = 0BBB�u11 : : : u1n0 u22... . . . . . . ...0 : : : 0 unn1CCCARemarque 29. On a bien sûr une d�e�nition �equivalente pour les matri
es triangulaires inf�erieures.Th�eor�eme 20 :L'ensemble des matri
es triangulaires sup�erieures est � un sous-anneauun sev de Mn(K ) de dimension n(n+ 1)2 .Preuve 20 :1. M�ethode usuelle.2. On d�etermine la dimension en exhibant une base ...Remarque 30. On dit alors que 
et ensemble est une sous-alg�ebre de l'alg�ebre (Mn(K ); + ; � ; :)Remarque 31. Une matri
e �a la fois triangulaire inf�erieure et sup�erieure est diagonale.5.4 Matri
es sym�etriques, antisym�etriquesD�efinition 19 : Matri
es sym�etriques, antisym�etriques1. On dit qu'une matri
e 
arr�ee A est sym�etrique ssi tA = A.On note Sn l'ensemble des matri
es sym�etriques.2. On dit qu'une matri
e 
arr�ee A est antisym�etrique ssi tA = �A.On note An l'ensemble des matri
es antisym�etriques.Remarque 32. La matri
e A = 0�1 2 32 4 53 5 61A est sym�etrique et la matri
e B = 0� 0 2 �3�2 0 53 �5 0 1A est antisym�etrique.Remarque 33. Les �el�ements diagonaux d'une matri
e antisym�etrique sont tous nuls.Th�eor�eme 21 : 8><>: Sn est un sous-espa
e de Mn(K ) de dimension n(n+ 1)2An est un sous-espa
e de Mn(K ) de dimension n(n� 1)2 et Mn(K ) = Sn �AnPreuve 21 :1. On d�emontre que Sn et An sont des sev de Mn(K ) en exhibant des bases.On d�etermine alors la dimension en 
omptant le nombre d'�el�ements 
ontenus dans 
es bases.2. (a) Pour prouver que Mn(K ) = Sn +An, on e�e
tuera une analyse.(b) On prouve alors fa
ilement que la somme est dire
te en d�eterminant l'interse
tion des deux sev.Remarque 34. Sn et An ne sont pas stables par la multipli
ation. Ce ne sont don
 pas des sous-alg�ebres de Mn(K ).12
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al.delahaye1.free.fr/Exer
i
e : 10Soient A; B 2Mn(K ) deux matri
es sym�etriques.1. Trouver une 
ondition n�e
essaire et suÆsante sur A et B; pour que le produit AB soit en
ore sym�etrique.2. Les puissan
es su

essives de A sont elles sym�etriques?3. Si A est inversible, A�1 est elle sym�etrique?6 Le groupe des matri
es inversibles.D�efinition 20 : Matri
e inversibleSoit une matri
e 
arr�ee A 2Mn(K ).On dit qu'elle est inversible si et seulement si il existe une matri
e B 2Mn(K ) telle queAB = BA = InOn note GLn(K ) l'ensemble des matri
es inversibles.Th�eor�eme 22 : Elles forment un groupeL'ensemble des matri
es inversibles (GLn(K );�) est un groupe d'�el�ement neutre la matri
e identit�e In.Preuve 22 : Il n'existe pas de groupe 
onnu dont (GLn(K );�) serait un sous-groupe.Il faut par 
ons�equent, red�emontrer 
haque propri�et�e une �a une (non vide, stabilit�e par la multipli
ation,asso
iativit�e, �el�ement neutre, �el�ement sym�etrique).Remarque 35.1. Bien entendu, le groupe des matri
es inversibles de Mn(K ) n'est pas 
ommutatif !!2. Ce groupe est appel�e le groupe lin�eaire.Th�eor�eme 23 : Si A et B sont deux matri
es GLn(K ), alors : (AB)�1 = B�1A�1 et (A�1)�1 = A.Preuve 23 : Pas de diÆ
ult�e du fait de l'asso
iativit�e de la multipli
ation !D�etermination de l'inverse d'une matri
e �a l'aide d'un syst�emeSoit A 2 GLn(K ). Si X et Y 2Mn;1(K ) sont tels que : Y = AX , on a alors X = A�1Y .Pour trouver la matri
e A�1, il suÆt don
 de r�esoudre le syst�eme Y = AX .Remarque 36. Nous avons "A 2 GLn(K ) () Y = AX admet une unique solution". Par 
ons�equent, si en inversant lesyst�eme Y = AX on obtient une unique solution X alors A est inversible et la matri
e B telle que X = BY est A�1.Exemple 10. D�eterminer l'inverse de la matri
e A = 0�1 1 32 1 01 1 11A.Th�eor�eme 24 :Soit E un K -ev de dimension n et e une base de E.L'appli
ation �e : (GL(E); Æ) �! (GLn(K ); �)u 7! Mate(u) est un isomorphisme de groupes.Preuve 24 : Pas de diÆ
ult�e.Th�eor�eme Fondamental 25 : Cara
t�erisations des matri
es inversiblesSoit une matri
e 
arr�ee A 2Mn(K ). Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :1. A 2 GLn(K ).2. A est inversible �a gau
he : 9B 2Mn(K ) tq BA = In et dans 
e 
as, B = A�1.3. A est inversible �a droite : 9B 2Mn(K ) tq AB = In et dans 
e 
as, B = A�1.4. Pour X 2Mn;1(K ) : AX = 0) X = 0.5. rg(A) = n.On verra aussi dans le 
ours sur les d�eterminants que : A 2 GLn(K ) () detA 6= 0.13
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 25 :� En utilisant l'endomorphisme 
anoniquement asso
i�e �a A, on d�emontre fa
ilement que 
ha
une des propri�et�es2), 3), 4) et 5) impliquent que la matri
e A est inversible.� La r�e
iproque est fa
ile.Remarque 37. Une matri
e triangulaire est inversible ssi ses termes diagonaux sont tous non nuls.Exemple 11. (�) D�emontrer que la matri
e suivante est inversible : A = 0�1 1 32 1 01 1 11ATh�eor�eme 26 : Soit A = �a b
 d� 2M2(K ). On a alors : A est inversible () ad� 
b 6= 0 .Et dans 
e 
as : A�1 = 1ad� 
b � d �b�
 a �Preuve 26 : On peut r�esoudre le syst�eme AX = Y ou montrer dire
tement que la formule 
onvient.Exer
i
e : 111. (�) Soient deux matri
es 
arr�ees non nulles A; B 2Mn(K ) v�eri�ant AB = 0.Montrer qu'au
une des 2 matri
es n'est inversible.2. (�) Soit une matri
e 
arr�ee A 2Mn(K ) inversible.Montrer que la matri
e tA est inversible et d�eterminer son inverse (tA)�1.Exer
i
e : 12(��) Soit une matri
e A 2Mn(R) antisym�etrique. On pose M = I +A.1. Soit une matri
e 
olonne X 2Mn;1(R). Cal
uler la matri
e tXAX2. En d�eduire que la matri
e M est inversible.Exer
i
e : 13(��) On 
onsid�ere une matri
eA 2Mn(C ), A = (aij)1�i;j�n �a diagonale dominante : 8i 2 [[1;n℄℄2; jaiij > nXj=1 (j 6=i)jaij j.Montrer que la matri
e A est inversible.7 L'algorithme du rangL'algorithme du rang est une m�ethode algorithmique permettant de d�eterminer le rang d'une matri
e par des op�erations�el�ementaire su

essives sur les lignes (OEL) les 
olonnes (OEC) de la matri
e. Il permet don
 en parti
ulier de v�eri�ersi une matri
e 
arr�ee est inversible ou pas.En premi�ere partie, nous allons nous assurer que la rang d'une matri
e est in
hang�e par OEL ou OEC, puis nousd�e
rirons l'algorithme utilisant des OEL et OEC a�n de re
her
her le rang d'une matri
e.7.1 Matri
es asso
i�ees aux OEL et aux OECLemme 27 : Produits de matri
es de la base 
anoniqueSoient fEij j (i; j) 2 [[1;n℄℄2g la base 
anonique de Mn(K ). On a alors :Eqr �Est = ÆrsEqtPreuve 27 : Simple 
al
ul ...Lemme 28 : E�et du produit par une matri
e de la base 
anoniqueSoit A 2Mnp(K ). On notera L1, . . . , Ln ses lignes et C1, . . . , Cp ses 
olonnes.Soient fEij j (i; j) 2 [[1;q℄℄2g la base 
anonique de Mq(K ) (q = n ou q = p selon le 
as).On a alors :1. E�e
tuer Eij �A revient �a pla
er Lj �a la pla
e de Li et annuler toutes les autres lignes.2. E�e
tuer A�Eij revient �a pla
er Ci �a la pla
e de Cj et annuler toutes les autres 
olonnes.14
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 28 : Simples 
al
uls ...D�efinition 21 : Soit A 2Mpq(K ).On appelle op�eration �el�ementaire sur les lignes (OEL), une des 3 op�erations suivantes :1. L'�e
hange de deux lignes (Li $ Lj)2. La multipli
ation d'une ligne par un s
alaire non nul (�Li ! Li)3. L'ajout d'une autre ligne fois un s
alaire �a une ligne donn�ee (Li + �Lj ! Li)Remarque 38. On d�e�nit de la même fa�
on les op�erations �el�ementaires sur les 
olonnes (OEC).D�efinition 22 : Matri
es asso
i�eesPour (i; j) 2 [[1;n℄℄2 ave
 i 6= j et � 6= 0, soient les matri
es suivantes de Mn(K ).1. Dni (�) = In + (�� 1)Eii 2. Tnij(�) = In + �Eij 3. Pnij = In �Eii �Ejj +Eij +Eji
Ces 3 matri
es sont inversibles 
ar :1. Dni (�):Dni ( 1� ) = In 2. Tnij(�):Tnij (��) = In 3. [Pnij ℄2 = InTh�eor�eme 29 : E�et de la multipli
ation par une matri
e asso
i�eeSoit A 2Mpq(K ).1. E�e
tuer Dpi (�) �A revient �a e�e
tuer l'op�eration �Li ! Li2. E�e
tuer T pij(�) �A revient �a e�e
tuer l'op�eration Li + �Lj ! Li2. E�e
tuer P pij(�)�A revient �a e�e
tuer l'op�eration Li $ LjPreuve 29 : Il suÆt de d�e
omposer le 
al
ul.Remarque 39. Multiplier �a droite par Dqi (�), T qij(�) et P qij(�) revient �a e�e
tuer les mêmes op�erations sur les 
olonnes.7.2 Les OEL et OEC 
onservent le rangTh�eor�eme 30 : La multipli
ation par une matri
e inversible 
onserve le rangSoit une matri
e re
tangulaire M 2Mnp(K ).Soit A une matri
e inversible de Mn(K ) et B une matri
e inversible de Mp(K ). Alors :rg(AM) = rg(MB) = rg(M)Preuve 30 : On sait que la 
omposition (�a droite et �a gau
he) par un isomorphisme ne 
hange pas le rang d'unendomorphisme.Pour d�emontrer 
e th�eor�eme, on 
onsid�ere don
 les endomorphismes 
anoniques asso
i�es �a M , A et B.Th�eor�eme Fondamental 31 :Les op�erations �el�ementaires sur les lignes ou sur les 
olonnes ne modi�ent pas le rang d'une matri
e.Preuve 31 : Cons�equen
e dire
te du th�eor�eme pr�e
�edent.

15
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al.delahaye1.free.fr/7.3 Appli
ations pratiques7.3.1 Re
her
he du rang d'une matri
eL'algorithme du rang 
onsiste �a transformer une matri
e en e�e
tuant des op�erations �el�ementaires sur ses lignes et ses
olonnes. Nous avons vu en e�et, que 
e type d'op�erations ne modi�e pas le rang d'une matri
e. Le prin
ipe 
onsistedon
 �a e�e
tuer des op�erations judi
ieuses a�n d'obtenir une matri
e dont le rang se d�etermine fa
ilement.Th�eor�eme 32 : Transformation d'une matri
e par OEL et OECTout matri
e A 2Mnp(K ) se transforme par OEL et OEC en une matri
e de la forme :0BBBBBBBBB�
1 X : : : X X : : : X0 . . . . . . ... ... ...... . . . . . . X ... ...0 : : : 0 1 X : : : X... ... ... ...0 : : : : : : 0 0 : : : 0

1CCCCCCCCCA (Xrepr�esente un 
oeÆ
ient quel
onque)
Le rang de la matri
e A est alors �egal au nombre de 1 apparaissant sur la diagonale.Preuve 32 : DiÆ
ile �a d�e
rire en quelques lignes ...Remarque 40. Les OEC servent �a pla
er �a droite de la matri
e les 
olonnes nulles apparaissant au 
ours de le trans-formation et �a annuler une 
olonne proportionnelle �a une autre.Exemple 12. (�) D�eterminer le rang des matri
es suivantes :1. A = 0�1 2 33 4 55 6 71A 2. B = 0BB�0 0 2 2 01 2 0 1 02 4 3 2 13 6 1 1 01CCA 3. C = 0BB� 2 30 4�1 65 01CCARemarque 41. Pour toute matri
e M 2Mnp(K ), on a : rgM � min(n; p).Re
her
he du rang d'une matri
eLorsque les exer
i
es demandent de 
al
uler le rang d'une matri
e ainsi que son image et son noyau, on pourrapro
�eder de la fa�
on suivante :1. On re
her
he le noyau (en r�esolvant AX = 0) ainsi que sa dimension (en re
her
hant une base)2. On d�etermine le rang de la matri
e (formule du rang)3. On �elimine les ve
teurs redondants des 
olonnes de la matri
e pour d�eterminer une base de l'image.7.3.2 Inversion d'une matri
eSoit A 2 GLn(K ).Lemme 33 : On peut transformer A en la matri
e In, en n'utilisant que les OEL.Preuve 33 :1. On peut transformer A en une matri
e triangulaire sup�erieure (algorithme de gauss) ne 
omportant quedes 1 sur la diagonale.2. Puis, en partant de la derni�ere 
olonne, on annule tous les 
oeÆ
ients hors de la diagonale.3. On obtient alors In.Corollaire 34 : Pour d�eterminer A�1, il suÆt d'e�e
tuer sur In les mêmes OEL que sur A.Preuve 34 : Pour d�eterminer A�1, il suÆt d'inverser le syst�eme AX = Y , 
'est �a dire AX = In:Y .Ainsi, en multipliant �a gau
he par les matri
es des OE, on �nit par obtenir In:X = A�1Y .In a don
 �et�e transform�ee en A�1. 16



Cours MPSI-2010/2011 Les Matri
es http://pas
al.delahaye1.free.fr/M�ethode d'obtention de A�11. On 
onsid�ere la matri
e B = �A j In�.2. Par appli
ation des OEL :(a) On transforme B de fa�
on �a obtenir une matri
e triangulaire �a la pla
e de A.(b) On transforme B de fa�
on �a obtenir une matri
e diagonale �a la pla
e de A.(
) On transforme B de fa�
on �a obtenir In �a la pla
e de A.3. On obtient alors la matri
e B = �In j A�1�.Exemple 13. (�) En utilisant la m�ethode pr�e
�edente, d�eterminer l'inverse de la matri
e A = 0�2 4 30 1 12 2 �11A.8 Changement de bases8.1 Matri
es de passageD�efinition 23 : Matri
e de passageSoit un K -ev E de dimension n et deux bases � e = (e1; : : : ; en)f = (f1; : : : ; fn) de E.On appelle matri
e de passage de la base e vers la base f , la matri
ePe!f =Mate(f1; : : : ; fn)Remarque 42. Bien retenir 
ette d�e�nition !!!!Exemple 14. (�)1. Dans le plan ve
toriel eu
lidien, d�eterminer la matri
e de passage de la base (�!i ; �!j ) vers la base polaire (�!u �; �!v �).Et la matri
e de passage inverse?2. Dans R3 [X ℄, d�eterminer la matri
e de passage de B1 = (1; X; X2; X3) vers B2 = (1; 2X; 3 +X + 2X2; X3).Et la matri
e de passage de B2 vers B1 ?Th�eor�eme 35 : Interpr�etation d'une matri
e de passageSi e et f sont deux bases du K -ev E de dimension n, alors : Pe!f =Matf;e(id)Preuve 35 : Matf;e(id) est la matri
e de (id(f1); : : : ; id(fn)) dans la base e. C'est �a dire Mate(f1; : : : ; fn).Th�eor�eme 36 : Inverse d'une matri
e de passageSi e; f; g sont trois bases du K -ev E de dimension n, alors : � 1) Pe!fPf!g = Pe!g2) Pe!f est inversible et P�1e!f = Pf!e .Preuve 36 :1. Soient Pf!g =Matgf id1, Pe!f =Matfeid2 et Pe!g =Matgeid3.L'�egalit�e id3 = id2 Æ id1 donne matri
iellement : Pe!g = Pe!f � Pf!g . CQFD !2. C'est une 
ons�equen
e de l'�egalit�e pr�e
�edente.Exemple 15. V�eri�er 
ette propri�et�e en utilisant les r�esultats des exemples pr�e
�edents.Th�eor�eme 37 : Une matri
e inversible s'interpr�ete 
omme matri
e de passageSoit une matri
e inversible P 2 GLn(K ) et une base e du K -ev E de dimension n.Alors il existe une base f de E telle que P = Pe!fPreuve 37 : Soit u 2 L(E) tel que u(ej) admette pour 
oordonn�ees le jeme ve
teur de P dans la base e.On a alors P =Mate(u(e1); : : : ; u(en)).Soit f = (u(e1); : : : ; u(en)). Comme u est inversible, alors f est une base de E et on a P = Pe!f .
17
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al.delahaye1.free.fr/8.2 Changement de 
oordonn�eesTh�eor�eme 38 : Pour un ve
teurSoit un K -ev E de dimension n et un ve
teur x 2 E. Soient deux bases e et e0 de l'espa
e E.On note : P = Pe!e0 et � X =Mate(x)X 0 =Mate0(x) .La relation liant les matri
es du même ve
teur x dans deux bases di��erentes s'�e
rit alors : X 0 = P�1XPreuve 38 : Il suÆt de 
onsid�erer l'appli
ation Ee idE�! Ee0 .Exer
i
e : 14(�) Dans R2 , on 
onsid�ere les bases e = (�!i ;�!j ) et e0 = (�!u ;�!v ) o�u �!u = p32 �!i + 12�!j et �!v = �12 �!i + p32 �!j .Soit E l'ensemble des ve
teurs de R2 dont les 
oordonn�ees dans e v�eri�ent l'�equation 13x2 + 7y2 + 6p3xy = 16.D�eterminer une �equation de E dans la base e0.Th�eor�eme 39 : Pour une appli
ation lin�eaireSoient E et F , deux K -ev de dimension �nie. Soit une appli
ation lin�eaire E u�! F .Soient deux bases e; e0 de E et deux bases f; f 0 de F .On note : � P = Pe!e0Q = Pf!f 0 et � A =Mate;f (u)A0 =Mate0;f 0(u)La relation liant les deux matri
es A et A0 s'�e
rit alors : A0 = Q�1APPreuve 39 : Il suÆt de remarquer que : Ee u����! FfidEx?? ??yidFEe0 u����! Ff 0Remarque 43. Ainsi, pour une forme lin�eaire ' sur un K -ev E, la formule de 
hangement d'une base e de E vers e0 o�uK reste muni de sa base 
anonique, s'�e
rit :L0 = LP o�u P = Pe!e0 et � L =Mate(')L0 =Mate0(')Remarque 44. R�e
iproquement, si P et Q sont deux matri
es inversibles et A et A0 sont deux matri
es v�eri�ant larelation A0 = PAQ, alors A et A0 sont les matri
es d'une même appli
ation lin�eaire exprim�ee dans des bases di��erentes.Dans 
e 
as, les matri
es A et A0 sont dites �equivalentes.Corollaire 40 : Pour un endomorphismeSoit un K -ev E de dimension n.Soit un endomorphisme E u�! E. Soient deux bases e; e0 de E.On note : P = Pe!e0 et � A =Mate(u)A0 =Mate0(u) .Alors, la relation liant les matri
es du même endomorphisme dans les deux bases e et e0 s'�e
rit : A0 = P�1APPreuve 40 : Il suÆt d'appliquer la formule pr�e
�edente.Remarque 45. Soit P une matri
e inversible et A et A0, deux matri
es v�eri�ant une relation de la forme A0 = P�1AP .Alors A et A0 repr�esentent le même endomorphisme exprim�e dans des bases di��erentes. Dans 
e 
as, les matri
es A etA0 sont dites semblables.Remarque 46. Comment peut-on d�e�nir la tra
e d'un endomorphisme en dimension �nie?18
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 47. On peut se souvenir de 
ette relation de 
hangement de base sous la forme d'une relation de Chasles :Mate0(u) = Pe0!eMate(u)Pe!e0Exemple 16. (�) Soit l'espa
e ve
toriel E = R2 , muni de sa base 
anonique e et les deux ve
teurs f1 = �12�, f2 = �13�.1. Montrer que le syst�eme f = (f1; f2) est une base de E. E
rire les matri
es de passage Pe!f et Pf!e.2. Soit le ve
teur x 2 R2 tel que Matex = �41�.Trouver les 
oordonn�ees du ve
teur x dans la base f .3. Soit l'endomorphisme u dont l'expression analytique dans e est u : E �! E(x; y) 7! (2x+ y; x� y) .E
rire les matri
es de 
et endomorphisme dans la base e, puis la base f et en�n les bases e et f .Exer
i
e : 15(��) Montrer que les matri
es A = �0 11 0� et B = �1 00 �1� sont semblables.Exer
i
e : 16(��) Dans la base 
anonique de R2 , d�eterminer les matri
es des l'endomorphismes u 2 L(R2 ) tels que : � ker(u) = Ve
t(1; 2)Imu = Ve
t(1; 1) .Remarque 48. Re
her
he de la matri
e de la proje
tion p sur E1 parall�element �a E2 dans une base e :1. On 
onsid�ere e0 une base obtenue en rassemblant une base de E1 et une base de E2.On exprime alors la matri
e de p dans la base e0.2. Par la formule de 
hangement de bases, on d�etermine alors la matri
e de p dans la base e.Exemple 17. D�eterminer l'expression analytique dans la base 
anonique de R2 de la proje
tion8>><>>: sur F = Ve
t�12�paralt �a G = Ve
t� 1�1� .8.3 Th�eor�eme de 
ara
t�erisation du rangD�efinition 24 : Matri
e Jr(n;p)Soient deux entiers n, p et un entier r � min(n; p). On d�e�nit la matri
e de Mnp(K )
Jr(n; p) = 0BBBBBBBBBB�

1 0 : : : 0 : : : : : : : : : 00 . . . ... ...... 1 ... ...0 : : : : : : 0 ...... . . . ...0 : : : : : : : : : : : : 0 : : : 0
1CCCCCCCCCCA ave
 r fois le 
hi�re 1 sur la diagonale

On a rg�Jr(n; p)� = r.Th�eor�eme 41 : Cara
t�erisation du rangSoit une matri
e re
tangulaire A 2Mnp(K ). Soit r 2 [[0;min(n; p)℄℄. Alors� 9P 2 GLn(K )9Q 2 GLp(K ) telles que A = PJr(n; p)Q () rg(A) = r
19
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es http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 41 :M�ethode 1 : on peut utiliser l'algorithme du rang.M�ethode 2 : on pr�ef�erera la d�emonstration suivante qui est 
onstru
tive :) La multipli
ation par une matri
e inversible ne modi�e pas le rang d'une matri
e.( Soit u 2 L(K p ; Kn ) 
anoniquement asso
i�ee �a A et r sont rang. On appelle e et f les bases 
anoniques deK p et Kn . Il s'agit de d�eterminer des bases e0 de K p et f 0 de Kn dans lesquels Mate0f 0u = Jr(n; p).(a) On 
ommen
e par d�eterminer (e0r+1; : : : ; e0p) une base de keru, que l'on 
ompl�ete en (e01; : : : ; e0p)pour obtenir une base e0 de K p .(b) La famille (u(e01); : : : ; u(e0r)) est libre. On peut la 
ompl�eter �a droite pour obtenir une base f 0 deKn .(
) La matri
e de u dans les bases e0 et f 0 est alors la matri
e Jr(n; p).En introduisant alors les matri
es de passage Pe7!e0 et Pf 7!f 0 , on obtient la relation matri
ielle 
her
h�ee.Remarque 49. Ce th�eor�eme dit qu'une matri
e de Mnp(K ) de rang r est �equivalente �a Jr(n; p). C'est �a dire, qu'en
hoisissant 
orre
tement les bases d'arriv�ee et de d�epart, toute appli
ation lin�eaire peut s'exprimer matri
iellementsous la forme d'une matri
e Jr(n; p).Exemple 18. (�) Trouver deux matri
es inversibles P et Q telles que : 0BB� 1 �4 �3 �2 22 �6 �6 �4 4�3 12 12 6 �90 2 3 0 �31CCA = PJ3(4;5)Q.Exer
i
e : 17(��) Soit M 2Mn(K ) de rang r.Montrer qu'il existe deux matri
es inversibles A et B de Mn(K ) telles que M = A+BTh�eor�eme 42 : Une matri
e et sa transpos�ee ont même rang(��) Soit une matri
e re
tangulaire A 2Mn;p(K ), alors :rg(tA) = rg(A)Preuve 42 : On utilise le th�eor�eme pr�e
�edent.Exer
i
e : 18(��) Soit la matri
e A = 0�3 �1 11 2 00 1 11A 2Mn(R).1. Montrer que A est semblable �a la matri
e T = 0�2 1 00 2 10 0 21A.2. En d�eduire l'expression de An pour tout n 2 N.
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