
Les nombres r�eels|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al DELAHAYE : D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur18 novembre 2010L'obje
tif de 
e 
hapitre n'est pas de pr�esenter une 
onstru
tion de l'ensemble de r�eels (Hors-programme) maisd'�evoquer les propri�et�es les plus importantes de 
et ensemble.En munissant R des op�erations + et � (lois de 
omposition internes) et de la relation d'ordre usuelle �, R prend lastru
ture de CORPS totalement ordonn�e (Voir le 
ours sur les stru
tures alg�ebriques). Nous n'utiliserons les in�egalit�esstri
tes que lorsqu'elles sont r�eellement n�e
essaires.Soit x 2 R.1. Si x 2 Q on dira que x est un rationnel2. Si x 2 RnQ alors on dira que x est un irrationnel.1 Propri�et�e de la borne sup�erieureDans les d�e�nitions suivantes, 
on 
onsid�ere A une partie non vide de R.D�efinition 1 : Majorants, minorants d'une partie1. Un r�eel M 2 R est un majorant de la partie A ssi tout �el�ement de A est inf�erieur �a M : 8x 2 A; x �M2. Un r�eel m 2 R est un minorant de la partie A ssi tout �el�ement de A est sup�erieur �a m : 8x 2 A; x � mRemarque 1. Existen
e et uni
it�e?D�efinition 2 : Parties born�eesOn dit que A est born�ee si et seulement si : 9m; M 2 R tel que 8x 2 A, m � x �M .D�efinition 3 : Plus grand (maximum), plus petit �el�ement (minimum) d'une partie1. Un r�eel a 2 R est un plus grand �el�ement de A ssi : a 2 A et 8x 2 A; x � aS'il existe, le plus grand �el�ement est unique et on le note a = maxA2. Un r�eel b 2 R est un plus petit �el�ement de A ssi : b 2 A et 8x 2 A; x � bS'il existe, le plus petit �el�ement est unique et on le note : b = minARemarque 2.1. Le maximum de A est un majorant qui appartient �a A tandis que le minimum de A est . . .2. Existen
e et uni
it�e?D�efinition 4 : Borne sup�erieure (ou inf�erieure) d'une partie1. Si l'ensemble des majorants de A admet un plus petit �el�ementM , alors on dit queM est la borne sup�erieurede A. Dans 
e 
as, M est unique et l'on note M = supA2. Si l'ensemble des minorants de A admet un plus grand �el�ementm, alors on dit quem est la borne inf�erieurede A. Dans 
e 
as, m est unique et l'on note m = inf A1



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres r�eels http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 3. Existen
e et uni
it�e?Remarque 4.Lorsqu'il existe, le plus grand �el�ement d'un ensemble est aussi la borne sup�erieure de l'ensemble.En revan
he, la r�e
iproque est fausse : A = [0; 1[.Th�eor�eme Fondamental 1 : Propri�et�e FONDAMENTALE de la borne sup�erieureSi A v�eri�e 8<: A � RA 6= ;A major�ee par M 2 R , alors : A admet une borne sup�erieure et supA �M .Preuve 1 : Cette propri�et�e fait partie des axiomes de d�e�nition de R.Remarque 5. De même, toute partie A non-vide de R et minor�ee parm poss�ede une borne inf�erieure telle quem � inf A.Pour prouver que � supA existesupA �M , on v�eri�era simplement que : 8<: A � RA 6= ;8x 2 A, x �M .Remarque 6. Le th�eor�eme de la borne sup�erieure sera en parti
ulier utilis�e plus tard pour :1. d�e�nir la notion d'int�egrale de Riemann.2. d�emontrer le th�eor�eme de la limite monotone (suites et fon
tions).3. d�emontrer le th�eor�eme de 
onvergen
e des suites adja
entes4. d�emontrer le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires5. d�emontrer l'existen
e du PPCM et du PGCD de deux nombres entiersTh�eor�eme 2 : Cara
t�erisation de la borne sup par "Soit A � R et a 2 R. Alors :a = supA () � a est un majorant de la partie A (8x 2 A; x � a)8" > 0, 9x" 2 A \ [a� "; a℄
Cara
t�erisation par " de la borne sup�erieurePreuve 2 :) : C'est la tradu
tion de la d�e�nition.( : On montre fa
ilement par l'absurde de a est le plus petit des majorants.Remarque 7. Sauriez-vous �enon
er et d�emontrer un th�eor�eme �equivalent pour la borne inf�erieure?Corollaire 3 : Cara
t�erisation s�equentielle de la borne supSoit A � R non vide et a 2 R.a = supA ssi � a est un majorantil existe une suite (xn) 2 AN telle que (xn)! a .
Cara
t�erisation s�equentielle de la borne sup�erieure
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Cours MPSI-2010/2011 Les nombres r�eels http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 3 : On 
onstruit la suite re
her
h�ee en prenant pour tout n � 1, " = 1nExemple 1. Trouver s'ils existent, les inf, sup ainsi que les max, min de :1. E1 = f1=n j n 2 N�g 2. E2 = f1=n+ (�1)n j n 2 N�g 3. E3 = fx2 + y2jxy = 1; (x; y) 2 R2gCorollaire 4 : Si A v�eri�e 8<: A � ZA 6= ;A major�ee , alors : A admet un �el�ement maximal.Preuve 4 :1. Les hypoth�eses montrent que A admet une borne sup�erieure : supA.2. Il existe alors une suite (an) d'�el�ements de A et don
 de Z 
onvergeant vers supA.En supposant tour �a tour que supA 2 Z puis que supA =2 Z, on montre que si tous les �el�ements de A sontstri
tement inf�erieurs �a supA alors (an) ne peut pas 
onverger vers supA.Exer
i
e : 1(�) Soient A � R et B � R deux parties non-vides et major�ees de R.Montrez que : A � B ) supA � supBExer
i
e : 2(��) Soient A et B deux parties de R non vides et major�ees.On note : A+B = fx 2 R tq 9(a; b) 2 A�B; x = a+ bgMontrez que A+B poss�ede une borne sup�erieure et que : sup(A+B) = supA+ supB2 Borne sup�erieure d'une fon
tionD�efinition 5 : Borne sup. d'une fon
tionSoit D � R une partie de R et f : D 7! R une appli
ation.On 
onsid�ere la partie de R d�e�nie par f(D).{ On dit que f poss�ede une borne sup�erieure ssi f(D) en poss�ede une. On note : sup f = supx2D f(x){ On dit que f est born�ee ssi f(D) est born�ee.Remarque 8.1. Idem pour la borne inf�erieure.2. Une fon
tion born�ee admet une borne sup�erieure et une borne inf�erieure.Exemple 2. (�) Prouver l'existen
e et 
al
uler la borne sup�erieure de la fon
tion d�e�nie sur [0;+1[ par f(x) = 2�e�x2 .Exer
i
e : 3(�) Pour n 2 N, on pose fn(x) = xn(1� x). D�eterminer limn!+1 supx2[0;1℄ fn(x).Th�eor�eme 5 : Cara
t�erisation de la borne sup. d'une fon
tion f : D 7! ROn a : a = supx2D f(x) () � f est major�ee par ail existe une suite (xn) 2 DN telle que f(xn) 7! a .Preuve 5 : Cons�equen
e imm�ediate du 
orollaire 2.Exer
i
e : 4(�) Soit I un intervalle de R et f; g : I 7! R deux fon
tions born�ees.1. Montrez que : supx2I j(f + g)(x)j � supx2I jf(x)j + supx2I jg(x)j2. A-t-on �egalit�e en g�en�eral? 3
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al.delahaye1.free.fr/Proposition 6 : Soient f et g deux fon
tions r�eelles d�e�nies sur un ensemble B � R.Lorsque les grandeurs suivantes existent, on a :� A � B ) supx2A f(x) � supx2B f(x) � A � B ) infx2A f(x) � infx2B f(x)Preuve 6 : Voir un exer
i
e trait�e pr�e
�edemment.3 Rappels sur les in�egalit�esTh�eor�eme 7 : Op�erations sur les in�egalit�es1. Si a � b alors �a � �b2. Si a � b et 
 � d alors a+ 
 � b+ d. (on ne peut pas soustraire 2 in�egalit�es)3. Si 0 � a � b et 0 � 
 � d alors 0 � a
 � bd (bien e�e
tuer la v�eri�
ation avant de multiplier)4. Si a � b et 
 � 0 alors a
 � b
. (bien e�e
tuer la v�eri�
ation avant de multiplier)Remarque 9. On retiendra don
 que :1. On ne peut pas soustraire ni diviser membre �a membre deux in�egalit�es.2. Il faut v�eri�er que tous les termes sont positifs avant de multiplier membre �a membre deux in�egalit�es.3. Lorsqu'on multiplie une in�egalit�e par une quantit�e 
, il faut :{ soit v�eri�er que 
 � 0 ou que 
 � 0{ soit distinguer di��erents 
as selon le signe de 
.4. Evitez si possible les in�egalit�es stri
tes : elles sont sour
e d'erreurs ....Proposition 8 : Soit f : I ! R.1. Si � f est 
roissante sur Ia; b 2 I alors a < b ) f(a) � f(b)2. Si � f est stri
tement 
roissante sur Ia; b 2 I alors a < b ) f(a) < f(b)Preuve 8 : Par d�e�nition des fon
tions 
roissantes et stri
tement 
roissantes.Remarque 10. On a, bien entendu, une proposition �equivalente pour les fon
tions (stri
tement) d�e
roissantes.Remarque 11. Quelques m�ethodes permettant de prouver une in�egalit�e :M�ethodes Exemples1. A l'aide d'une �etude de fon
tion 8x 2 R+ ; 8n 2 N (1 + x)n � 1 + nx8x > �1, ln(1 + x) � x8(a; b) 2 R2 , a+ b � a2 + b2 + 1.3. Par �equivalen
es su

essives 8(a; b) 2 R2 , (a+ b)2 � 2(a2 + b2)8(a; b) 2 R2 , a+ b � a2 + b2 + 1.4. A l'aide de la 
onvexit�e 8x 2 [0;�2 ℄, 2�x � sinx � x8x 2 R, ex � x+ 14 Valeur absolueD�efinition 6 : Valeur absolue, distan
e de deux pointsOn d�e�nit la valeur absolue d'un r�eel x quel
onque de la fa�
on suivante : jxj = max(x;� x)La quantit�e d(x; y) = jx� yj mesure la distan
e entre deux r�eels x et y.4



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres r�eels http://pas
al.delahaye1.free.fr/Remarque 12. En parti
ulier, nous avons l'�equivalen
e importante suivante :jx� x0j � " () x0 � " � x � x0 + "
Th�eor�eme 9 : Propri�et�es imm�ediates.Soit x; y 2 R :1. jxj � 0 et j � xj = jxj2. jxj = � x si x � 0�x si x � 03. 8x 2 R; � jxj � x � jxj4. jxyj = jxjjyj et j 1x j = 1jxj (x 6= 0)

5. 8n 2 Z; jxnj = jxjn6. px2 = jxj7. jxj �M () �M � x �M8. (jxj)2 = x29. x2 � y2 () jxj � jyj10. j sinxj � jxjPreuve 9 : Petites d�emonstrations qui ne posent pas de r�eel probl�eme.Remarque 13. La propri�et�e 8 implique en parti
ulier que x � y () x2 � y2 d�es lors que x et y sont positifs.Th�eor�eme 10 : In�egalit�es triangulairesPour tout r�eels x et y, on a : ��jxj � jyj�� � jx+ yj � jxj + jyjPreuve 10 :M1 : On 
onstate que 
'est un 
as parti
ulier des in�egalit�es triangulaires sur les 
omplexes.M2 : Pour 
ha
une des deux in�egalit�es, on pro
�ede par �equivalen
es su

essives en �elevant au 
arr�e.Remarque 14. La g�en�eralisation j nXk=1xk j � nXk=1 jxkj de l'in�egalit�e triangulaire s'obtient fa
ilement par r�e
urren
e.Exer
i
e : 5(�) Majorer pour x 2 R, la quantit�e A = ��� sinx� 2 
osxesinx ���.Proposition 11 : Soit (a; b) 2 R2 .Si a � x � b alors jxj � max(jaj; jbj)Preuve 11 : Pas de diÆ
ult�e en traitant s�epar�ement les 3 
as : 0 � a, b � 0 et a � 0 � b.Corollaire 12 : Cara
t�erisation d'une partie born�eeUne partie non vide A � R est born�ee ssi 9M > 0 tel que 8x 2 A, jxj �MExer
i
e : 6Pour x 2 [2; 3℄, en
adrer par di��erentes m�ethodes f(x) = x� 1ex + 1.Remarque 15. L'exemple pr�e
�edent nous a permis de mettre en �eviden
e di��erentes m�ethodes possibles d'en
adrement :
5



Cours MPSI-2010/2011 Les nombres r�eels http://pas
al.delahaye1.free.fr/M�ethodes Commentaires1. Par une �etude de fon
tion M�ethode tr�es pr�e
ise mais qui n'aboutit pas for
�ement2. Par en
adrements su

essifs M�ethode assez rapide et moyennement pr�e
ise3. Par majoration en valeur absolue M�ethode rapide mais tr�es impr�e
ise5 Les intervalles de RD�efinition 7 : Droite r�eelle a
hev�eeOn note R l'ensemble R [ f�1;+1g, et on �etend la relation d'ordre sur R par : 8x 2 R; �1 < x < +1D�efinition 8 : Intervalles de RSoient deux r�eels a < b.{ On appelle segment [a; b℄, la partie de R d�e�nie par [a; b℄ = fx 2 R j a � x � bg{ De même on d�e�nit les parties : [a, b[, ℄a, b℄, ℄a, b[, [a, +1[, ℄�1, b℄, ℄a, +1[, ℄�1, b[, RUne partie de R ayant l'une des 9 formes pr�e
�edentes est appel�ee un intervalle de RRemarque 16.1. Il est important de ne pas 
onfondre les notions de segment, d'intervalle et de partie de R.Certains th�eor�emes ne sont valables sur des segments et d'autres sur des intervalles quel
onques.2. Un intervalle sera dit ouvert s'il est de la forme ℄a; b[, ℄a; +1[ ou ℄�1; b[.Proposition 13 : Cara
t�erisation d'un intervalleSoit I � R non vide. I est un intervalle de R () 8x1; x2 2 I; [x1; x2℄ � IExer
i
e : 7Soit f : R ! R une fon
tion 
roissante.Montrer que I = fx 2 R j f(x) = 0g est un intervalle.6 Partie enti�ere d'un r�eelTh�eor�eme 14 : D�e�nition de la Partie Enti�ere d'un r�eelSoit un r�eel x 2 R. Il existe un unique entier relatif n 2 Z v�eri�ant n � x < n+ 1n est appel�e la partie enti�ere de x et est le plus souvent not�ee : n = E(x).Preuve 14 :1. Dans le 
as o�u x 2 R+ , l'existen
e et l'uni
it�e se d�emontrent en 
onsid�erant : maxfp 2 N j p � xg2. Dans le 
as o�u x 2 R� , l'existen
e et l'uni
it�e se d�emontrent en 
onsid�erant : minfp 2 N j � p � �xgExemple 3. On a : E(6,34) = 6 et E(-23,56) = -24Maple> floor(6.34);Proposition 15 : En
adrementsPour tout x 2 R, on a les en
adrements suivants :E(x) � x < E(x) + 1 et x� 1 < E(x) � xPreuve 15 : Imm�ediat ! 6
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 17. Dans les exer
i
es, on pourra penser �a �e
rire x = E(x) + r ave
 r 2 [0; 1[.Exer
i
e : 8(�) Soit x 2 R.Prouver que pour tout p 2℄1; +1[, la suite d�e�nie par un = E(pnx)pn 
onverge vers x.Proposition 16 : 8x 2 R 8n 2 Z : E(x+ n) = E(x) + nPreuve 16 : Il suÆt d'en
adrer x+ n par deux entiers...Remarque 18. En revan
he, la proposition "8(x; y) 2 R2 : E(x+ y) = E(x) +E(y)" est FAUSSE !!Trouvez un 
ontre-exemple !!
Graphe de la fon
tion Partie Enti�ereExer
i
e : 9(�) Prouver par deux m�ethodes di��erentes que : E(E(nx)n ) = E(x).Corollaire 17 : R est ar
him�edienSi � est un r�eel stri
tement positif, alors :8x 2 R; 9! k 2 Z tel que k� � x < (k + 1)�Preuve 17 : On applique le th�eor�eme pr�e
�edent �a la quantit�e x� .
R est ar
him�edienRemarque 19. Ce r�esultat s'�e
rit aussi de la fa�
on suivante :Tout nombre r�eel x s'�e
rit de mani�ere unique sous la forme x = k�+ y o�u k 2 Z et 0 � y < �.Corollaire 18 : Valeurs d�e
imales appro
h�eesSoit un r�eel x, et un entier naturel n � 1.Alors, il existe un unique entier relatif p tel que : p:10�n � x < (p+ 1):10�n ave
 p = E(x:10n).On dit que :1. p:10�n est une valeur d�e
imale appro
h�ee de x par d�efaut �a la pr�e
ision 10�n.2. (p+ 1):10�n est une valeur d�e
imale appro
h�ee de x par ex
�es �a la pr�e
ision 10�n.Preuve 18 : C'est une appli
ation imm�ediate du fait que R est ar
him�edien en prenant � = 110n .Exemple 4.3.14159 est une valeur d�e
imale appro
h�ee par d�efaut de � �a la pr�e
ision 10�53.14160 est une valeur d�e
imale appro
h�ee par ex
�es de � �a la pr�e
ision 10�57
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al.delahaye1.free.fr/7 Densit�eD�efinition 9 : Densit�eSoit A une partie de R.On dit que la partie A est dense dans R lorsque 8(x1; x2) 2 R2 ave
 x1 6= x2, A \ [x1;x2℄ 6= ;Cela signi�e qu'entre 2 �el�ements quel
onques de R, on pourra toujours trouver un �el�ement de A.Remarque 20. En fait, 
ette d�e�nition implique que si entre deux r�eels x1 et x2 quel
onques, on trouve un a 2 A, alorson en trouve une in�nit�e.
A dense dans RProposition 19 : Cara
t�erisation par " de la densit�eSoit A � R. A est dense dans R () 8x 2 R; 8" > 0; 9a 2 A tel que jx� aj � " .Cela signi�e que l'on peut trouver un �el�ement de A aussi pro
he que l'on veut de n'importe quel r�eel x.Preuve 19 : Pas de diÆ
ult�e.
Cara
t�erisation de la densit�e de A dans R par "Exemple 5.1. Z n'est pas dense dans R2. Si � est une partie de R de 
ardinal �ni, Rn� est dense dans RProposition 20 : Cara
t�erisation par les suites de la densit�eSoit A � R.A est dense dans R () 8x 2 R; il existe une suite (rn) d'�el�ements de A telle que (rn)! xPreuve 20 : Pas de diÆ
ult�e en prenant pour tout n 2 N� , " = 1n
Cara
t�erisation de la densit�e de A dans R par les suitesRemarque 21. Important !On peut adapter la d�emonstration pr�e
�edente pour prouver que l'on peut 
hoisir (rn) major�ee ou minor�ee par x.8
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 21 : Q est dense dans RPreuve 21 : On utilise la 
ara
t�erisation par " et on montre que l'on peut appro
her tout r�eel aussi pr�es quel'on souhaite par un nombre d�e
imal.Remarque 22. Comme le montre la d�emonstration pr�e
�edente, l'ensemble des nombres d�e
imaux relatifs est lui-aussidense dans RExemple 6. (�) Trouver s'ils existent, les inf, sup ainsi que les max, min de : E = fsinx j x 2 Qg.Th�eor�eme 22 : RnQ est dense dans RPreuve 22 : Utilisons la d�e�nition de la densit�e.Lorsque (x; y) 2 Q2 , on prouve que z = x+ (y � x):p22 est un irrationnel de [x; y℄.Sauriez-vous d�emontrer le r�esultat �a l'aide de la 
ara
t�erisation s�equentielle?Remarque 23. On peut r�esumer les 2 th�eor�emes pr�e
�edents en disant qu'entre deux r�eels distin
ts on pourra toujourstrouver un rationnel et un irrationnel.Exemple 7. (�)1. D�eterminer les appli
ations 
roissantes de R dans R v�eri�ant 8r 2 Q, f(r) = r.2. D�eterminer les appli
ations 
ontinues de R dans R v�eri�ant 8r 2 Q, f(r) = r.Exer
i
e : 10(� � �) On souhaite d�emontrer que l'ensemble Z+ �Z= fa+ b� j (a; b) 2 Z2g est dense dans R.1. D�emontrer que l'appli
ation ' : n 2 Z 7! n:� �E(n�) (la partie fra
tionnaire de n�) est inje
tive.2. On note F = f'(n); n 2 Zg(a) Montrer que F est de 
ardinal in�ni.(b) Montrer que pour tout " > 0 il existe deux �el�ements f1 et f2 de F tels que jf1 � f2j � "(
) En d�eduire que Z+ �Z est dense dans [0,1℄.Vous pourrez pour 
ela utiliser le 
ara
t�ere ar
him�edien de R ave
 � = jf1 � f2j3. En d�eduire que Z+ �Z est dense dans R.
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