
Analyse ve
torielle|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye29 juin 20101 D�e�nitionsD�efinition 1 : Champ s
alaire et 
hamp de ve
teurs de l'espa
e (ou du plan)1. On appelle � potentiel s
alaire
hamp s
alaire de l'espa
e, toute appli
ation f : R3 7! R (ou de R2 dans R)2. On appelle 
hamp de ve
teurs de l'espa
e, toute appli
ation �!F : R3 7! R3 (ou de R2 dans R2 )

Champ s
alaire et 
hamp de ve
teursExemple 1.1. Champs s
alaires : 
hamp de pression, de temp�erature, de potentiel �ele
trique, de potentiel gravitationnel ...2. Champs de ve
teurs : 
hamp �ele
trique, 
hamp magn�etique, 
hamp des vitesses dans un 
uide ...D�efinition 2 : Gradient et lapla
ien d'un potentiel s
alaire1. Soit f un potentiel s
alaire de 
lasse C1 sur un ouvert U de R3 (ou R2 ).On appelle Gradient de f , le 
hamp de ve
teurs ��!gradf d�e�ni sur U par :8(x; y; z) 2 U; ��!gradf(x; y; z) = (�f�x (x; y; z); �f�y (x; y; z); �f�z (x; y; z))2. Soit f un potentiel s
alaire de 
lasse C2 sur un ouvert U de R3 (ou R2 ).On appelle Lapla
ien de f , le 
hamp s
alaire �f d�e�ni sur U par :8(x; y; z) 2 U; �f(x; y; z) = �2f�x2 (x; y; z) + �2f�y2 (x; y; z) + �2f�z2 (x; y; z)1



Cours MPSI-2009/2010 Analyse ve
torielle http://pas
al.delahaye1.free.fr/D�efinition 3 : Divergen
e et rotationnel d'un 
hamp de ve
teursSoit �!F un 
hamp de ve
teurs de 
lasse C1 sur un ouvert U � R3 de fon
tions 
oordonn�ees 8<: f1f2f3 .1. On appelle divergen
e de �!F , le 
hamp s
alaire d�e�ni sur U par :8(x; y) 2 U; div�!F (x; y; z) = �f1�x (x; y; z) + �f2�y (x; y; z) + �f3�z (x; y; z)2. On appelle rotationnel de �!F , le 
hamp de ve
teurs d�e�ni sur U par :8(x; y) 2 U; �!rot�!F (x; y; z) = (�f3�y � �f2�z ; �f1�z � �f3�x ; �f2�x � �f1�y )

Divergen
e RotationnelRemarque 1. Toutes 
es notions se d�e�nissent aussi bien dans le plan que dans l'espa
e, �a l'ex
eption du rotationnelqui n'a de sens que dans l'espa
e. Elles mesurent 
ha
une des propri�et�es lo
ales des 
hamps �etudi�es (vu dans le 
oursde physique de Sp�e).Exemple 2. Pour mieux 
omprendre le sens de la divergen
e et du rotationnel d'un 
hamp de ve
teurs, 
al
uler :1. Le rotationnel de �!F = �!u � en 
oordonn�ees 
ylindriques et de �!F = a:�!i + b�!j + 
�!k en 
oordonn�ees 
art�esiennes.2. La divergen
e de �!F = �!u r en 
oordonn�ees polaires et de �!F = a:�!i + b�!j en 
oordonn�ees 
art�esiennes.On donne les formules suivantes :���!rot�!F = �1r �fz�� ��!u r + ��fr�z � �fz�r ��!u � + 1r ��(rf�)�r � �fr�� ��!u z et div�!F = 1r2 �(r2fr)�r + 1r sin � �(sin �f�)��Remarque 2. On utilise souvent l'op�erateur nabla �!r( ��x; ��y ; ��x ) pour exprimer les d�e�nitions pr�e
�edentes.1. ��!gradf = �!rf2. �f = �!r :(�!rf) 3. �!rot�!F = �!r ^�!F4. div�!F = �!r :�!FIl 
onvient tr�es bien en 
oordonn�ees 
art�esiennes, mais n'est pas adapt�e pour les autres syst�emes de 
oordonn�ees.Exer
i
e : 1Cal
ul du Lapla
ien en 
oordonn�ees polaires.On 
onsid�ere V un potentiel s
alaire d�e�ni en 
oordonn�ees 
art�esiennes par f : R2 7! R de 
lasse C2 sur R2 .En 
oordonn�ees polaires, V est alors d�e�ni par la fon
tion g : R2 7! R telle que g(�; �) = f(x; y).Cal
uler �V en fon
tion de �, � et des d�eriv�ees partielles de g.Exer
i
e : 2Cal
ul du gradient en 
oordonn�ees 
ylindiques. 2



Cours MPSI-2009/2010 Analyse ve
torielle http://pas
al.delahaye1.free.fr/Soit V un potentiel s
alaire de 
lasse C1 de l'espa
e.Exprimer ��!grad V (M) en fon
tion de �V�� , �V�' , �V�z et des ve
teurs du rep�ere 
ylindique asso
i�es au point M .2 Formules d'analyse ve
torielleOn 
onsid�ere dans 
ette se
tion :1. f et g des 
hamps s
alaires de 
lasse C1 ou C2 sur un ouvert U de R3 .2. �!F et �!G des 
hamps ve
toriels de 
lasse C1 ou C2 sur un ouvert U de R3 .3. � 2 R.Proposition 1 : ���!grad, �, div et �!rot sont des op�erateurs lin�eaires� ���!grad (f + �g) = ���!grad f + �:���!grad g� �(f + �g) = �f + �:�g � div(�!F + ��!G) = div�!F + �:div�!G� �!rot(�!F + ��!G ) = �!rot�!F + �:�!rot�!GPreuve 1 : Simples 
al
uls ...Proposition 2 : ���!grad, �, div et �!rot d'un "produit"� ���!grad (fg) = f:���!grad g + g:���!grad f� �(fg) = f:�g + 2���!grad f:���!grad g + g:�f � div(f:�!F ) = f:div�!F +���!grad f:�!F� �!rot(f�!F ) = f:�!rot�!F +��!gradf ^ �!FPreuve 2 : Simples 
al
uls ...Proposition 3 : Formules 
ompl�ementaires� �!rot(���!grad f) = �!0 � div(�!rot�!F ) = 0 � �!rot(f:���!grad g) = ���!grad f ^ ���!grad gPreuve 3 : Simples 
al
uls ...3 Int�egrale 
urviligne le long d'une 
ourbe orient�eeDans 
ette partie, nous nous pla
erons essentiellement dans le plan.Rappel : Notion de di��erentielle d'une fon
tion en un point.Soit f une fon
tion de R2 dans R de 
lasse C1 sur U � R2 , et M0(x0; y0) 2 U .La di��erentielle de f est l'appli
ation d�e�nie par :df(x0; y0) = �f�x (x0; y0) dx+ �f�y (x0; y0) dy ave
 � dx : (h1; h2) 7! h1dy : (h1; h2) 7! h2R�e
iproquement :D�efinition 4 : Forme di��erentielleSoit P et Q deux fon
tions de R2 dans R d�e�nies sur un ouvert U .Alors l'appli
ation ! de R2 7! L(R2 ; R) d�e�nie par :8(x; y) 2 R2 ; !(x; y) = P (x; y): dx+Q(x; y): dyest appel�e forme di��erentielle sur U . 3
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torielle http://pas
al.delahaye1.free.fr/Exemple 3. D�eterminer l'image de (1; �) par la forme di��erentielle : ! : (x; y) 7! 3x2 dx� x: 
os y dy.Remarque 3.1. 8(x; y) 2 U ; !(x; y) est une appli
ation lin�eaire de R2 dans R.2. Il n'existe pas toujours d'appli
ation f 2 C1(R2 ; R) telle que ! = df .Si une telle fon
tion f existe, on dit que ! est une forme di��erentielle exa
te.f est alors appel�ee une primitive de ! sur U .3. On d�e�nit aussi une forme di��erentielle sur U � R3 par : !(x; y;z) = P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy+R(x; y; z) dzExemple 4. Les formes di��erentielles suivantes sont-elles exa
tes?1. !1 : (x; y) 7! x dy + y dx sur R2 2. !2 : (x; y) 7! y dy � x dxx2 + y2 sur R2nf(0; 0)g.Remarque 4.La donn�ee d'une forme di��erentielle !(x; y) = P (x; y) dx + Q(x; y) dy sur R2 �equivaut �a la donn�ee d'un 
hamp deve
teurs �!V (x; y)�P (x; y)Q(x; y)�.D�efinition 5 : Int�egrale d'une forme di��erentielle le long d'une 
ourbe orient�eeSoit ! = P dx+Q dy une forme di��erentielle sur U � R2 (P et Q �etant des fon
tions de R2 7! R).Soit � une 
ourbe de repr�esentation param�etrique �!F � x = x(t)y = y(t) de 
lasse C1 d�e�nie de [a; b℄ dans U .L'int�egrale (
urviligne) de ! le long de � orient�ee par la repr�esentation param�etrique �!F est d�e�niepar : Z� ! = Z� P dx+Q dy = Z ba P (x(t); y(t)):x0(t) +Q(x(t); y(t)):y0(t) dtRemarque 5.1. Bien entendu 
ette d�e�nition s'�etend aux formes di��erentielles sur U � R3 . A formuler !2. On d�emontre fa
ilement que 
ette notion est ind�ependante du param�etrage admissible dire
t 
hoisi.3. Contrairement �a une 
ourbe param�etr�ee, une 
ourbe �, donn�e par son �equation 
art�esienne, n'a a priori au
uneorientation. L'�enon
�e devra don
 pr�e
iser le sens de 
elle-
i.Exemple 5. Dans les exemples suivants, lorsque les 
ourbes sont donn�ees par leur �equation 
art�esienne, elles serontorient�ees dans le sens trigonom�etrique.1. Cal
uler l'int�egrale 
urviligne de !(x; y) = xy dx+ (x+ y) dy le long de � : y = x2 pour x 2 [�2; 2℄2. Cal
uler l'int�egrale 
urviligne de !(x; y) = x dy � y dx le long de � : x2 + y24 � 2x� y = 03. Cal
uler l'int�egrale 
urviligne de !(x; y) = �xy2 dx+ x2y dy le long de C : � = a(1 + 
os �) (demi-
ardio��de).Proposition 4 : Relation de ChaslesSoit ! une forme di��erentielle d�e�nie sur un ouvert U 2 R2 et �1 et �2 deux 
ourbes du plan telles quel'extr�emit�e de �1 
oin
ide ave
 l'origine de �2. Alors :Z�1[�1 ! = Z�1 ! + Z�2 !Preuve 4 : Admise ...
4
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 6 : Travail d'un 
hamp de ve
teurs sur une 
ourbeSoit le 
hamp de ve
teurs �!V = P�!i +Q�!j du plan et ! = P dx+Q dy la forme di�. asso
i�ee.Soit � une 
ourbe du plan.W��!V = Z� P dx+Q dy est aussi appel�ee � 
ir
ulationtravail du 
hamp de ve
teurs �!V sur �Exemple 6. Soient les points O(0; 0), A(a; 0), B(a; b) et C(0; b).Cal
uler la 
ir
ulation du 
hamp de ve
teurs �!V (x; y) = y2�!i + x2�!j le long du re
tangle OABCRemarque 6. On peut de même d�e�nir le travail d'un 
hamp de ve
teurs sur une 
ourbe � de l'espa
e.Exer
i
e : 3Cal
uler la 
ir
ulation du 
hamp de ve
teurs �!V (x; y; z) = y + zx2 + y2�!i + x+ zx2 + y2�!j + 1x2 + y2�!k1. le long de la portion d'h�eli
e de repr�etentation param�etrique 8<: x = r 
os ty = r sin tz = ht ave
 t 2 [0; 2�℄ et � r > 0h > 0 .2. le long du segment orient�e [A;B℄ ave
 A(2r; 0; �h) et B(r; 0; 2�h) ave
 r > 0 et h > 0.Th�eor�eme Fondamental 5 : Formule de Green-RiemannSoit � une 
ourbe de R2 , ferm�ee et orient�ee dans le sens trigonom�etrique.� limite alors une partie ferm�ee born�ee du plan not�ee �.Soient P et Q des fon
tions de 
lasse C1 sur �.On a alors : Z� P dx+Q dy = Z Z� ��Q�x � �P�y � dx dyPreuve 5 : Hors programme ...Exemple 7. Soient les points O(0; 0), A(a; 0), B(a; b) et C(0; b).En utilisant la formule de Green-Riemann, 
al
uler l'int�egrale 
urviligne de ! = y2 dx+ x2 dy sur re
tangle OABC.Exer
i
e : 4Cal
uler la 
ir
ulation du 
hamp de ve
teurs �!V : (x; y) 7! �10x2y3�!i + (3x5 + 15xy4)�!j le long de la 
ourbe 
d'�equation 
art�esienne x2 + y2 � x = 0, en utilisant la formule de Green-Riemann.Appli
ation au 
al
ul de l'aire de �La formule de Green-Riemann nous donne trois formules possibles :1. P = 0 et Q = x. nous donne Z Z� dx dy = Z� x dy2. P = �y et Q = 0. nous donne Z Z� dx dy = � Z� y dx3. P = �y2 et Q = x2 . nous donne Z Z� dx dy = 12 Z��y dx+ x dyRemarque 7. En d'autres termes, si � x = x(t)y = y(t) est une repr�esentation param�etrique de �, la fronti�ere de � :AIRE(�) = Z� x(t)y0(t) dt = � Z� y(t)x0(t) dt = 12 : Z��y(t)x0(t) + x(t)y0(t) dtExemple 8. D�eterminer l'aire du domaine d�elimit�e par : 5
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al.delahaye1.free.fr/1. une astro��de 2. une ar
he de 
y
lo��deExer
i
e : 5Cal
uler l'aire du domaine du plan d�e�ni par : x2a2 + y2b2 � 1 et x2b2 + y2a2 � 1 o�u 0 < b < a.4 Champs de ve
teurs d�erivant d'un potentiel s
alaireD�efinition 7 : Champs de ve
teurs d�erivant d'un potentiel s
alaireSoit �!F : R3 7! R un 
hamp de ve
teurs de 
lass C1 d�e�ni sur un ouvert U .On dit que �!F d�erive d'un potentiel s
alaire si et seulement si il existe un 
hamp s
alaire f d�e�ni sur U de 
lasseC1 tel que : �!F = ���!grad ff est alors appel�e un potentiel s
alaire de �!F .Remarque 8.1. Un 
hamp de ve
teurs �!F = P�!i +Q�!j d�erive d'un potentiel s
alaire f sur U ssi ! = P dx+Q dy est une formedi��erentielle exa
te sur U ave
 ! = df .2. Si �!F d�erive d'un potentiel s
alaire f alors il d�erive de tout potentiel s
alaire f + � o�u � 2 R.D�efinition 8 : Partie �etoil�ee par rapport �a un pointOn dit qu'une partie U de R3 est �etoil�ee, s'il existe un point A 2 R3 tel que 8M 2 U , [AM ℄ � U .
AFig. 1 { Partie �etoil�ee par rapport �a ARemarque 9. Une partie 
onvexe est �etoil�ee par rapport �a 
ha
un de ses points.Th�eor�eme 6 : CNS pour que �!F d�erive d'un potentiel s
alaireSoit �!F : R3 7! R3 un 
hamp de ve
teurs de 
lass C1 d�e�ni sur un ouvert U .1. CN : Si �!F d�erive d'un potentiel s
alaire, alors : �!rot�!F = �!02. CS : Si � �!rot�!F = �!0U est un ouvert �etoil�e alors �!F d�erive d'un potentiel s
alaire.Preuve 6 : Admis ...Remarque 10. Bien entendu, 
ette CNS n'est valable que pour des 
hamps s
alaires de l'espa
e.Exemple 9. Montrer que le 
hamp ve
toriel �!F (x; y; z) = (x2 � yz; y2 � zx; z2 � xy) d�erive d'un potentiel s
alaire.Exer
i
e : 6Soit �!! un ve
teur de l'espa
e et �!F le 
hamp de ve
teurs de l'espa
e d�e�ni par �!F (M) = �!! ^ ��!OM .1. Cal
uler div �!F (M) et �!rot �!F (M).2. Le 
hamp de ve
teurs F d�erive-t-il d'un potentiel s
alaire?

6
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 7 : Travail d'un 
hamp de ve
teurs d�erivant d'un potentiel s
alaireSoit ( un 
hamp de ve
teurs �!V = P�!i +Q�!j d�erivant du potentiel s
alaire f! la forme di��erentielle exa
te asso
i�ee �a �!V .On s'int�eresse au travail du 
hamp �!V le long d'une 
ourbe � param�etr�ee par �!F (t) ave
 t 2 [a;b℄.En notant M(a) et M(b) les points de � de param�etres a et b, on a :W��!V = Z� ! = f(M(b))� f(M(a))Preuve 7 : Il suÆt d'e�e
tuer le 
al
ul en utilisant le fait que ! = df .Remarque 11. Ainsi, 
omme nous le verrons dans un exer
i
e qui suit, le travail du poids d'un objet (qui d�erive dupotentiel gravitationnel) ne d�epend que des points de d�epart et d'arriv�ee de l'objet.Remarque 12. Le travail du 
hamp de ve
teurs d�erivant d'un potentiel s
alaire f (
ad : asso
i�e �a une forme di��erentielleexa
te !) ne d�epend alors que des extr�emit�es de �. En parti
ulier, si la 
ourbe est ferm�ee, le travail du 
hamp �!V estnul : W��!V = R� ! = 0.

Exer
i
e : 7On 
onsid�ere une attra
tion inversement proportionnelle au 
arr�e de la distan
e �a un point O.Le 
hamp de ve
teurs �!F d�e�ni sur R2 � f(0; 0)g, v�eri�e don
 : �!F (M) = �kOM3��!OM1. Montrer que �!F d�erive d'un potientiel s
alaire.2. D�eterminer le travail de la for
e �!F le long d'un 
hemin allant de A �a B qui ne passe pas par le point O.Exer
i
e : 8D�eterminer la 
ir
ulation du 
hamp de ve
teurs �!V (x; y) = (3(x2 + y2)� y3)�!i + 3xy(2� y)�!j le long :1. du demi-
er
le de repr�esentation param�etrique x(t) = 
os t et y(t) = sin t pour t 2 [0;�℄.(a) En tentant d'e�e
tuer un 
al
ul dire
t.(b) En utilisant la formule de Green-Riemann.(
) En re
her
hant un potentiel s
alaire �eventuel d'o�u d�erive �!V .2. du 
er
le de 
entre 0 et de rayon 1?Exer
i
e : 91. Le 
hamp de ve
teurs �!W (x; y; z) = (x� y)�!i + (y2 � z � x)�!j + (z2 � y)�!k d�erive-t-il d'un potentiel s
alaire?2. Cal
uler la 
ir
ulation de 
e 
hamp le long du 
er
le de 
entre 0, de rayon 1 et d'axe 0z par
ouru une fois dansle sens dire
t.Exer
i
e : 10Soit �!V : (x; y; z) 7! �2xz�!i + 2yz�!j + x2 � y2z2 �!k .1. Montrer que �!V d�erive d'un potentiel s
alaire.2. Cal
uler la 
ir
ulation du 
hamp de ve
teur �!V le long du segment orient�e [A;B℄ ave
 A(�r; 0; �h) et B(r; 0; 2�h).7


