
Suites et Fon
tions 
omplexes|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur24 f�evrier 20111 Les suites 
omplexesUne suite �a valeurs 
omplexes est une appli
ation u : N ! C .C'est aussi une suite (un) ave
 un = xn + iyn o�u (xn) et (yn) sont deux suites r�eelles.On dira que � (xn) est la partie r�eelle de (un)(yn) est la partie imaginaire de (un) .D�efinition 1 : Disque ouvert, ferm�e1. L'ensemble D(a;r) = fz 2 C j jz � aj < rg est appel�e disque ouvert de 
entre a, de rayon r.2. L'ensemble D(a;r) = fz 2 C j jz � aj � rg est appel�e disque ferm�e de 
entre a, de rayon r.D�efinition 2 : On dira qu'une suite 
omplexe (zn) est born�ee si et seulement si la suite (jznj) est born�ee.
Suite born�ee Suite 
onvergente vers lProposition 1 :Une suite 
omplexe est born�ee si et seulement si sa partie r�eelle et sa partie imaginaire sont born�ees.Preuve 1 : On utilisera le fait que si z = x+ iy alors � jxj � jzjjyj � jzj et que jzj � jxj+ jyjD�efinition 3 : Convergen
e d'une suite de 
omplexes1. On dit qu'une suite de nombres 
omplexes (zn) 
onverge vers un nombre 
omplexe a 2 C si et seulementsi la suite r�eelle de terme g�en�eral jzn � aj 
onverge vers 0.2. Si un tel 
omplexe a n'existe pas, on dit que la suite (zn) diverge.3. On dit que la suite (zn) diverge vers l'in�ni lorsque la suite r�eelle de terme g�en�eral jznj diverge vers +1.1
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 1. La suite 
omplexe zn = 1� in 
onverge vers 1.Remarque 1. Voi
i une autre fa�
on plus formelle de dire que zn �����!n!+1 a : 8r > 0; 9N 2 N tq 8n � N; zn 2 D(a;r)Suites r�eelles Suites 
omplexesSuite born�ee X X mais la d�e�nition est di��erenteMajorant / Minorant X OSens de variation X OSuite 
onvergente / divergente X XSuites g�eom�etriques / arithm�etiques X XSuites r�e
urrentes X XComparaisons : Suites R�eelles - Suites 
omplexesD�e�nitionsTh�eor�eme 2 : Th�eor�eme de majorationSoit (zn) une suite de 
omplexes et a 2 C .Si (�n) est une suite de r�eels v�eri�ant : (jzn � aj � �n �a partir d'un 
ertain rang�n �����!n!+1 0 , alors zn �����!n!+1 a.Preuve 2 : Imm�ediat ...Une autre fa�
on d'�etudier une suite 
omplexe 
onsiste �a �etudier deux suites r�eelles :Th�eor�eme 3 : Une suite 
omplexe 
onverge ssi les parties r�eelles et imaginaires 
onvergentzn �����!n!+1 a () 8<:Re(zn) �����!n!+1 Re(a)Im(zn) �����!n!+1 Im(a)Preuve 3 : Pas de diÆ
ult�e ...Remarque 2. Ce th�eor�eme implique en parti
ulier :1. L'uni
it�e de la limite d'une suite 
omplexe (lorsqu'elle existe !!).2. Le fait qu'une suite 
omplexe 
onvergente est born�eeExer
i
e : 1Soit (zn) une suite 
omplexe telle que 8n 2 N, zn+1 = 13(zn + 2�zn).Montrer que (zn) 
onverge et exprimer sa limite en fon
tion de z0. Suites r�eelles Suites 
omplexesTh�eor�emes g�en�eraux sur la limite d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XTh�eor�eme de majoration X XTh�eor�eme de la limite monotone X OTh�eor�eme des gendarmes X OConvergen
e des suites g�eom�etriques X + ou -Convergen
e selon la limite de un+1=un X X (en module)Convergen
e des suites extraites X XComparaisons : Suites R�eelles - Suites 
omplexesTh�eor�emes de 
onvergen
esSuites r�eelles Suites 
omplexesUni
it�e de la limite X XUne suite 
onvergente est born�ee X XPassage �a la limite dans une in�egalit�e X OComparaisons : Suites R�eelles - Suites 
omplexesPropri�et�es des suites 
onvergentes2
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 4 : Suites g�eom�etriques 
omplexesSoit un nombre 
omplexe k 2 C .On appelle suite g�eom�etrique de raison k, la suite d�e�nie par � la donn�ee de z0 2 Cla relation de r�e
urren
e zn+1 = kzn .Elle v�eri�e alors la relation : zn = z0:kn et on a alors : 8><>:jkj < 1 ) (zn) 
onverge vers 0jkj � 1 et k 6= 1 ) (zn) divergek = 1 ) (zn) est 
onstante et vaut z0Preuve 4 : La seule petite diÆ
ult�e porte sur le 
as jkj = 1.Dans 
e 
as, on suppose que kn 7! l 2 C et on utilise le fait que kn+1 = kn:k.
CV 1DV

Fig. 1 { Convergen
e d'une suite g�eom�etrique 
omplexeRemarque 3. Lorsque jkj = 1 (ave
 k 6= 1), il y a deux modes de divergen
e possibles :1. Si k = ei pq � ave
 pq 2 Q� , alors la suite (kn) est p�eriodique de p�eriode T = 2q2. Si k = ei�� ave
 � 2 RnQ , alors la suite (kn) est dense dans le 
er
le C(O; 1)Exemple 2. Prouver que si x =2 �Z, les suites (
osnx) et (sinnx) divergent.Th�eor�eme 5 : S�eries g�eom�etriques 
omplexesOn appelle s�erie g�eom�etrique de raison k 2 C , la suite 
omplexe d�e�nie par : Sn = 1 + k + � � �+ kn = nXi=0 kiOn a alors : 8><>: jkj < 1 ) Sn �����!n!+1 11� k on notera alors : +1Xi=0 ki = 11� kjkj � 1 ) (Sn) diverge .Preuve 5 : Pas de diÆ
ult�e en remarquant que Sn = 1� kn+11� k lorsque k 6= 1.Exer
i
e : 2Soit (xn) et (yn) deux suites r�eelles telles que 8n 2 N, xn+1 = xn � yn2 et yn+1 = xn + yn2 .En introduisant la suite 
omplexe de terme g�en�eral zn = xn + iyn , montrer que les suites (xn) et (yn) 
onvergent etd�eterminer leurs limites.Exer
i
e : 3Soit a un 
omplexe de module � et d'argument � 2℄� �;�℄.On d�e�nit la suite 
omplexe (zn) par z0 = a et zn+1 = zn + jznj2 .Montrer que (zn) 
onverge vers un r�eel que l'on exprimera en fon
tion de � et �.Aide : Vous pourrez prouver que : sin a2n nYk=1 
os a2k = 12n sin a.3
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tions �a valeurs 
omplexesDans 
e paragraphe, I repr�esente un intervalle de R, et on s'int�eresse aux fon
tions de I dans C .On pourra noter F(I; C ) ou en
ore C I 
et ensemble.Remarque 4. Une fon
tion �a valeur dans C pouvant être 
onsid�er�ee 
omme une fon
tion �a valeurs dans R2 , on pourrales repr�esenter graphiquement 
omme s'il s'agissait de 
ourbes param�etr�ees.

Repr�esentation Graphique d'une fon
tion �a valeurs 
omplexesRemarque 5. Les notions faisant intervenir la 
omparaison d'images ne peuvent plus être d�e�nies.D�efinition 4 : Soit f une appli
ation de I dans C .1. On note Re(f) l'appli
ation de I dans R d�e�nie par Re(f)(x) = Re(f(x)).On note Im(f) l'appli
ation de I dans R d�e�nie par Im(f)(x) = Im(f(x)).On a alors : f = Re(f) + i Im(f).2. On note �f l'appli
ation de I dans C d�e�nie par �f(x) = f(x).3. On note jf j l'appli
ation de I dans R d�e�nie par jf j(x) = jf(x)j.Si (f; g) 2 C I et � 2 C , on d�e�nit en�n les op�erations f + g, �f et f � g de fa�
on usuelle.Remarque 6.1. Si on peut d�e�nir les op�erations usuelles sur les fon
tions 
omplexes, on ne peut, en revan
he pas d�e�nir la
omposition de deux fon
tions 
omplexes.2. Si on munit R2 de la norme eu
lidienne k(x;y)k = px2 + y2 qui s'identi�e au module du 
omplexe z = x + iy,tous les r�esultats suivants seront valables pour une fon
tion �a valeurs dans R2 .Proposition 6 :1. (C I ; + ; �) est un anneau 
ommutatif (non int�egre !!).2. (C I ; + ; :) est un C espa
e ve
toriel.3. (C I ; + ; � ; :) est une C alg�ebre 
ommutative et unitaire.Preuve 6 : M�ethode usuelle ...D�efinition 5 : On dit que f est born�ee lorsque jf j est born�ee.Proposition 7 : f est born�ee si et seulement si Re(f) et Im(f) sont born�ees.Preuve 7 : On utilisera le fait que � jRe(f)j � jf jj Im(f)j � jf j et que jf j � jRe(f)j+ j Im(f)j
4
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Fon
tions r�eelles Fon
tions 
omplexesFon
tions born�ee X X mais la d�e�nition est di��erenteMajorant / Minorant X OExtremum X OSens de variation X OComparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesD�e�nitions2.1 Limite et 
ontinuit�e d'une fon
tion 
omplexeD�efinition 6 : Limite d'une fon
tion �a valeurs 
omplexesSoit un r�eel x0 2 �I et un 
omplexe a+ ib 2 C .On dit que f(x) ����!x!x0 a+ ib si et seulement si jf(x) � (a+ ib)j ����!x!x0 0 .On dit que f(x) ����!x!x0 1 si et seulement si jf(x)j ����!x!x0 +1 .Remarque 7.Ces d�e�nitions ne posent pas de probl�eme 
ar les fon
tions � x 7! jf(x)� (a+ ib)jx 7! jf(x)j sont �a valeurs r�eelles.Proposition 8 : Cara
t�erisation de la limite.Soit f 2 F(I; C ), �; � 2 R : limx!a f(x) = �+ i� () ( limx!aRe(f)(x) = �limx!a Im(f)(x) = �Preuve 8 : Equivalen
es simples

Exemple 3. La fon
tion d�e�nie par f(x) = eix a pour limite 1 lorsque x! 0 mais n'admet pas de limite en l'1.Remarque 8. Comme pour les fon
tions r�eelles :1. si elle existe, la limite d'une fon
tion 
omplexe est unique.2. on a les propri�et�es usuelles 
on
ernant les op�erations sur les limites.
5
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 7 : Continuit�e.Soit f 2 C I et a 2 I .1. On dit que f est 
ontinue au point a lorsque limx!a f(x) = f(a).2. On dit que f est 
ontinue sur I lorsque f est 
ontinue en tout point de I .Remarque 9. On retrouve les propri�et�es usuelles des fon
tions r�eelles 
ontinues. Ainsi :1. une fon
tion 
ontinue en un point x0 est born�ee au voisinage de 
e point.2. L'ensemble des fon
tions 
ontinues sur I �a valeurs dans C forme une C -alg�ebre 
ommutative et unitaire.3. On a f Æ g 
ontinue sur I lorsque g 2 C0(I; J � R) et f 2 C0(J; C ).Remarque 10.Dans le 
as des fon
tions 
omplexes, le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires n'a bien entendu, au
un sens.Proposition 9 : Cara
t�erisation de la 
ontinuit�e.f est 
ontinue en x0 (resp. sur I) () � Re(f)Im(f) sont 
ontinues en x0 (resp. sur I).Preuve 9 : Imm�ediat d'apr�es la proposition 8 !!Exemple 4. La fon
tion d�e�nie par f(x) = eix est 
ontinue sur R.Exer
i
e : 4Soit f : [a; b[7! C une fon
tion 
ontinue telle que f(a) = 0, jf(x)j ����!x!b� +1.Montrer qu'il existe t 2 [a; b[ tel que jf(t)j = 1.Proposition 10 : Toute fon
tion 
omplexe f 
ontinue sur un segment [a; b℄ est born�ee sur 
e segment.Preuve 10 : On montre fa
ilement que la fon
tion jf j est 
ontinue sur [a; b℄ et on applique le th�eor�eme bien
onnu dans le 
as des fon
tions r�eelles. FÆ r�eelles FÆ 
omplexesNotion de limite X XUni
it�e de la limite X XTh�eor�eme g�en�eraux sur la limite d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XTh�eor�eme de majoration X XCara
t�erisation s�equentielle de la limite X XNotion de 
ontinuit�e en un point X XTh�eor�emes g�en�eraux sur la 
ontinuit�e d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XContinuit�e de f Æ g en un point o�u g est une fon
tion r�eelle X XPassage �a la limite dans une in�egalit�e X OTh�eor�eme de la limite monotone X OTh�eor�eme des gendarmes X OComparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesContinuit�e Lo
ale FÆ r�eelles FÆ 
omplexesNotion de 
ontinuit�e sur un intervalle X XTh�eor�emes g�en�eraux sur la 
ontinuit�e d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XContinuit�e de f Æ g sur un intervalle o�u g est une fon
tion r�eelle X XTh�eor�emes des Valeurs interm�ediaires X OTh�eor�eme de Weirstrass (Image 
ontinue d'un segment) X + ou -Th�eor�eme de la bije
tion X OComparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesContinuit�e Globale6
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tion 
omplexeD�efinition 8 : D�eriv�ee d'une fon
tion �a valeurs 
omplexesSoit x0 2 I .1. On dit que f est d�erivable au point x0 si et seulement si la fon
tion x 7! f(x)� f(x0)x� x0 admet une limite�nie lorsque x tend vers x0. Cette limite �nie se note f 0(x0).2. On dit qu'une fon
tion est d�erivable sur I si et seulement si elle est d�erivable en tout point de I .3. On d�e�nit de même les fon
tions de 
lasse Ck et C1 sur I .Proposition 11 : Cara
t�erisation de la d�erivabilit�e.f est d�erivable en x0 (resp. sur I) () � Re(f)Im(f) sont d�erivables en x0 (resp. sur I).On a alors : f 0(x0) = (Re(f))0(x0) + i(Im(f))0(x0)Preuve 11 : C'est une 
ons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme de 
ara
t�erisation de la limite.Exemple 5. D�erivation de deux types de fon
tions :Pour � 2 C , montrer que les fon
tions suivantes sont de 
lasse C1 sur leur ensemble de d�e�nition et que leurs d�eriv�eessu

essives sont donn�ees par les formules usuelles obtenues dans le 
as des fon
tions r�eelles :1. f : x 7! e�x 2. g : x 7! (x+ �)n pour n 2 ZExer
i
e : 5Soit g(t) = e�(t) ave
 � : I 7! C une fon
tion d�erivable sur I .Prouver que la fon
tion g est d�erivable sur I et que : 8t 2 I g0(t) = e�(t)�0(t).Remarque 11. Th�eor�eme de Rolle et Egalit�e des a

roissements �nisCes deux th�eor�emes ne sont plus valables pour les fon
tions �a valeurs 
omplexes.Pour s'en 
onvain
re, on peut 
onsid�erer la fon
tion d�e�nie sur R par : f(t) = eit.1. On a f 
ontinue sur le segment [0; 2�℄, d�erivable sur ℄0; 2�[, ave
 f(0) = f(2�) = 1.2. Et pourtant 8t 2℄0;2�[, f 0(t) = ieit 6= 0.3. Ce
i 
ontredit �a la fois le th�eor�eme de Rolle et l'�egalit�e des a

roissements �nis.On verra en revan
he un peu plus loin que l'in�egalit�e des a

roissements �nis reste valable.Proposition 12 : PrimitivesComme pour les fon
tions r�eelles, on d�e�nit la primitive sur I d'une fon
tion 
omplexe f 
omme toute fon
tionF d�erivable sur I telle que 8x 2 I; F 0(x) = f(x).1. Si f = f1 + if2, alors les primitives F de f sont les fon
tions de la forme :F = F1 + i:F2 + C ave
 8<: F1 une primitive de f1F2 une primitive de f2C 2 C2. Deux primitives d'une même fon
tion di��erent d'une 
onstante (
omplexe !!).3. Toute fon
tion 
omplexe 
ontinue sur un intervalle I � R admet des primitives sur I .Preuve 12 : Pas de diÆ
ult�e ...Exemple 6. Soit � 2 C � .Montrer que la fon
tion f d�e�nie par f(x) = e�x admet pour primitives les fon
tionsFa(x) = 1�e�x + a o�u a 2 C7
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i
e : 6Soient (a; b) 2 R2 .1. Cal
uler une primitive des fon
tions x 7! eax 
os bx et x 7! eax sin bx sur R en remarquant qu'il s'agit des partiesr�eelles et imaginaires de x 7! ea+ibx sur R.2. En d�eduire une primitive de x 7! e2x 
osx sur R.Exer
i
e : 7Soit � = a+ ib 2 C .1. Cal
uler une primitive de la fon
tion d�e�nie par f(x) = 1x� � .2. Soit n 2 Z. Etudier l'existen
e de primitives de la fon
tion f d�e�nie par f(x) = (x� �)n.FÆ r�eelles FÆ 
omplexesNotion de d�eriv�ee en un point X XTh�eor�emes g�en�eraux sur la d�eriv�ee d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XD�erivabilit�e de f Æ g en un point o�u g est une fon
tion r�eelle X XNotion de d�eriv�ee ni�eme X XFormule de Liebniz X XComparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesD�erivabilit�e Lo
ale FÆ r�eelles FÆ 
omplexesNotion de d�eriv�ee sur un intervalle X XTh�eor�emes g�en�eraux sur la d�eriv�ee d'une 
ombinaison lin�eaire / produit / rapport X XD�erivabilit�e de f Æ g sur un intervalle o�u g est une fon
tion r�eelle X XNotion de primitive sur un intervalle X XFon
tion �a d�eriv�ee nulle sur un intervalle X XLa d�eriv�ee s'annule en un extr�emum lo
al int�erieur X OTh�eor�eme de Rolle X OTh�eor�eme des a

roissements �nis X OIn�egalit�e des a

roissements �nis X X (et oui !)Formules de d�erivation de x 7! e�x et x 7! (x + �)n ave
 n 2 Znf�1g X XComparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesD�erivabilit�e Globale2.3 Int�egrale d'une fon
tion 
omplexeD�efinition 9 : Int�egrale d'une fon
tion 
omplexeSi f est une fon
tion 
ontinue par mor
eaux sur [a; b℄ �a valeurs dans C telle que f = f1 + if2.On d�e�nit alors : Z ba f(t)dt = Z ba f1(t)dt+ i Z ba f2(t)dtRemarque 12. Attention : il s'agit bien d'une d�e�nition et pas d'une propri�et�e !Exemple 7. Cal
uler Z 10 dt1 + it apr�es avoir justi��e son existen
e.Th�eor�eme 13 : Expression int�egrale des primitivesSoit f : I 7! C une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I et a 2 I . Alors la fon
tion d�e�nie sur I parF (x) = Z xa f(t) dtest de 
lasse C1 sur I et 8x 2 I , F 0(x) = f(x). 8
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 13 : Il suÆt de d�e
omposer f sous la forme f = f1 + if2, ave
 f1 et f2 des fon
tions r�eelles.Remarque 13. C'est l'unique primitive de la fon
tion f qui s'annule en a.Corollaire 14 : Th�eor�eme fondamental du 
al
ul d'une int�egraleSoit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b℄ et F une primitive de f sur [a; b℄.Alors : Z ba f(t) dt = [F (t)℄ba = F (b)� F (a)Preuve 14 : Pas de diÆ
ult�e.Th�eor�eme 15 : Majoration usuelleSi f est une fon
tion 
omplexe 
ontinue sur le segment [a;b℄, on peut majorer le module de l'int�egrale parl'int�egrale du module : ���Z ba f(t) dt��� � Z ba jf(t)j dt lorsque a � bPreuve 15 : Admise !!Remarque 14. In�egalit�e de la moyenne :Si f et g sont deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur [a; b℄ �a valeurs dans C ave
 a � b, alors :j Z ba f(t):g(x) dtj � supt2[a; b℄ jf(t)j Z ba jg(t)j dtExemple 8. Lemme de Riemann-LebesgueOn admettra que le th�eor�eme d'int�egration par partie reste valable pour les fon
tions 
omplexes.Soit f : [a; b℄! C une fon
tion 
omplexe de 
lasse C1. D�emontrer que limn!+1 Z ba f(x):einx dx = 0Th�eor�eme 16 : In�egalit�e des a

roissements �nisSoit f : I 7! C une fon
tion de 
lasse C1 sur le segment [a;b℄. Alors8x 2 I; f(x) = f(a) + Z xa f 0(t) dtet par majoration, on en d�eduit l'in�egalit�e des a

roissements �nis :jf(b)� f(a)j � jb� aj supx2[a;b℄jf 0(x)jPreuve 16 : Compte-tenu des deux propositions pr�e
�edentes, la d�emonstration de 
es deux r�esultats ne posentpas de probl�eme.En rempla�
ant les valeurs absolues par des modules, les formules de Taylor sont en
ore valables pour les fon
tions
omplexes.

9
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 17 : Formules de TaylorSoit un intervalle I , et une fon
tion f : I 7! C .1. Formule de Taylor ave
 reste int�egrale :Si [a;x℄ � I et si la fon
tion f est de 
lasse Cn+1 sur le segment [a;x℄, alorsf(x) = f(a) + (x� a)f 0(a) + � � �+ (x � a)nn! f (n)(a) + Z xa (x� t)nn! f (n+1)(t) dt2. Formule de Taylor-Lagrange ave
 majoration du reste :Si (x; a) 2 I2 et si f est de 
lasse Cn+1 sur le segment [a; x℄, alors en notant Mn+1(x) = supt2[a; x℄jf (n+1)(t)j :f(x) = f(a) + � � �+ (x� a)nn! f (n)(a) +Rn(x� a) ave
 jRn(x� a)j � jx� ajn+1(n+ 1)! Mn+1(x)3. Formule de Taylor-Young :Si la fon
tion f est de 
lasse Cn sur l'intervalle I , et si a 2 I , alors 8x 2 I ,f(x) = f(a) + f 0(a)(x � a) + � � �+ f (n)(a)n! (x� a)n + o�(x� a)n� au voisinage de aPreuve 17 : Taylor-Int�egrale et Taylor-Young proviennent du fait que si f = f1+ if2 alors f (k) = f (k)1 + if (k)2 .La majoration du reste se d�eduit de Taylor-Int�egrale grâ
e �a l'in�egalit�e de la moyenne.Remarque 15.On rappelle que la formule de Taylor-Young est souvent utilis�ee pour trouver des d�eveloppements limit�es.FÆ r�eelles FÆ 
omplexesNotion d'int�egrale sur un segment X X mais la d�e�nition est di��erenteRelation de Chasles X XLin�earit�e de l'int�egrale X XTe
hnique de 
hangement de variables X XExpression int�egrale des primitives X XTh�eor�eme fondamental de 
al
ul d'int�egrale X XInt�egration par partie X XMajoration en valeur absolue X XIn�egalit�e de la moyenne X XFormule de Taylor ave
 reste int�egrale X XMajoration du reste int�egrale X XFormule de taylor-Young X XInt�egration d'une in�egalit�e X 0Comparaisons : Fon
tions R�eelles - Fon
tions 
omplexesInt�egration
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