
Etude m�etrique des ourbes planes|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye29 août 2010Le plan est muni de sa struture eulidienne usuelle.� est la trajetoire d'une ourbe (I; �!F ) o�u �!F : t 7! � x(t)y(t) est de lasse C1 ou C2 sur l'intervalle I .On notera M(t) le point tel que ��!OM(t) = x(t)�!i + y(t)�!j .On se plaera dans le as o�u tous les points de ette ourbe sont r�eguliers : 8t 2 I; �!F 0(t) 6= �!0 .Ainsi, en partiulier, le point M(t) d�erira sa trajetoire sans faire demi-tour.

Courbes r�eguli�eres1 Absisse urviligne1.1 Notion de param�etrageD�efinition 1 : Changement de param�etrageSoit  = (I; �!F ) un ar param�etr�e.On appelle hangement de param�etrage de lasse Ck de  :toute appliation ' : J 7! I (ave J un intervalle de R) telle que1. ' est de lasse Ck sur J2. ' est bijetive3. '�1 est de lasse Ck sur IRemarque 1. Un appliation ' v�eri�ant es propri�et�es est aussi appel�ee un Ck di��eomorphisme.Par la suite, ' sera au minimum de lasse C1.Exemple 1. Changement de param�etrage de lasse C1 : 8<: '(t) = at+ b de R dans R'(t) = 1=t de R+� dans R+�'(t) = os t de ℄0; �[ dans ℄� 1; 1[ .1



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 1 : Une appliation ' : J 7! I sera un hangement de param�etrage de lasse Ck (k � 1) ssi :1. ' est de lasse Ck sur J2. '0 ne hange pas de signe3. '(J) = IPreuve 1 : Admis !Remarque 2. Le hangement de param�etrage ' est dit diret si '0 > 0 et indiret si '0 < 0.D�efinition 2 : Param�etrage admissibleSoit  = (I; �!F ) un ar param�etr�e.On appelle param�etrage admissible de lasse Ck de , toute appliation �!G : J 7! P telle que1. il existe un hangement de param�etrage ' : J 7! I de lasse Ck de 2. tel que : �!G = �!F Æ '.Remarque 3. Conrêtement, un param�etrage sera admissible si le point �!F ('(t)) parourt de la même fa�on (mais pasn�eessairement �a la même vitesse ni dans le même sens) la trajetoire � que le point �!F (t).Exemple 2. D�eterminer un param�etrage admissible de la branhe d'hyperbole param�etr�ee par � x = a huy = b shu u 2 R.1.2 Notion d'absisse urviligneSoit (I; �!F ) une ourbe param�etr�ee de lasse C1.L'absisse urviligne est une notion de premier ordre, 'est �a dire, une notion ne faisant intervenir que la d�eriv�eepremi�ere de �!F .D�efinition 3 : Absisse urviligneOn appelle absisse urviligne sur la ourbe �, toute appliation s de lasse C1 sur I telle que :8t 2 I; s0(t) = k�!F 0(t)k (= k d�!Mdt k)Les absisses urvilignes sont don les appliations d�e�nies par8t 2 I; s(t) = Z tt0 k�!F 0(u)k du o�u t0 2 IRemarque 4.1. Il existe une in�nit�e d'absisses urvilignes qui sont �egales les unes aux autres �a une onstante pr�es.2. Le alul de s s'appelle la reti�ation de �. On dira alors qu'on reti�e la ourbe �.3. L'appliation s est stritement roissante. Son signe permet de retrouver l'orientation de la ourbe.4. Le point M0 de param�etre t0 tel que s(t0) = 0 est appel�e l'origine de l'absisse urviligne.Dessin
Absisse urviligne d'une ourbe param�etr�ee :
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Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 2 : R�egularit�e de l'appliation sSoit s une absisse urviligne d'une ourbe param�etr�ee (I; �!F ) o�u �!F est une appliation de param�etre t.1. s : t 7! s(t) est un C1 di��eomorphisme de I dans J .2. t : s 7! s�1(s) est don C1 ave 8s 2 J , t0(s) = 1s0(t(s)) e que l'on notera aussi dtds (s) = 1s0(t)Preuve 2 : Imm�ediat !Th�eor�eme 3 : FormulesL'absisse urviligne d'origine M(t0) ou M(�0) est donn�ee par les formules :s(t) = Z tt0 px02(u) + y02(u) du param�etrique s(t) = Z ��0 p�(�)2 + �0(�)2 d� polairePreuve 3 : Il suÆt de traduire la d�e�nition.Exerie : 1Reti�er les ourbes suivantes en prenant si possible O omme origine des absisses.1. l'astro��de d'�equations � x = a os3 ty = a sin3 t ave a > 02. la parabole y2 = 2px.3. la ardio��de d'�equation polaire � = a(1 + os �) ave a > 04. la ourbe d'�equation polaire � = th(�=2)D�efinition 4 : Longueur d'un arLa longueur de l'ar dAB o�u � A est le point de param�etre aB est le point de param�etre b est donn�ee par la formule :l(dAB) = �� Z ba s0(t) dt�� = �� Z ba px02(t) + y02(t) dt��Il s'agit bien ii d'une d�e�nition ...
Longueur d'une ourbe omme limite de longueurs de lignes polygônales :Remarque 5.1. On pourrait montrer (Hors-programme !) que l'on obtient la formule pr�e�edente en reherhant la limite deslongueurs de lignes polygônales (f Monier G�eom�etrie MPSI p 252).2. On pourrait aussi prouver que ette d�e�nition est bien ind�ependante du param�etrage admissible hoisi.Exemple 3. Caluler la longueur de l'ar de la ylo��de d'�equations param�etriques � x = R(t� sin t)y = R(1� os t) o�u t 2 [0; 2�℄.Exerie : 2D�eterminer la longueur de l'astro��de d�e�nie pour t 2 [0; 2�[ par � x = a os3 ty = a sin3 t ave a > 0.
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Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/1.3 Repr�esentation param�etrique en fontion de l'absisse urviligneD�efinition 5 : Param�etrage normalOn appelle param�etrage normal de l'ar (I; �!F ), tout param�etrage admissible (J; �!G ) de lasse C1 tel que :8t 2 J; k�!G 0(t)k = 1 (vitesse onstante le long de la ourbe)Th�eor�eme 4 : L'absisse urviligne donne un param�etrage normal.Pour toute absisse urviligne s sur �, �!F Æ s�1 est un param�etrage normal de (I; �!F ).Preuve 4 :1. (a) Si s est une absisse urviligne, on v�eri�e que s�1 d�e�nit bien un hangement de param�etrage C1.(b) On montre alors que 8u 2 J , k(�!F Æ s�1)0(u)k = 1.2. On onsid�ere �!G un param�etrage normal de (I; �!F ).Comme il s'agit d'une param�etrage admissible, alors il existe un hangement de param�etre ' tel que�!G = �!F Æ '. Il s'agit alors de montrer que  = '�1 ou  = �'�1 est une absisse urviligne.Remarque 6.1. A partir de maintenant, pour simpli�er les r�esultats, nous pourrons supposer que la ourbe � est param�etr�ee parun param�etrage normal (I; �!F ). On pourra noter s le param�etre et on aura ainsi toujours k�!F 0(s)k = 1.2. Si le param�etrage par une absisse urviligne est th�eoriquement possible, il n'est ependant pas toujours ais�e dele d�eterminer de fa�on pr�eise. En e�et, même si le alul de l'appliation t 7! s(t) est relativement faile, il estsouvent d�eliat de d�eterminer expliitement l'inverse de ette appliation. (f exemples pr�e�edents)Passage d'un param�etrage �a un autre :Les formules qui suivent font intervenir l'absisse urviligne s alors qu'en pratique, les ourbes sont param�etr�eespar un param�etre t (art�esiennes) ou � (polaires) quelonque. Se pose alors la question du alul pratique desgrandeurs li�ees �a un point M de la ourbe.Consid�erons une grandeur Æ li�ee �a un point M de la ourbe.Selon le param�etrage hoisi, on notera Æ = Æ(t) ou Æ = Æ(s).Or, les param�etres s et t sont li�es par une fontion bijetive de lasse au moins C1 : � s = s(t)t = s�1(s) .Nous �erirons alors que : Æ(s) = Æ(t) et Æ0(s) = Æ0(t): dtds(t) = Æ0(t)s0(t) .2 Rep�ere de FrenetD�efinition 6 : Rep�ere de Frenet :Soit � une ourbe de param�etrage normal (I; �!F ).On note : 8><>: �!T = �!F 0(s) de norme 1�!N = r(�!T ) o�u r est la rotation d'angle +�2 .Le rep�ere orthonorm�e diret (M; �!T ; �!N ) est appel�e le rep�ere de Frenet au point M .Dessin
Rep�ere de Frenet : 4



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/En pratique, si le param�etrage n'est pas normal :1. On alulera le veteur �!T en appliquant la formule : �!T (t) = �!F 0(t)k�!F 0(t)k2. On alulera le veteur �!N en remarquant que : �!N (�b; a) lorsque �!T (a; b)Remarque 7. Le rep�ere de Frenet est onserv�e par un hangement de param�etrage diret.Exemple 4. D�eterminer le rep�ere de Frenet dans le as d'une astro��de, puis d'une ardio��de.3 L'angle �Th�eor�eme 5 : AlphaSupposons ii que le param�etrage (I; �!F ) est de lasse Ck ave k � 2.Alors, il existe une fontion � de lasse Ck�1 sur I telle que�!T (t) = os�(t)�!i + sin�(t)�!j�(t) repr�esente l'angle entre le veteur �!i et le veteur tangent �!T (t).Preuve 5 : R�esultat admis !Dessin
L'angle � :Th�eor�eme 6 : FormulesEn notant x et y les omposantes de �!F , on a :os� = dxds et sin� = dydsPreuve 6 : Imm�ediat sahant que �!T = d�!Fds .Remarque 8. L'angle � est onserv�e par tout hangement de param�etre admissible diret.En pratique dans le as d'une ourbe param�etr�eeOn pourra d�eterminer �(t) �a l'aide de la formule tan�(t) = y0(t)x0(t) et en remarquant que :1. os� est du signe de x0(t)2. sin� est du signe de y0(t)Exemple 5. D�eterminer l'angle � en tout point de la parabole 8<: x = t22py = t .5



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/En pratique dans le as d'une ourbe en polaire1. On ommenera par d�eterminer l'angle v = ( \�!u �; �!T (�)) �a l'aide de la formule tan v = ��0 .2. On obtient alors � �a � pr�es en ajoutant l'angle �.
L'angle � en polaireExemple 6. D�eterminer l'angle � dans le as de la ardio��de � = a(1 + os �).4 CourbureOn suppose ii que la ourbe � est de lasse C2 et que les points M onsid�er�es sont r�eguliers.Les notions d�evelopp�ees dans ette parties sont dites de deuxi�eme ordre.D�efinition 7 : Courbure et Rayon de ourbure1. On appelle ourbure de � au point M(s) le r�eel  d�e�ni par :  = d�ds .2. On appelle rayon de ourbure de � au point M(s) le r�eel R : R = 1 .Dessin
Courbure :Remarque 9.1. Le rayon de ourbure est onsid�er�e omme in�ni si  = 0 et r�eiproquement ...2. La ourbure ou le rayon de ourbure sont positifs lorsque �!N est dans le sens de la onvexit�e et inversement ...3. Le point d�e�ni par 
(s) =M(s) +R�!N (s) est appel�e le entre de ourbure de � en M(s).4. Le erle de rayon R et de entre 
(s) est appel�e le erle osulateur de � en M(s).5. Le lieu des points 
 lorsque M d�erit la ourbe � est appel�e la d�evelopp�ee de �.En pratique (M�ethode 1)Pour aluler la ourbure (t), on pourra appliquer la formule : (t) = �0(t)s0(t) .Une �evaluation de � �a � pr�es �a l'aide de la formule donnant tan� suÆra pour �evaluer �0(t).Remarque 10. Nous verrons par la suite deux autres m�ethodes largement aussi performantes !Exemple 7. D�eterminer le rayon de ourbure en tout point r�egulier d'une ardio��de.6



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 3D�eterminer le rayon de ourbure en tout point de la delto��de � x = 2 os t+ os 2ty = 2 sin t� sin 2t ave t 2℄0; 2�3 [.Exerie : 4D�eterminez toutes les ourbes param�etr�ees r�eguli�eres du plan de lasse C2 dont la ourbure en tout point reste onstante.Th�eor�eme 7 : Formules de FrenetNous avons les formules suivantes : d�!Tds = �!N et d�!Nds = ��!T .Preuve 7 : Comme ( �!T = os��!i + sin��!j�!N = � sin��!i + os��!j alors d�!Tds = d�!Td� d�ds = �!N .De même pour la deuxi�eme formule ...Remarque 11. Ces formules se retrouvent rapidement grâe �a la d�emonstration pr�e�edente.D�etermination de  �a l'aide des formules de Frenet : (M�ethode 2)1. On alule d�!Tds �a l'aide de la formule : d�!Tds = d�!Tdt : 1s0(t)2. On exprime alors d�!Tds en fontion de �!N et on en d�eduit .Exemple 8. D�eterminer la ourbure de la ardio��de en utilisant une des formules de Frenet.Corollaire 8 : Le erle osulateur en un point M d'une ourbe param�etr�ee est parmi les erles tangents,elui qui, au voisinage de M est le plus prohe de la ourbe.En g�en�eral, elui-i traverse la ourbe.Preuve 8 :On onsid�ere la ourbe muni d'un param�etrage normal (I; �!F ) dont l'origine des absisses urvilignes est en M .On se plae alors dans le rep�ere de frenet en M : R(M; �!T ; �!N ). On a alors M =M(0).On note M(s)�x(s)y(s)� les oordonn�ees d'un point de la ourbe situ�e au voisinage de M .1. On onsid�ere un erle de rayon r tangent en M �a la ourbe.M(s) sera d'autant plus prohe du erle que la quantit�e �(s) =px(s)2 + (y(s)� r)2 � r sera petite.2. En remarquant que �!F (s) = x(s)�!T (0) + y(s)�!N (0) et en alulant �!F 0(s), �!F 00(s) et �!F 00(s) �a l'aide desformules de Frenet, on en d�eduit les valeurs de :x(0); x0(0); x00(0); x000(0) et y(0); y0(0); y00(0); y000(0)Il est alors possible de d�eterminer les DL(0,3) de � x(s)y(s) et don, un DL(0,3) de �(s).3. On en d�eduit la valeur de r pour laquelle �(s) est un in�niment petit d'ordre maximal au voisinage de 0.

Le erle osulateur 7



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 9 : Formules de la vitesse et de l'a�el�erationOn notant v = k��!dFdt k = s0(t) on a : 8>>>><>>>>: ��!dFdt = v:�!T (veteur vitesse)���!d2Fdt2 = dvdt :�!T + v2R :�!N (veteur a�el�eration)Preuve 9 :1. La formule de la vitesse orrespond �a sa d�e�nition.2. Pour l'a�el�eration, il suÆt de d�eriver par rapport �a t la formule pr�e�edente.Remarque 12. On notera : 8>>><>>>: �! T = dvdt :�!T l'a�el�eration tangentielle�! N = v2R :�!N l' a�el�eration normaleRemarque 13. Un point se d�eplae �a vitesse onstante le long d'un ourbe dont le param�etrage est normal.Dessin
Repr�esentation de �!T , �!N et �! NCorollaire 10 : Formule de la ourbure (M�ethode 3)On en d�eduit la formule :  = ���!dFdt ; ���!d2Fdt2 �k��!dFdt k3Preuve 10 : Il suÆt d'e�etuer le alul �a partir des formules du th�eor�eme pr�e�edent.Remarque 14.Pour d�eterminer  (ou R), on pourra don soit utiliser la d�e�nition, ette formule ou enore les formules de Frenet.Exemple 9. Traduire la formule de la ourbure dans le as o�u la ourbe est donn�ee en : 8<: param�etriqueart�esiennepolaire .

En param�etrique En art�esienne En polaireExemple 10. D�eterminer la ourbure des ourbes suivantes :8



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/1. La ylo��de (pour t 6= 2k�).2. La hâ�nette 3. La ardio��de4. La parabole d'�equation x = 2py2 ave p > 0Exerie : 5D�eterminer les rayons de ourbure aux sommets d'une ellipse.Exerie : 6Soit � une ourbe d'�equation y = f(x) ave f de lasse C2 au voisinage de 0, telle que : � O 2 �Ox soit tangente �a � en O .1. D�eterminer l'expression de la ourbure 0 en O en fontion de f 00(0).2. En d�eduire que 0 = limx!0 2f(x)x2 .3. Quel est le rayon de ourbure en A(0;1) de la hâ�nette?Exerie : 71. D�eterminer l'expression du rayon de ourbure en O d'une ourbe � = �(�) passant par O.2. En d�eduire le rayon de ourbure en O de � = 2 os � + 12 sin � + 1Corollaire 11 : Etude des points d'inexionM(t0) est un point d'inexion de (I; �!F ) () t 7! ���!dFdt ; ���!d2Fdt2 � hange de signe en t0 2 IPreuve 11 : M(t) est un point d'inexion de (I; �!F ) lorsque que la ourbe hange de onavit�e en M(t).Or, la onavit�e est d�etermin�ee par le signe de la ourbure, 'est �a dire par le signe de ���!dFdt ; ���!d2Fdt2 �.
Point d'inexionExemple 11. D�eterminer, s'il existe, le point d'inexion de la ourbe de repr�esentation param�etrique : � x = ety = t2 .Corollaire 12 : Carat�erisation des points bir�eguliersRappel : On dit qu'un point M(t) est bir�egulier d'une ourbe (I; �!F ) lorsque : ���!dFdt ; ���!d2Fdt2 � 6= 0.Ainsi : M(t) est bir�egulier ()  6= 0Preuve 12 : Imm�ediat ave la formule de la ourbureRemarque 15. Si l'ar est bir�egulier, � alors est un param�etrage admissible de lasse Ck�1 de la ourbe � de lasse Ck.Exerie : 8Etude des ourbes bir�eguli�ere v�eri�ant une �equation de la forme : R = f(s) ou R = f(�).Il s'agit de d�eterminer les repr�esentations param�etriques de param�etre � des ourbes reherh�ees.On note � �!F7! �x(�)y(�)� la fontion vetorielle d�e�nissant la ourbe reherh�ee.9



Cours MPSI-2009/2010 Etude m�etrique des ourbes planes http://pasal.delahaye1.free.fr/Le raisonnement ommene par une analyse :1. Remarquons que l'�equation des ourbes herh�ees donne : s0(�) = f(s) ou s0(�) = f(�).2. En r�esolvant ette �equation, on obtient une expression pour s(�) et don pour s0(�).3. Or, nous savons que : � x0(�) = os�:s0(�)y0(�) = sin�:s0(�) .4. En r�esolvant e syst�eme di��erentielle, on la forme des ourbes reherh�ees.Une synth�ese permet de v�eri�er que les ourbes trouv�ees onviennent.Remarque 16. Comme dans le 1. de l'exemple suivant, il est parfois possible et plus simple de reherher un param�etrageen fontion de s au lieu de �.Exemple 12. Exemples :1. R = a (a > 0)2. R = a: sin� (a > 0) 3. R = a:s (a > 0)4. R = 1 + s2
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