
Les transformations aÆnes du plan et de l'espae|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur8 juin 2010Dans tout e hapitre, E, E0, F et G d�esignent des R-ev de dimension �nie et E , E 0 F et G d�esignent leurs sous espaesaÆnes assoi�es.1 Les appliations aÆnes1.1 D�e�nition et propri�et�esOn onsid�ere une appliation f : E 7! E 0.D�efinition 1 : Appliation aÆnef : E ! E 0 est une appliation aÆne si et seulement si � 9A 2 E9B 2 E 0 et 9�!f 2 L(E; E0) telle que8M 2 E ; f(M) = B +�!f ���!AM�Dans e as, B = f(A).L'appliation lin�eaire �!f est appel�ee appliation lin�eaire assoi�ee �a l'appliation aÆne f : elle est unique.L'ensemble des appliations aÆnes est not�e Aff(E ; E 0), et Aff(E) lorsque E = E 0.Remarque 1.1. Si f est une appliation aÆne, alors on a : 8A 2 E , f(M) = f(A) +�!f (��!AM ).2. Une appliation aÆne est don d�e�nie par l'image d'un point et sa partie lin�eaire.Deux appliations aÆnes seront don �egales si elles ont même partie lin�eaire et si elles o��nident en un point.Exemple 1.1. Cas o�u �!f = 0. 2. Cas o�u �!f = idE .Proposition 1 : Formules importantes �a retenir1. Si f est une appliation aÆne, alors :a. 8(A; B) 2 E2, f(B) = f(A) +�!f (��!AB)b. 8A 2 E , 8�!x 2 E, f(A+�!x ) = f(A) +�!f (�!x )2. Si f est une appliation aÆne, l'appliation lin�eaire assoi�ee v�eri�e alors :a. 8(A; B) 2 E2, �!f (��!AB) = ������!f(A)f(B)b. 8�!x 2 E, 8A 2 E , �!f (�!x ) = ����������!f(A)f(A+�!x )1



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 1 : Pas de diÆult�e ...Pour montrer qu'une appliation f 2 F(E ; E 0) est aÆne :On pourra :1. hoisir un point A2. prouver que l'appliation �!f d�e�nie sur E par �!f (�!x ) = ����������!f(A)f(A+�!x ) est lin�eaire.Exerie : 1Soit f 2 Aff(E) laissant deux points distints A et B invariants.Montrer que f laisse toute la droite aÆne (AB) invariante.Th�eor�eme 2 : Expression matriielle d'une appliation aÆne.Soient deux espaes vetoriels r�eels E et E0. Soit � R = (
; b) un rep�ere art�esien de ER0 = (
0; b0) un rep�ere art�esien de E0 .Soit f : E 7! E0 une appliation aÆne de partie lin�eaire �!f .Si 8>><>>: X est la matrie des oordonn�ees d'un point M dans le rep�ere RY la matrie des oordonn�ees du point f(M) dans le rep�ere R0L est la matrie de l'appliation lin�eaire �!f dans les deux bases b et b0T est la matrie des oordonn�ees du point f(
) dans le rep�ere R0 , alors :Y = T + LXPreuve 2 : Il suÆt de remarquer que f(M) = f(
) + �!f (��!
M) s'�erit aussi �����!
0f(M) = ����!
0f(
) + �!f (��!
M) etd'exprimer matriiellement ette relation dans la base b0.Remarque 2.1. Le syst�eme orrespondant �a la relation matriielle est appel�e repr�esentation analytique de f .2. R�eiproquement : une appliation dont la repr�esentation analytique est de la forme Y = T + LX est aÆne, L�etant la matrie de le partie lin�eaire.Exemple 2. Dans R3 usuel.1. Donner l'expression analytique de la translation de R3 de veteur �!u (1; 2; 3).2. D�eterminer la partie lin�eaire de l'appliation aÆne d'expression analytique : 8<: x0 = 2 + xy0 = 2x� zz0 = �1 + z .Th�eor�eme 3 : Composition d'appliations aÆnesSi � f : E 7! E0g : E0 7! E00 sont deux appliations aÆnes, alors g Æ f est une appliation aÆne de partie lin�eaire �!g Æ�!f .Preuve 3 : On v�eri�e tr�es simplement que g Æ f(M) = g Æ f(A) +�!g Æ �!f (��!AM).Th�eor�eme 4 : Carat�erisation des isomorphismes aÆnes par leur partie lin�eaireSoit f 2 Aff(E;E0).1. f est bijetive () �!f est un isomorphisme2. Si f est bijetive, alors f�1 est une appliation aÆne de partie lin�eaire ��!f�1 = (�!f )�1.Preuve 4 : Soit A 2 E et A0 = f(A).1. Pro�edons �a une analyse en supposant que f�1 est aÆne de partie lin�eaire �!g .Alors sa partie lin�eaire �!g est d�e�nie par �!g (�!x ) = ���������������!f�1(A0)f�1(A0 +�!x ). On v�eri�e alors que :(a) �!g est l'inverse de �!f en s'assurant que �!g Æ �!f = �!f Æ �!g = id.(b) f�1 est bien aÆne.2. Même prinipe. 2



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 2 : Isomorphisme aÆne, automorphisme aÆne1. Si une appliation aÆne f 2 Aff(E; E0) est bijetive, on dit que 'est un isomorphisme aÆne.2. Si E = E0, on parlera d'automorphisme aÆne3. l'ensemble des automorphismes aÆnes est un groupe not�e (GA(E);Æ).On appelle et ensemble groupe aÆne de E et on a f 2 GA(E)() �!f 2� (E).1.2 Propri�et�es des appliations aÆnesNous allons ii nous int�eresser �a 3 ensembles de propri�et�es des appliations aÆnes :1. La onservation du baryentre et ses impliations2. La nature de l'image et de l'image r�eiproque d'un sous-espae aÆne par une appliation aÆne3. La nature de l'ensemble de points invariants d'une appliation aÆne1.2.1 Conservation du baryentreProposition 5 : Une appliation aÆne onserve les baryentresSoit f : E 7! E 0 une appliation aÆne.Soit S = �A1 : : : An�1 : : : �n� un syst�eme pond�er�e de points de E de poids non-nul.Si G est le baryentre du syst�eme pond�er�e S, alors :le point f(G) est le baryentre du syst�eme pond�er�e S0 = �f(A1) : : : f(An)�1 : : : �n �Preuve 5 : Pas de diÆult�e.Exerie : 2Prouver qu'une fontion f : E 7! E 0 qui onserve les baryentres est aÆne.Exerie : 3Soit n 2 N� et f : E 7! E une appliation aÆne telle que fn = id.Montrer que f admet au moins un point �xe.Corollaire 6 : Ainsi, les appliations aÆnes onservent le milieu et l'alignement.Preuve 6 : Cons�equene imm�ediate de la proposition pr�e�edente.Corollaire 7 : Image d'une partie onvexe par une appliation aÆneL'image d'une partie onvexe de E par f 2 A(E ; E 0) est une partie onvexe de E 0Preuve 7 : On pro�ede de fa�on naturelle ... en utilisant la onservation du baryentre.1.2.2 Image et image r�eiproque d'un sous-espae aÆneTh�eor�eme 8 : Image d'un sous-espae aÆne par une appliation aÆneSoit f : E 7! E 0 une appliation aÆne.Si F = A+�!F est un sous-espae aÆne de E , alors :f(F) = f(A) +�!f (�!F )Preuve 8 : Sans diÆult�e en pro�edant par �equivalenes ...Remarque 3. Ainsi, les appliations aÆnes onservent le parall�elisme.3



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 9 : Image r�eiproque d'un sous-espae aÆne par une appliation aÆneSoit f : E 7! E 0 une appliation aÆne.Si F 0 est un sous-espae aÆne de E 0 de diretion �!F 0 et que f�1(F 0) 6= ; , alors :f�1(F 0) est un sous-espae aÆne de E de diretion �!f �1(�!F 0)Preuve 9 : Par �equivalenes, en pensant �a reherher les pointsM sous la formeM = B+��!BM o�u B 2 f�1(F 0).1.2.3 Ensemble des points invariantsTh�eor�eme 10 : Points �xes (ou invariants) d'une appliation aÆneSoit une appliation aÆne f : E 7! E .On note Fix(f) = fM 2 E j f(M) =Mg l'ensemble des points �xes de f .Lorsque Fix(f) 6= ; , 'est un sous-espae aÆne de E de diretion ker(�!f � id).Preuve 10 : Sans diÆult�e en pro�edant par �equivalenes et en onsid�erant A tel que f(A) = A ...2 Les appliations aÆnes usuellesDans tout e paragraphe, on onsid�ere des appliations d'un espae aÆne E vers lui-même.On montrera que toutes les appliations suivantes sont aÆnes. Elles v�eri�ent don toutes les propri�et�es ommunesaux appliations aÆnes (onservation du baryentre, du milieu, du parall�elisme, image d'un onvexe, image et imager�eiproque d'un sea, nature de l'ensemble des points invariants ...)2.1 Les translationsD�efinition 3 : Les translationsSi �!u est un veteur de E.La translation t�!u de veteur �!u est l'appliation qui �a un point M de E fait orrespondre le pointM 0 = M +�!uRemarque 4.1. Une translation aÆne est d�e�nie par la donn�ee d'un veteur �!u .2. Lorsque E est un espae eulidien, les translations onservent l'orthogonalit�e.Th�eor�eme 11 : Groupe des translations1. Les translations sont les appliations aÆnes de partie lin�eaire �!f = idE .2. L'ensemble (T ;Æ) des translations est un sous-groupe du groupe aÆne.Preuve 11 :1. On montre qu'une translation est une appliation aÆne de partie lin�eaire �!f = idE , puis qu'une telleappliation est bien une translation.2. Pas de diÆult�e.Exemple 3. Donner l'expression analytique de la translation de veteur �!u (a; b; ) de R3 .Exerie : 4D�eterminer les endomorphismes aÆnes de E qui ommutent ave toutes les translations.4



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/2.2 Les homoth�eties aÆnesD�efinition 4 : Homoth�eties aÆnesSoient 
 2 E et k 2 Rnf0; 1g.L'homoth�etie aÆne � de entre 
de rapport k est l'appliation h : E 7! E d�e�nie par :8M 2 E ; ����!
h(M) = k:��!
M ou h(M) = 
 + k:��!
MRemarque 5. Le seul point �xe d'une homoth�etie est son entre.
Homoth�etie aÆneRemarque 6. Les sym�etries entrales sont des homoth�eties de rapport �1.Th�eor�eme 12 : Carat�erisation des homoth�etiesSoit f une appliation aÆne de E dans E .f est une homoth�etie aÆne () �!f = k: idE ave k 2 R n f0;1gPreuve 12 :) Vu dans la d�e�nition !( On montre que f admet un unique point �xe 
, puis que pour tout M : f(M) = 
 + k:��!
M .Remarque 7. Une homoth�etie aÆne est d�e�nie par la donn�ee :1. soit de son entre 
 et d'un rapport k. (����!
f(M) = k��!
M)2. soit de l'image d'un point A et d'un rapport k. (f(M) = f(A) + k:��!AM)Pour trouver l'expression analytique d'une homoth�etie aÆne h :1. de entre 
 et de rapport k :On retiendra que l'image M 0 d'un point M est d�e�ni par la relation M 0 = 
+ k:��!
M .2. dont on onnâ�t l'image A0 d'un point A et de rapport k :On retiendra que l'image M 0 d'un point M est d�e�ni par la relation : M 0 = h(A) + k:��!AM .Exemple 4. Dans R3 usuel :1. D�eterminer l'expression analytique de l'homoth�etie :(a) de entre 
(1; � 2; 3) et de rapport k = 2.(b) dont l'image de A(2; 0; 1) est A0(1; � 2; 3) et de rapport k = �3.2. Reonnâ�tre la transformation d'expression analytique 8<: x0 = 1 + 2xy0 = �1 + 2yz0 = 3 + 2z .5



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 13 : Groupe des homoth�eties-translationsL'ensemble (H;Æ) des homoth�eties-translations est un sous-groupe du groupe aÆne.Preuve 13 : Pas de diÆult�es ...Proposition 14 : Propri�et�es ompl�ementaires des homoth�etiesUne homoth�etie de rapport k :1. multiplie les distanes par jkj.2. onserve l'orthogonalit�e (lorsque E est un espae eulidien).3. multiplie les aires par k2.4. transforme une droite en une droite parall�ele.Preuve 14 : Pas de diÆult�e en remarquant que ������!h(A)h(B) = k��!AB.Remarque 8. Il est don ais�e de d�eterminer le rapport d'une homoth�etie transformant deux points A et B en A0 et B0.Exerie : 5Soit h une homoth�etie de entre 
 et de rapport � 6= 0;1 et t la translation de veteur �!u .D�eterminer la nature et les �el�ements arat�eristiques des appliations t Æ h et h Æ t.Exerie : 6Etudier la ompos�ee de deux homoth�eties.2.3 Les projetions aÆnesD�efinition 5 : Projetion aÆneSoit un sea F de diretion �!F et �!G un sev suppl�ementaire : E = �!F ��!G .La projetion aÆne sur F parall�element �a �!G est l'appliation qui �a tout point M de E , assoie l'unique pointM 0 de F tel que ���!MM 0 2 �!G .

Projetion aÆneRemarque 9. F est l'ensemble des veteurs invariants de p.Pour trouver l'expression analytique d'une projetion aÆne p :On retiendra que p(M) est l'unique point M 0 de F tel que ���!MM 0 2 �!G .Exemple 5. D�eterminer l'expression analytique de la projetion aÆne � sur P : x+ 3y � 2z = 7parall�element �a : �!D = Vet(�1; 1; 3) .Que pouvez-vous en d�eduire?...
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Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 15 : Une projetion aÆne est une appliation aÆneSoit un sea F de diretion �!F et �!G un sous-espae vetoriel suppl�ementaire : E = �!F ��!G .Soit p la projetion aÆne � sur F//t �a �!G .1. p est une appliation aÆne de partie lin�eaire �!p la projetion vetorielle ( sur �!F//t �a �!G .2. On a alors �!G = ker�!p et �!F = ker(�!p � Id).Preuve 15 : Soit 
 2 F .On montre que p(M) = p(
) +�!p (��!
M) o�u �!p est la projetion vetorielle sur �!F parall�element �a �!G .Remarque 10. Attention, une appliation aÆne dont la partie lin�eaire est une projetion vetorielle n'est pas n�eessairementune projetion aÆne. En e�et, si t est une translation de veteur �!u 2 �!F non nul alors ��!t Æ p = �!p et pourtant, t Æ pn'est pas une projetion aÆne puisqu'elle n'admet pas de point invariant.
Compos�ee d'une translation et d'une projetion aÆneProposition 16 : Carat�erisation 1 des projetions aÆnesUn endomorphisme aÆne p est une projetion aÆne si et seulement si :1. p admet des points �xes (soit Fix(p) et ensemble).2. �!p est une projetion vetorielleDans e as, p est la projetion aÆne sur Fix(p) parall�element �a ker�!p .Preuve 16 :) Imm�ediat.( Soit f l'appliation aÆne telle que f(
) = 
 et �!f la projetion vetorielle sur �!F parall�element �a �!G .On note F = 
+�!F . Pour tout M 2 E , il s'agit alors de prouver que : ( f(M) 2 F�����!f(M)M 2 �!G .Exemple 6. On munit un espae aÆne E de dimension 3 d'un rep�ere R = (O; �!i ; �!j ; �!k ).D�eterminer la nature de l'appliation : f : E 7! E d'expression analytique : 8<: x0 = 1=2(x� z + 1)y0 = 1=2(x+ 2y + z � 1)z0 = 1=2(�x+ z + 1)Proposition 17 : Carat�erisation 2 des projetions aÆnesUn endomorphisme aÆne p est une projetion aÆne si et seulement si p Æ p = p.Preuve 17 :) Pas de diÆult�e.( Soit p 2 Aff(E) telle que p Æ p = p. On montre que � p admet des points invariants�!p est une projetion vetorielle .Remarque 11. Avant d'utiliser ette arat�erisation, pensez �a v�eri�er que p est un endomorphisme aÆne.Remarque 12. Lorsque E est un espae eulidien et que E = �!F ?��!G , on dit que p est une projetion aÆne orthogonale.7



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/2.4 Les sym�etrie aÆnesD�efinition 6 : Sym�etrie aÆneSoit un sous-espae aÆne F de diretion �!F et un sous-espae vetoriel �!G tel que E = �!F ��!G .Si M est un point de l'espae, et p(M) son projet�e sur F parall�element �a �!G , on d�e�nit s(M) l'image de M parla sym�etrie aÆne par rapport �a F parall�element �a �!G par :s(M) = M + 2�����!Mp(M)

Sym�etrie aÆneRemarque 13. F est l'ensemble des points �xes de s.Proposition 18 : Si s est une sym�etrie aÆne, alors s(M) est l'unique point M 0 de E tel que :( ���!MM 0 2 �!Gle milieu de [MM 0℄ est dans FPreuve 18 :1. On ommene par montrer sans diÆult�e que s(M) v�eri�ent les deux onditions.2. On montre que es deux onditions d�e�nissent un unique point M 0.Remarque 14. On utilisera ette proposition pour d�eterminer l'expression analytique d'une sym�etrie aÆne.Exemple 7. Dans R2 , �erire l'expression analytique de la sym�etrie � par rapport �a la droite � : y + 2x = 1de diretion la droite �!D : 3x+ y = 0 .Proposition 19 : Une sym�etrie aÆne est une appliation aÆneSoit un sea F de diretion �!F et �!G un sous-espae vetoriel suppl�ementaire : E = �!F ��!G .Soit s la sym�etrie aÆne par rapport �a F de diretion �!G .1. s est une appliation aÆne de partie lin�eaire �!s la sym�etrie vetorielle ( par rapport �a �!Fde diretion �!G .2. �!F = ker(�!s � IdE) et �!G = ker(�!s + idE).Preuve 19 : Il suÆt d'utiliser les r�esultats onnus sur les projetions aÆnes.Proposition 20 : Carat�erisation 1 des sym�etries aÆnesUn endomorphisme aÆne s est une sym�etrie aÆne si et seulement si :1. s admet des points �xes (soit Fix(s) et ensemble).2. �!s est une sym�etrie vetorielleDans e as, s est la sym�etrie aÆne par rapport �a Fix(s) de diretion ker(�!s + idE).8



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 20 :) Pas de diÆult�e.( Soit 
 un point �xe. On alule f(M) = f(
) +�!s (��!
M) = � � � = M + 2�����!Mp(M).Exemple 8. Soit E muni d'un rep�ere art�esien R.Reonnâ�tre l'appliation f : E 7! E de repr�esentation analytique 8<: x0 = 5x+ 2y � 2z + 2y0 = �4x� y + 2z � 2z0 = 8x+ 4y � 3z + 4 .Proposition 21 : Carat�erisation 2 des sym�etries aÆnesUn endomorphisme aÆne s est une sym�etrie aÆne si et seulement si s Æ s = idE .Preuve 21 :) Pas de diÆult�e( (a) Soit M 2 E .On montre que le point I , milieu de [Ms(M)℄ est un point invariant (onservation du baryentre).(b) On montre que la partie lin�eaire v�eri�e �!s Æ �!s = �!s .Remarque 15. Avant d'utiliser ette arat�erisation, pensez �a v�eri�er que s est un endomorphisme aÆne.Exerie : 7Reonnâ�tre la transformation du plan d'expression analytique � x0 = x+ 1y0 = �y + 3 .Cas o�u la transformation f de partie lin�eaire �!s n'admet pas de point �xe.Dans e as, on peut �etudier la ompos�ee de f ave une translation de veteur �!u (a; b).1. On d�etermine les oordonn�ees de fa�on que f Æ t�!u admet des points �xes.2. f Æ t�!u est alors une sym�etrie aÆne dont on d�etermine les arat�eristiques.3. On en d�eduit alors que f est la ompos�ee d'une sym�etrie et d'une translation.4. On peut hoisir un veteur �!u qui appartient �a �!F . La transformation f est alors appel�ee un glissement.Remarque 16. Lorsque E est un espae eulidien et que E = �!F ?��!G , on dit que s est une sym�etrie aÆne orthogonale.Dans e as, �!s est un endomorphisme orthogonal de E et s onserve l'orthogonalit�e.2.5 Les aÆnit�esD�efinition 7 : AÆnit�eSoit F un sous-espae aÆne de diretion �!F et un sous-espae vetoriel �!G tel que E = �!F ��!G .Soit p la projetion aÆne sur F parall�element �a �!G et un r�eel �.On appele aÆnit�e de rapport � par rapport �a F parall�element �a �!G , l'appliationa : E �! EM 7! p(M) + ������!p(M)MRemarque 17. C'est �a dire : �������!p(M)a(M) = ������!p(M)M .Remarque 18. L'identit�e est une aÆnit�e de rapport 1, une projetion est une aÆnit�e de rapport 0 et une sym�etrie uneaÆnit�e de rapport �1.
9



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/

AÆnit�eExerie : 81. D�emontrer qu'une aÆnit�e a est une appliation aÆne dont vous d�eterminerez la partie lin�eaire2. Montrer que F est l'ensemble des points �xes de a.Pour trouver l'expression analytique d'une aÆnit�e a, 8<: de base F1de diretion �!F 2de rapport k :On retiendra que a(M) est l'unique point M 0 tel que M 0 = p(M) + k:�����!p(M)M , o�u p est la projetionaÆne sur F1 parall�element �a �!F 2.On ommenera don par reherher les oordonn�ees de p(M).Exemple 9.L'ellipse E d'�equation x2a2 + y2b2 = 1 est l'image du erle C(O; a) par l'aÆnit�e 8><>: de rapport bad'axe Oxde diretion Oy .Exerie : 9Dans R2 muni du rep�ere anonique, on onsid�ere � la droite D1 passant par A1(2;1) dirig�ee par �!u = (1;1)la droite D2 passant par A2(1;1) dirig�ee par �!v = (1;� 1) .D�eterminer les expressions analytiques :1. de la projetion aÆne sur D1 parall�element �a D22. de l'aÆnit�e de rapport 3 sur D1 parall�element �a D2.Exerie : 10D�emontrer que faire subir �a la parabole y = x2 une aÆnit�e de base (Oy) et de diretion (Ox) revient �a lui faire subirune homoth�etie.3 Les isom�etriesA partir de maintenant, on supposera E muni d'une struture eulidienne.3.1 D�e�nitions, arat�erisation et propri�et�esD�efinition 8 : Isom�etrie aÆneSoit f : E 7! E .On dit que f est une isom�etrie aÆne si et seulement si elle onserve les distanes :8(A; B) 2 E2; d�f(A);f(B)� = d(A;B)On notera I(E) l'ensemble des isom�etries aÆnes de E . 10



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 19. La ompos�ee de deux isom�etries est une isom�etrie.Proposition 22 : Les isom�etries aÆnes de E sont des appliations aÆnes.Preuve 22 : D�emonstration non exigible... mais faisable !!Exemple 10.1. Les translations aÆnes sont des isom�etries2. Une sym�etrie aÆne est une isom�etrie si et seulement si 'est une sym�etrie orthogonaleTh�eor�eme Fondamental 23 : Carat�erisation des isom�etriesUne appliation aÆne f est une isom�etrie si et seulement si sa partie lin�eaire �!f est orthogonale.Preuve 23 : Simple en pro�edant par �equivalenes.Remarque 20. Les isom�etries sont don des appliations aÆnes bijetives.D�efinition 9 : D�eplaement1. Une isom�etrie aÆne f est un d�eplaement lorsque �!f 2 SO(E).On note I+(E) l'ensemble des d�eplaements de E.2. Une isom�etrie aÆne f est un antid�eplaement lorsque �!f 2 O�(E).On note I�(E) l'ensemble des antid�eplaements de E.Remarque 21. Que dire de la ompos�ee de deux d�eplaements? de deux antid�eplaements? D'un d�eplaement et d'unantid�eplaement?Proposition 24 : Propri�et�es des isom�etries aÆnes :Les isom�etries aÆnes onservent :1. Les baryentres2. L'alignement 3. Le parall�elisme4. L'orthogonalit�e 5. Les distanes6. Les airesLes d�eplaements onservent l'orientation des bases alors que les antid�eplaements inversent ette orientation.Preuve 24 :1. La onservation de l'orthogonalit�e est quasi-imm�ediate !2. La onservation des distanes et de l'orthogonalit�e implique la onservation des aires.3. Pour la onservation de l'orientation, il suÆt d'exprimer : det(��������!f(A1)f(B1); : : : ; ��������!f(An)f(Bn)) ...3.2 Les d�eplaements du plan aÆneTh�eor�eme 25 : Classi�ation des d�eplaements du planSoit f : E2 7! E2 un d�eplaement du plan E2, alors :1. Si �!f = idE alors f est une translation2. Si �!f 6= idE , alors �!f est une rotation vetorielle �!r � et f poss�ede un unique point �xe 
.On a alors : 8M 2 R2 ; f(M) = 
 +�!r �(��!
M)On dit que f est la rotation aÆne de entre 
 et d'angle �.Preuve 25 : Pas de diÆult�e ompte-tenu de nos onnaissanes sur le groupe orthogonal de E2.Pour l'existene de 
 dans le as des rotations, on pourra se plaer dans un rond.
11



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/

Rotation aÆneExemple 11. On munit le plan d'un rep�ere orthonorm�e diret R = (O; �!i ; �!j ).D�eterminer la nature de l'appliation f : P 7! P d'expression analytique : � x0 = 1=5(3x� 4y + 20)y0 = 1=5(4x+ 3y � 10)Exerie : 11Montrer que toute isom�etrie du plan qui �ehange deux points distints est involutive.3.3 Les d�eplaements de l'espae aÆneTh�eor�eme 26 : Classi�ation des d�eplaements de l'espaeSoit f : E3 7! E3 un d�eplaement de l'espae E3.1. Si �!f = idE alors f est une translation.2. Si �!f 6= idE , alors �!f est une rotation vetorielle d'axe Vet(�!d ) et d'angle �.(a) Si f admet un point �xe 
, alors :f est une rotation aÆne d'axe 
+Vet(�!d ) et d'angle �.(b) Si f n'admet pas de point �xe, alors :f est la ompos�ee d'une rotation d'angle � et d'axe D orient�e par Vet(�!d ) et d'une translation deveteur �!u 2 Vet(�!d ). On dit que f est un vissage d'axe D, d'angle � et de veteur �!u .

Rotation Vissage
12



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 26 : Cas o�u �!f 6= idE : dans e as, �!f est une rotation d'axe Vet(�!d ) et d'angle �.1. Si f admet un point �xe alors l'�etude de f ne pose pas de diÆult�e.2. Supposons que f n'admette pas de point �xe.Soit A 2 E et notons alors A0 = f(A).L'appliation g = t��!A0A Æ f est une appliation aÆne telle que �!g = �!f et qui admet A pour point �xe.Don g est une rotation et f = t��!AA0 Æ g et on d�eompose alors ��!AA0 = �!u +�!v ave ( u 2 Vet(�!d )v 2 (�!d )? .Il s'agit alors de prouver que h = t�!v Æ g est une rotation d'axe Vet(�!d ), 'est �a dire, que h admet unpoint �xe.(a) On onsid�ere A appartenant �a l'axe de la rotation g.(b) On remarque que h(M) = M () : : :() (idE3 ��!h )(��!AM ) = �!vOn pourra alors r�esoudre ette �equation dans une bond adapt�ee, ou montrer que la restrition deidE3 ��!h �a d? est un automorphisme.D�etermination des �el�ements arat�eristiques d'un vissage :1. L'angle � et la diretion �!d de l'axe sont d�etermin�es par l'�etude de �!f2. L'axe est l'ensemble des points M v�eri�ant : �����!Mf(M) 2 Vet(�!d )3. On trouve le veteur �!u en prenant un point 
 de l'axe et en alulant ����!
f(
).Exerie : 12Reonnâ�tre les appliations aÆnes d'expressions analytiques suivantes dans un rep�ere orthonorm�e diret.1. 8<: x0 = y � 3y0 = z + 2z0 = x+ 1 2. 8<: x0 = y � 3y0 = z + 2z0 = x+ 2Remarque 22. Une sym�etrie orthogonale par rapport �a une droite est en fait une rotation d'axe ette droite et d'angle� = �.Exerie : 13Soit P le plan d'�equation x� y + 2z � 1 = 0 et D d�e�nie par � x� z � 2 = 0y � z � 1 = 0 .D�eterminer le sym�etrique orthogonal de P par rapport �a la droite D.3.4 Les r�eexions aÆnesD�efinition 10 : R�eexionOn appelle r�eexion une sym�etrie aÆne orthogonale par rapport �a un hyperplan aÆne (droite dans le plan,plan dans l'espae). C'est une isom�etrie aÆne.Remarque 23. Les r�eexions du plan ou de l'espae aÆne sont des antid�eplaements.
R�eexion du plan : R�eexion de l'espae :13



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 14D�eterminer l'expression analytique de la r�eexion par rapport au plan P : x+ y � z = 1.Proposition 27 : Compos�ee de deux r�eexions d'hyperplans parall�elesSoient H1 et H2 deux hyperplans aÆnes parall�eles de veteur normal �!n et si la r�eexion par rapport �a Hi.Alors s2os1 est une translation de veteur 2�!v o�u �!v est l'unique veteur de Vet�!n tel que H2 = t�!v (H1).Preuve 27 : On s'en dispensera ...

Compos�ee de deux r�eexions par rapport �a deux hyperplans parall�eles :Remarque 24. Ainsi, toute translation peut s'�erire omme ompos�ee de 2 r�eexions de bases parall�eles.Proposition 28 :Etant donn�es deux points A, B distints du plan ou de l'espae, il existe une r�eexion et une seule �ehangeantA et B.1. Dans le plan, 'est la r�eexion par rapport �a la m�ediatrie de [AB℄.2. Dans l'espae, 'est la r�eexion par rapport au plan m�ediateur de [AB℄.Preuve 28 : On s'en dispensera ...Exerie : 15Soit E = R3 muni du rep�ere anonique.Erire l'expression analytique de la r�eexion �ehangeant les points A(1; 2; 0) et B(1; 1; 1).3.4.1 Les r�eexions du planTh�eor�eme 29 : Tout d�eplaement du plan aÆne s'�erit omme la ompos�ee de deux r�eexions.Preuve 29 :1. On peut ommener par �etudier le r�esultat de la ompos�ee de deux r�eexions.2. On en d�eduit failement que tout d�eplaement s'�erit omme la ompos�ee de deux r�eexions.
Compos�ee de deux r�eexions : Cas 1 Compos�ee de deux r�eexions : Cas 214



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 16Etudier �a quelle ondition une r�eexion et une translation du plan aÆne ommutent.Exerie : 17Soit f la transformation de R2 usuelle d'expression analytique � x0 = �y + 1y0 = �x+ 2 .1. Montrer qu'il existe une translation t�!u telle que t�!u Æf soit une r�eexion par rapport �a une droite dirig�ee par �!u .2. En d�eduire la nature et les �el�ements arat�eristiques de fRemarque 25. Cet exemple prouve que les r�eexions ne sont pas les seuls antid�eplaements en dimension 2. Enpartiulier, on trouve aussi les r�eexions gliss�ees.3.4.2 Les r�eexions de l'espaeProposition 30 : Compos�ee de deux r�eexions par rapport �a des plans non parall�elesSoient P1 et P2 deux plans aÆnes non parall�eles de l'espae E3 et si la r�eexion par rapport �a Pi.Alors s2 Æ s1 est la rotation : � d'axe D = P1 \ P2d'angle 2� o�u � mesure l'angle \(�!n 1;�!n 2) ave � �!n 1 2 P?1�!n 2 2 P?2 .Preuve 30 : On s'en dispensera ...

Compos�ees de deux r�eexions par rapport �a des plans non parall�elesExerie : 18D�eterminer les d�eplaements et les r�eexions de E de dimension 3 laissant globalement invariante une sph�ere donn�ee.Compl�ement Hors-Programme : Les anti-d�eplaements de l'espaeSoit f 2 I�(E) .1. 1 as : �!f est une r�eexion vetorielle.Alors f est soit une r�eexion (as o�u il existe des points invariants), soit une r�eexion gliss�ee.2. 2i�eme as : �!f est la ompos�ee d'une rotation d'axe �!d , d'angle � et d'une r�eexion par rapport �a �!d ?.(a) On montre alors failement que f admet un point invariant A.(b) En �erivant alors que f(M) = A+�!f (��!AM) on onlut failement que f est la ompos�ee de la rotationd'axe A+Vet(�!d ), d'angle � et de la r�eexion par rapport �a A+�!d ?Exemple 12. Reonnâ�tre la transformation aÆne suivante : 8<: x0 = 1=3(2x� 2y + z + 1)y0 = 1=3(2x+ y � 2z + 3)z0 = 1=3(�x� 2y � 2z + 4) .15



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/4 Les similitudes diretes du plan4.1 Tradution omplexe de notions et propri�et�es g�eom�etriques du planOn identi�e le plan eulidien orient�e �a C en munissant e plan d'un rep�ere orthonorm�e et en assoiant :1. �a haque point M(x; y) son aÆxe z = x+ iy.2. �a haque veteur �!u (x; y) son aÆxe z = x+ iy.Proposition 31 :Si � �!u a pour aÆxe z�!u 0 a pour aÆxe z0 , alors 8<: h�!u ;�!u 0i = Re(zz0)�\�!u ;�!u 0� = arg(z0=z) = arg(z0)� arg(z)k�!u k = jzj .Preuve 31 : Vu en d�ebut d'ann�ee.Proposition 32 : Si 8<: A a pour aÆxe aB a pour aÆxe bC a pour aÆxe  , alors A; B; C align�es () � ab� a 2 RPreuve 32 : Vu en d�ebut d'ann�ee.4.2 Les Similitudes DiretesD�efinition 11 : Soit k 2 R+� .On appelle Similitude du plan de rapport k, une appliation de Aff(E2) qui multiplie les distanes par k.Remarque 26.1. Ainsi, toutes les isom�etries du plan ainsi que les homoth�eties sont des similitudes.2. Une similitude du plan est une appliation bijetive et sa partie lin�eaire appartient �a GL(E2).Proposition 33 : Carat�erisation des similitudesLes similitudes du plan de rapport k > 0 sont les appliations obtenues en omposant une homoth�etie de rapportk et une isom�etrie du plan.Preuve 33 : La ompos�ee de f et d'une homoth�etie de rapport 1=k est une isom�etrie du plan ...Remarque 27. Ainsi, les similitudes de rapport k onservent l'orthogonalit�e et multiplient les aires par k2.D�efinition 12 : Similitudes diretes et indiretesSoit f une similitude du plan de partie lin�eaire �!f .1. Si det(�!f ) > 0 alors la similitude est dite "direte"2. Si det(�!f ) < 0 alors la similitude est dite "indirete"Remarque 28.1. Les similitudes diretes sont les ompos�ees d'une homoth�etie de rapport k > 0 et d'un d�eplaement (translationou rotation).2. Les similitudes indiretes sont les ompos�ees d'une homoth�etie de rapport k > 0 et d'un antid�eplaement(r�eexion ou r�eexion gliss�ee).
16



Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 34 : Liste des similitudes diretesSimilitude direte Forme omplexeTranslations t�!u z0 = z + b ave b l'aÆxe du veteur de la translationRotations r z0 = ei�z + b ave � l'angle de la rotationHomoth�eties h z0 = k:z + b ave k 6= 0 le rapport de l'homoth�etieCompos�ees r Æ h z0 = k:ei�z + b ave � � l'angle de la rotationk le rapport de l'homoth�etieAve k 2 R� , b 2 C et � 2 [0 ; 2�[.Preuve 34 :1. La liste des similitudes diretes s'obtient en omposant les d�eplaements du plan ave une homoth�etiede rapport k > 0. Les homoth�eties de rapport k < 0 sont aussi des similitudes omme ompos�ees d'unehomoth�etie de rapport �k et d'une rotation d'angle �.2. On obtient les expressions omplexes en traduisant les relations d�e�nissant la position de M 0 (l'image deM) �a partir de M .Proposition 35 : Expression omplexe d'une similitude direteLes similitudes diretes sont les transformations du plan de forme omplexe :z0 = az + b ave � a 2 C �b 2 CPreuve 35 :1. Nous savons que les similitudes diretes ont une expression omplexe de la forme z0 = az+b ave� a 2 C �b 2 C2. R�eiproquement :Soit une transformation du plan d'expression omplexe z0 = az + b, ave a 2 C � et b 2 C ...Remarque 29. Les similitudes diretes onservent les angles orient�es.Proposition 36 : Desription �nale des similitudes diretes1. Toute similitude direte autre qu'une translation poss�ede un unique point �xe 
.2. La similitude s'�erit alors omme la ompos�ee � d'une rotation d'angle �d'une homoth�etie de rapport k de entre ommun 
.(a) 
 est appel�e le entre de la similitude(b) k est appel�e le rapport de la similitude() � est appel�e l'angle de la similitude3. Dans e as, son expression omplexe est de la forme z0 = k:ei�z + b.On trouve b en remarquant que 
 est l'unique point invariant.Preuve 36 : Nous avons prouv�e ela dans la d�emonstration pr�e�edente ...
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Cours MPSI-2009/2010 Les transformations aÆnes http://pasal.delahaye1.free.fr/Les similitudes diretes du planProposition 37 : Composition de deux similitudes diretes du planLa ompos�ee de deux similitudes de rapports � kk et d'angle � ��0 est une similitude � de rapport kk0d'angle � + �0 .Preuve 37 : Faile ave les expressions analytiques omplexes.Proposition 38 :Il existe une unique similitude direte qui transforme un segment [A; B℄ en un segment [A0; B0℄.Preuve 38 : Faile en reherhant ette similitude direte sous sa forme omplexe.Remarque 30. Ainsi, il existe une unique similitude du plan de entre A qui transforme un point B en un point C.Exemple 13. Trouver la similitude direte qui transforme � A(1; 1) en B(3; 4)B en C(4; � 1) .M�ethode pour trouver la similitude direte qui transforme [A; B℄ en [A0; B0℄ :1. Le rapport de la similitude est k = A0B0=AB2. L'angle de la similitude est l'angle � = (��!AB; ���!A0B0)3. La forme omplexe est alors z0 = kei�z + b.On en d�eduit alors failement b puis le entre de la similitude.Remarque 31. On peut aussi reherher a; b 2 C tels que � zA0 = azA + bzB0 = azB + b et en d�eduire les �el�ements arat�eristiquesde la similitude.Exerie : 19Soit ABC un triangle non aplati du plan P .On d�esigne par S1, S2 et S3 les similitudes diretes du plan P de entres respetifs A, B et C telles que S1(B) = C,S2(C) = A et S3(A) = B.D�erire les ompos�ees S1 Æ S2 Æ S3 et S3 Æ S2 Æ S1.

18


