
La onvexit�e|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur9 f�evrier 2011D�efinition 1 : Fontion onvexeSoit f : I 7! R une fontion d�e�nie sur un intervalle I � R .On dit que f est onvexe sur I lorsque que :Sur tout segment [x1;x2℄ � I la ourbe Cf est situ�ee au dessous du segment [A1(x1;f(x1));A2(x2; f(x2))℄

Fontion onvexe :D�efinition 2 : D�e�nition formelleSoit f : I 7! R une fontion d�e�nie sur un intervalle I � R. On dit que f est onvexe ssi :8(x1; x2) 2 I2; 8� 2 [0;1℄; f��x1 + (1� �)x2� � �f(x1) + (1� �)f(x2)Remarque 1. On dit qu'une fontion f d�e�nie sur un intervalle I est onave lorsque8(x1; x2) 2 I2; 8� 2 [0; 1℄; f��x1 + (1� �)x2� � �f(x1) + (1� �)f(x2)La fontion f est onave si et seulement si la fontion �f est onvexe.Dans la suite, on n'�etudiera que les propri�et�es des fontions onvexes.1



Cours MPSI-2010/2011 La onvexit�e http://pasal.delahaye1.free.fr/Remarque 2. Les fontions qui sont �a la fois onvexes et onaves sont les fontions aÆnes.Remarque 3. Fontion stritement onvexeOn dit qu'une fontion f : I 7! R est stritement onvexe lorsque 8(x1; x2) 2 I2, x1 6= x2,8� 2℄0;1[; f��x1 + (1� �)x2� < �f(x1) + (1� �)f(x2)Th�eor�eme Fondamental 1 : In�egalit�e de JensenSoit une fontion f onvexe sur l'intervalle I .Alors : 8>>><>>>: 8n � 28(x1; : : : ; xn) 2 In8(�1; : : : ; �n) 2 [0;1℄n tq nXi=1 �i = 1 f(�1x1 + � � �+ �nxn) � �1f(x1) + � � �+ �nf(xn)Preuve 1 : Cette d�emonstration est int�eressante. Comme il s'agit d'une g�en�eralisation de l'in�egalit�e de onvexit�e,il semble raisonnable d'envisager une d�emonstration par r�eurrene.1. L'initialisation ne pose pas de diÆult�e.2. On onsid�ere alors n+1 ouples (�k ; xk). Pour se ramener �a deux ouples et ainsi utiliser la d�e�nition dela onvexit�e, on pourra onsid�erer le baryentre de la famille [(�i; xi)℄i2f1; ng.Exerie : 1(�) Montrer que 8(x1; : : : ; xn) 2 Rn , (x1 + � � �+ xn)2 � n(x21 + � � �+ x2n)Th�eor�eme 2 : Soit f : I 7! R une fontion onvexe et x0 2 I :Alors, la fontion �x0 : Infx0g �! Rx 7! f(x)� f(x0)x� x0 est roissante sur Infx0g.

Croissane de la pente des ordes :Preuve 2 : On utilise la d�e�nition de la roissane d'une fontion.Ainsi, on onsid�ere x1; x2 2 I tels que x1 � x2, et on d�emontre que �x0(x1) � �x0(x2).Il existe 3 situations di��erentes qui s'�etudient de fa�on identique : x0 < x1 � x2, x1 < x0 < x2 et x1 � x2 < x0.Supposons par exemple que x0 < x1 � x2. Il existe alors � 2℄0; 1[ tel que x1 = �x0 + (1� �)x2.Cette expression nous permet d'utiliser la onvexit�e de f et d'obtenir failement le r�esultat attendu.Remarque 4. Ce th�eor�eme dit simplement que les pentes des ordes obtenues et �xant une des extr�emit�es, sontroissantes.Exemple 1. (�) D�eduire du th�eor�eme pr�e�edent que la fontion f : R� �! Rx 7! ex � 1x est roissante.Exerie : 2(��) R�eiproquement, montrer que si 8x0 2 I , la fontion �x0 est roissante, alors f est onvexe sur I .2



Cours MPSI-2010/2011 La onvexit�e http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 3(��) Soit f : R 7! R une fontion onvexe major�ee.1. Montrer que f est onstante.2. Montrer qu'une fontion d�e�nie sur une partie de R peut-être onvexe et major�ee sans être onstante.3. Quel th�eor�eme pouvez-vous en d�eduire?Exerie : 4(��) Soit f une fontion onvexe sur un intervalle I et x0 un point int�erieur �a I .1. Montrer que f admet une d�eriv�ee �a droite et une d�eriv�ee �a gauhe en x0.2. Montrer que f est ontinue en x0.Donner l'exemple d'une fontion onvexe non ontinue sur I .Exerie : 5(��) Soit f une appliation onvexe de [0; 1℄ dans R.Montrer que la fontion ' d�e�nie sur [0; 1=2℄ par '(x) = f(x) + f(1� x) est d�eroissante.Remarque 5.On pourra retraiter et exerie apr�es avoir vu le th�eor�eme suivant en supposant que f est de lasse C2 sur [0; 1℄.Th�eor�eme 3 : Carat�erisation des fontions onvexes d�erivables1) Si f : I 7! R est d�erivable alors f onvexe () f 0 roissante2) Si f : I 7! R est deux fois d�erivable alors f onvexe () f 00 � 0 sur IPreuve 3 :1. ) Soient x1; x2 2 I tels que x1 � x2.Soit x 2 [x1; x2℄, on onsid�ere alors la fontion �x du th�eor�eme pr�e�edent.La fontion f �etant onvexe, on a �x(x1) � �x(x2).Il ne reste plus qu'�a faire tendre x 7! x1 puis x 7! x2.( Soient x1; x2 2 I tels que x1 � x2.Soit � 2 [0; 1℄. On onsid�ere la fontion �(�) = f(�x1 + (1� �)x2)� (�f(x1) + (1� �)f(x2)).Il s'agit de prouver que �(�) � 0 pour tout � 2 [0; 1℄. Pour ela, on �etudie la fontion �.On pourra remarquer que �0 est roissante et s'annule sur ℄0; 1[ d'apr�es le th�eor�eme de Rolle.2. Nous savons que si f est deux fois d�erivable, alors f 0 roissante () f 00 � 0, d'o�u le r�esultat.Remarque 6. On a bien sûr un r�esultat �equivalent pour arat�eriser les fontions onaves.D�efinition 3 : Point d'inexionSoit f : I 7! R et x0 2 ÆI .On dit que f admet un point d'inexion en x0 lorsque la ourbe de f hange de onavit�e en x0.Th�eor�eme 4 : Carat�erisation des points d'inexionSoit f : I 7! R une fontion C2 sur I et x0 2 ÆI . Alors :f admet un point d'inexion en x0 () � f 00(x0) = 0f 00 hange de signe en x0Preuve 4 : La onavit�e d'une fontion de lasse C2 est d�etermin�ee par le signe de sa d�eriv�ee seonde.La ontinuit�e de f 00 en x0 permet de onlure que f 00(x0) = 0.Exemple 2. La fontion f : x 7! x3 admet un point d'inexion en x0 = 0.Exerie : 6(�) D�eterminer le ou les points d'inexion de la fontion f : R �! Rx 7! 1= hx
3



Cours MPSI-2010/2011 La onvexit�e http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 5 : Le graphe d'une fontion onvexe est situ�e au dessus de toutes ses tangentesSoit une fontion f : I 7! R onvexe et d�erivable.8x0 2 I; 8x 2 I; f(x) � f 0(x0)(x� x0) + f(x0)

Fig. 1 { Le graphe d'une fontion onvexe est au dessus de toutes ses tangentesPreuve 5 : Il s'agit simplement d'�etudier le signe de la fontion �(x) = f(x)� (f 0(x0):(x� x0) + f(x0)).Pour onnâ�tre le sens de variation de f , on remarquera que �0 est roissante et s'annule en x0.Exemple 3. (�) Prouver que : 8x 2 [0; �=2℄, 2�x � sinx � x.Exerie : 7D�emontrer en utilisant un argument de onvexit�e que : 8n 2 N, 8x � 0, xn+1 � (n+ 1)x+ n � 01 Appliations de l'in�egalit�e de JensenL'in�egalit�e de Jensen vue pr�e�edemment permet de d�emontrer des in�egalit�es utiles en analyse.Ces in�egalit�es sont appel�ees des "in�egalit�es de onvexit�e".On pro�ede de la fa�on suivante :1. On se donne une fontion f2. On v�eri�e qu'elle est onvexe sur I en alulant par exemple f 003. On �erit l'in�egalit�e de Jensen en hoisissant orretement les valeurs de �1 : : : �nExemple 4.1. Majorer pour x; y > 0 et n 2 N, (x + y)n en fontion de xn et yn.2. Choisissez des fontions onvexes et d�eterminer des in�egalit�es de onvexit�e assoi�ees.Exerie : 8(�) In�egalit�es dues �a la onavit�e de la fontion ln.1. Prouver que la fontion ln est onave sur R+� .2. Erire l'in�egalit�e g�en�erale �a deux termes de onavit�e de la fontion ln.En d�eduire l'in�egalit�e de Young : � 8a > 0; b > 08p > 0; q > 0 , tels que 1p + 1q = 1 : ab � app + bqq3. Erire l'in�egalit�e g�en�erale �a trois termes de onavit�e de la fontion ln.En d�eduire que 8(a; b; ) 2 (R+ )3 :(a) a3 + b3 + 3 � 3ab (b) (a+ b+ )3 � 27ab4. Erire l'in�egalit�e g�en�erale �a n termes (n 2 N� ) de onavit�e de la fontion ln.En d�eduire que :(a) 8(x1; : : : ; xn) 2 (R+? )n : (x1: : : : :xn) 1n � x1 + � � �+ xnn .(b) 8n 2 N� : npn! � n+ 12 4



Cours MPSI-2010/2011 La onvexit�e http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 9(��) Prouver que pour tout a; b; x; y 2 R+� , nous avons : x ln xa + y ln yb � (x+ y) ln x+ ya+ b .Aide : vous pourrez ommener par prouver la o,avit�e de la fontion x 7! x lnx.Exerie : 10(��) In�egalit�e de Holder :1. Prouver que 8� > 0 et � > 0 tels que �+ � = 1 et 8(x; y) 2 R+� , on a : x�y� � �x + �y2. En d�eduire l'in�egalit�e de Holder :8(a1; a2; : : : ; an) 2 (R+� )n et 8(b1; b2; : : : ; bn) 2 (R+� )n et 8� > 0 et � > 0 tels que �+ � = 1, on a :nXi=1 aibi � � nXi=1 a 1�i ��� nXi=1 b 1�i ��Indiation : Poser xk = a 1�knXi=1 a 1�i et yk = b 1�knXi=1 b 1�iExerie : 11(��) In�egalit�e de Minkowsky :1. Soit p 2 N tel que p > 1.Prouver que la fontion f d�e�nie sur R+� par f(x) = �1 + x 1p �p est onave.2. Quelle relation obtient-on en appliquant l'in�egalit�e de Jensen aux valeurs stritement positives x1, . . . , xn a�et�edes oeÆients positifs �1, . . . , �n tels que nXk=1�k = 1?3. En d�eduire l'in�egalit�e de Minkowsky :8(a1; a2; : : : ; an) 2 (R+� )n et 8(b1; b2; : : : ; bn) 2 (R+� )n on a :� nXi=1(ai + bi)p� 1p � � nXi=1 api � 1p + � nXi=1 bpi � 1pIndiation : poser xk = apkbpk et �k = apknXi=1 api .1.1 Autres exeriesExerie : 12(��) Soient f et g deux fontions ontinues sur [0; 1℄ telles que : � g(x) > 08x 2 [0; 1℄f positive et R 10 f = 1 .On souhaite d�emontrer que : Z 10 f(x) ln(g(x)) dx � ln � Z 10 f(x)g(x) dx�1. Soit n 2 N. On pose pose pour tout k 2 [[0;n℄℄ : 8><>: �k = f(kn )xk = g(kn ) .(a) Justi�er que pour n suÆsamment grand, nXk=0�k 6= 0.(b) Appliquer alors l'in�egalit�e de Jensen �a la fontion ln en prenant pour tous k 2 [[0;n℄℄ :les salaires �k = �knXk=0 �k et les valeurs xk.2. Conlure en faisant tendre n vers l'in�ni. 5


