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al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur29 juin 20101 Int�egrale double sur un re
tangleSi une fon
tion f est 
onstante et vaut � sur un petit pav�e [a; b℄� [
; d℄, on d�e�nit son int�egrale double 
omme �etantle volume de l'espa
e de base le re
tangle [a; b℄� [
; d℄ et de hauteur �.Ce volume vaut V = �� (b� a)� (d� 
).On v�eri�e que V = ZZ[a;b℄�[
;d℄ f(x; y) dx dy = Z ba �Z d
 f(x; y) dy� dx = Z d
 �Z ba f(x; y) dx� dy
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 dab Fig. 1 { Fon
tion en es
alierPour d�e�nir l'int�egrale double d'une fon
tion born�ee f : [a; b℄� [
; d℄ 7! R :1. On 
ommen
e par d�e�nir l'int�egrale double sur un re
tangle d'une fon
tion en es
alier.2. On d�e�nit ensuite l'int�egrale sup�erieure de la fon
tion f 
omme �etant la borne inf�erieure des int�egrales desfon
tions en es
alier majorant f , et l'int�egrale inf�erieure de la fon
tion f 
omme �etant la borne sup�erieure desint�egrales de fon
tions en es
alier minorant f . 1
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al.delahaye1.free.fr/3. Lorsque l'int�egrale sup�erieure et l'int�egrale inf�erieure sont �egales, on dit que la fon
tion f est int�egrable, et onnote ZZ[a; b℄�[
; d℄ f(x; y) dx dy son int�egrale.On montre que toute fon
tion f : [a; b℄� [
; d℄ 7! R 
ontinue est int�egrable.Le th�eor�eme suivant permet de 
al
uler une int�egrale double sur un re
tangle R = [a; b℄� [
; d℄.Th�eor�eme Fondamental 1 : Th�eor�eme de FubiniSi f est une fon
tion 
ontinue sur le re
tangle R = [a; b℄ � [
; d℄, (ave
 a � b et 
 � d) alors on peut 
al
ulerl'int�egrale double de f sur R en 
al
ulant deux int�egrales simples :ZZR f(x; y) dx dy = Z ba "Z d
 f(x; y) dy# dx = Z d
 "Z ba f(x; y) dx# dyPreuve 1 : Admis ...

Corollaire 2 : Lorsque la fon
tion f est de la forme f(x; y) = u(x):v(y) et le domaine R est un re
tangle,alors : ZZR f(x; y) dx dy = Z ba u(x): dx: Z d
 v(y) dyPreuve 2 : Pas de diÆ
ult�e ...Remarque 1. Ce 
as est assez fr�equent en pratique.On s'y ram�ene assez souvent apr�es un passage en 
oordonn�ees polaires (voir plus loin).Th�eor�eme 3 : Propri�et�es de l'int�egrale doubleSi f et g sont des fon
tions 
ontinues sur le re
tangle R = [a; b℄� [
; d℄ et (�; �) 2 R2 .1. Lin�earit�e : ZZR(�f + �g)(x; y) dx dy = � ZZR f(x; y) dx dy + � ZZR f(x; y) dx dy.2. Additivit�e : si R = R1 [ R2 ave
 R1 \R2 = ; (ou presque ...), deux re
tangles :ZZR f(x; y) dx dy = ZZR1 f(x; y) dx dy + ZZR2 f(x; y) dx dy3. Positivit�e : si f � 0 sur R, alors : ZZR f(x; y) dx dy � 04. Invarian
e par translation : si (�; �) 2 R2 et R0 = [a+ �; b+ �℄� [
+ �; d+ �℄, alors :ZZR f(x; y) dx dy = ZZR0 f(x� �; y � �) dx dy2
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 3 : Admis ...Exemple 1. Cal
uler: I = ZZD(x+ y) sinx sin y dx dy o�u D = [0; �℄2.2 Int�egrale double sur un domaine admissibleLa 
onstru
tion devient beau
oup plus 
ompliqu�ee si l'on 
onsid�ere des domaines U � R2 qui ne sont plus des re
tanglesou des r�eunions de re
tangles. Comment << subdiviser >> un tel domaine U ? Quelle r�egularit�e imposer �a U ? Lepro
�ed�e de 
onstru
tion pr�e
�edent est inadapt�e, et on utilise une autre d�e�nition de l'int�egrale : l'int�egrale de Lebesgue.Heureusement, les 
al
uls ave
 l'int�egrale de Lebesgue ressemblent aux 
al
uls habituels ave
 l'int�egrale de Riemann.D�efinition 1 : Domaine admissibleSoit U � R2 .On dira que U est un domaine admissible du plan lorsque U peut se d�e
rire sous l'une des deux formes suivantes :� U = f(x; y) 2 R2 j a � x � b et �(x) � y �  (x)gU = f(x; y) 2 R2 j 
 � y � d et �(y) � x � �(y)g ave
 � �;  
ontinues par mor
eaux sur [a; b℄�; � 
ontinues par mor
eaux sur [
; d℄

2 types des domaines admissiblesRemarque 2. Les deux param�etrages de U pr�e
�edents sont appel�es : param�etrages admissibles de U .On 
onsid�ere une fon
tion f : U 7! R 
ontinue sur un domaine admissible U � R2 :Le th�eor�eme de Fubini nous donne une d�e�nition et un mode de 
al
ul de l'int�egrale double de f sur U :Th�eor�eme 4 : Th�eor�eme de FubiniSoit f une fon
tion 
ontinue sur un domaine U � R2 admissible poss�edant les deux types de param�etragespr�e
�edents. On peut alors 
al
uler l'int�egrale double de f sur U en 
al
ulant deux int�egrales simples selon l'unedes deux formules suivantes :ZZU f(x; y) dx dy = Z ba "Z  (x)�(x) f(x; y) dy# dx = Z d
 "Z �(y)�(y) f(x; y) dx# dyPreuve 4 : Admis ...Remarque 3. Ainsi, pour 
al
uler une int�egrale double, on 
ommen
era toujours par :1. Dessiner le domaine d'int�egration U2. Cara
t�eriser 
e domaine l'un des deux param�etrages admissibles possibles.Si 
ela pose probl�eme, on pourra faire appel au 
hangement de variables vu dans la partie suivante ...Exemple 2. Cal
uler I = ZZD(x2 + y) dx dy o�u D = f(x; y) 2 R2 j � 0 � x � 10 � y � 1� x g.
3
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 5 : Propri�et�es de l'int�egrale double sur un domaine admissibleComme dans le 
as o�u le domaine d'int�egration est un re
tangle, on retrouve les propri�et�es suivantes :1. Lin�earit�e 2. Additivit�e 3. Positivit�ePreuve 5 : Admis ...Exer
i
e : 1Montrer que :1. ZZD(x2 + y2) dx dy = 16 lorsque D = f(x; y) 2 R2 j x � 0; y � 0; x+ y � 1g.2. ZZD ln(1 + x2 + y) dx dy = 23 ln 2 + 89 � �3 lorsque D = f(x; y) 2 R2 j x � 0; y � 0; x2 + y � 1g.3. ZZD xy dx dy = 112 lorsque D = f(x; y) 2 R2 j y � x2; x � y2g.Exer
i
e : 2Cal
uler : Z 21 � Z xpx sin �x2y dy� dx+ Z 42 � Z 2px sin �x2y dy� dx3 Changement de variablesTh�eor�eme 6 : Changement de variablesSoit � un domaine << admissible >>, soit D � R2 et soit � une appli
ation presque bije
tive de 
lasse C1� : � � �! D(u; v) 7! (x(u; v); y(u; v))On appelle Ja
obien de �, au point (u; v), le d�eterminant :J�(u; v) = ����������x�u �x�v�y�u �y�v ���������Alors ZZD f(x; y) dx dy = ZZ� f�x(u; v); y(u; v)� ��J�(u; v)�� du dvPreuve 6 : admis !

4



Cours MPSI-2009/2010 Les int�egrales doubles http://pas
al.delahaye1.free.fr/Changement de domaine d'int�egration par 
hangement de variablesRemarque 4. L'obje
tif d'un 
hangement de variable est le plus souvent d'obtenir un nouveau domaine d'int�egration� dont on peut fa
ilement d�eterminer un param�etrage admissible.Deux 
as usuels de 
hangement de variables sont �a 
onnâ�tre plus parti
uli�erement :1. Changement de 
oordonn�ees aÆne : (x = au+ bv + �y = 
u+ dv + � alors J�(u; v) = (ad� b
)2. Changement de 
oordonn�ees polaires : (x = � 
os �y = � sin � alors J�(�; �) = � .Exer
i
e : 3Cal
uler :1. I1 = ZZD x2y2 dx dy o�u D = f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � 1g.2. I2 = ZZD(x2 + y2) dx dy o�u D est le demi-disque de rayon 1 de 
entre (0; 1) ave
 x � 0.3. I3 = ZZD(x2 + y2) dx dy o�u D = f(x; y) 2 R2 j x2a2 + y2b2 � 1g.4. I4 = ZZD(x2 + y2) dx dy o�u D = f(x; y) 2 R2 j x � 0 et x2 + y2 � 2y � 0g.Exer
i
e : 4Soit R > 0.On d�e�nit : F (x) = Z x0 e�t2 dt, I(R) = ZZ[0;R℄2 e�(x2+y2) dx dy, et DR = f(x; y) 2 R+2 j x2 + y2 � R2g.1. Montrer que : I(R) = F (R)2.2. Montrer que : ZZDR e�(x2+y2) dx dy � I(R) � ZZDp2R e�(x2+y2) dx dy3. En d�eduire que : Z +10 e�x2 dx = limR!+1F (R) = p�2Exer
i
e : 5L'obje
tif de 
et exer
i
e est de 
al
uler l'int�egrale simple : I = Z 10 ln(1 + x) dx1 + x2 .1. Observer que ln(1 + x) = Z 10 x dy1 + xy2. (a) Montrer que 2:I = Z 10 Z 10 x+ y(1 + x2)(1 + y2) dx dy(b) En d�eduire la valeur de l'int�egrale I .4 Aire d'un domaine planD�efinition 2 : Aire d'un domaine planSoit D � R2 un domaine, on appelle aire de D,A(D) = ZZD 1 dx dyRemarque 5. L'aire du domaine plan D est don
 le volume de base D et de hauteur 1.5
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 3. Cal
uler l'aire d�elimit�e par une ellipse d'�equation 
art�esienne D : x2a2 + y2b2 � 1Exer
i
e : 6Cal
uler les aires suivantes :1. aire de l'astro��de2. aire d'une ar
he de 
y
lo��de (on 
onstatera des diÆ
ult�es ...)Remarque 6. Nous verrons dans le 
hapitre d'analyse ve
toriel, une formule (Green-Riemann) permettant le 
al
ul del'aire d'un domaine lorsque la m�ethode pr�e
�edente pose probl�eme.Proposition 7 : Cas d'une 
ourbe en polaireDans le 
as o�u le domaine D 
ontient O et est d�elimit�e par une 
ourbe en polaire � = �(�) ave
 � 2 [�1 ; �2℄,son aire est donn�e par la formule : Aire(D) = 12 Z �2�1 �2(�) d�Preuve 7 : Il suÆt d'e�e
tuer un 
hangement de variable en polaire.

Aire d'un domaine d�elimit�e par une 
ourbe en polaireRemarque 7. En physique, les formules de l'aire �a l'aide d'une int�egrale double s'interpr�etent di��eremment.
Surfa
es in�nit�esimalesOn note dx dy et � d� d� des surfa
es in�nit�esimaux et on somme (au sens de l'int�egrale double) 
es quantit�es surtout le domaine dont on re
her
he l'aire. ZZD dx dy et ZZD � d� d�Exer
i
e : 7Cal
uler les aires suivantes :1. aire d�elimit�ee par une 
ardio��de2. aire de la bou
le d'une lemnis
ate de bernoulli d'�equation polaire � = p2 
os � (� 2 [��4 ; �4 ℄)3. aide de la bou
le de la stropho��de droite d'�equation polaire � = 
os 2�
os � (� 2 [��4 ; �4 ℄)
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