
Le Groupe Sym�etrique|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur13 janvier 2011Les notions vues dans e hapitre seront surtout utiles lorsque nous aborderons le hapitre sur les d�eterminants.1 Le groupe sym�etriqueD�efinition 1 : Groupe des permutationsSoit un ensemble E.On appelle permutation de E, une bijetion � : E 7! E.On note SE l'ensemble des permutations de l'ensemble E.�SE ;Æ� est un groupe, appel�e groupe des permutations de l'ensemble E.Dans la suite, on onsid�erera un ensemble �ni E de ardinal n.Comme il est possible de num�eroter les �el�ements de E, on pourra onsid�erer que E = [[1;n℄℄.Remarque 1. Permuter n �el�ements onsiste �a les ranger dans un ordre di��erent.Ainsi, hoisir une permutation de [[1;n℄℄ revient �a permuter l'ordre des �el�ements de et ensemble.D�efinition 2 : Groupe sym�etrique : SnLorsque l'ensemble E = [[1;n℄℄, on note Sn le groupe des permutations de E.Sn est un groupe �ni de ardinal n! que l'on appellera le groupe sym�etrique d'ordre n.Une permutation � 2 Sn se note� = � 1 ::: n�(1) ::: �(n) � ou, plus simplement : � = ��(1) : : : �(n)�Exemple 1. D�erire la permutation � = (3 5 1 2 4).Exemple 2. D�eterminer les permutations de l'ensemble f1; 2g puis les permutations de f1; 2; 3g.2 Cyles, transpositionsD�efinition 3 : Orbite d'un �el�ementSoit une permutation � 2 Sn et un �el�ement x 2 [[1;n℄℄.On appelle orbite de l'�el�ement x selon la permutation �, l'ensemble : O�(x) = f�k(x) ; k 2 ZgExemple 3. Si E = [[1;6℄℄, et � = �2 1 5 3 6 4�, alors : � O�(1) = O�(2) = f1; 2gO�(3) = O�(5) = O�(6) = O�(4) = f3; 4; 5; 6g .
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Cours MPSI 1 - 2010/2011 Le Groupe Sym�etrique http://pasal.delahaye1.free.fr/12 43 65Fig. 1 { Orbites d'une permutationProposition 1 : Propri�et�es des orbitesSoit � 2 Sn ave n 2 N� .1. Pour tout x 2 [[1;n℄℄, il existe p 2 [[1;n℄℄ tel que x = �p(x)Dans e as, nous avons O�(x) = f�k(x) ; k 2 [[0;p� 1℄℄g.2. Soit x; y 2 [[1;n℄℄. y 2 O�(x)() x 2 O�(y)() O�(x) = O�(y)Preuve 1 :1. Il suÆt de remarquer que Cardf�k(x); k 2 [[1;n+ 1℄℄g � n.2. (a) On ommene par prouver la premi�ere �equivalene en utilisant le r�esultat pr�e�edent.(b) La deuxi�eme �equivalene est alors quasi-imm�ediate.Remarque 2. L'ensemble des orbites d'une permutation � 2 Sn forme une partition de [[1;n℄℄Proposition 2 : D�e�nition plus simple de l'orbite d'un �el�ementSi � 2 Sn et x 2 [[1;n℄℄, alors : O�(x) = f�k(x) ; k 2 [[0;n� 1℄℄g.Preuve 2 : C'est un orollaire de la proposition pr�e�edente.Exerie : 1Soit s 2 S10 la permutation : s = (6 5 4 1 7 10 2 3 9 8).1. D�eterminer les orbites de s2. D�eterminer le plus petit entier n tel que sn = s. (au sens de la omposition des appliations !)3. En d�eduire s100Exerie : 2Une d�emonstration originale du petit th�eor�eme de Fermat.Soit a 2 N� et p un nombre premier.1. On onsid�ere � = fmots �a p arat�eres ompos�es �a l'aide d'un alphabet ompos�e de a lettresg.On onsid�ere l'appliation ' : � �! �(a1; : : : ; ap) 7! (a�(1); : : : ; a�(p)) o�u � = �2 3 : : : p 1�.En remarquant que l'ensemble des orbites de ' forme une partition de �, montrer que ap � a[p℄.2. En d�eduire dans le as o�u p ne divise pas a que ap�1 � 1 [p℄.D�efinition 4 : Permutation irulaireSoit une permutation � 2 Sn.On dit que 'est une permutation irulaire s'il existe un �el�ement x 2 [[1;n℄℄ tel que O�(x) = [[1;n℄℄.Exemple 4. � = � 1 2 3 43 4 2 1 � est une permutation irulaire de [[1;4℄℄ (ou de S4) :41 23Fig. 2 { Permutation irulaireRemarque 3.1. Dans e as, tout x �el�ement de [[1;n℄℄ est tel que O�(x) = [[1;n℄℄.2. Il y a (n� 1)! permutations irulaires dans le groupe sym�etrique Sn.2



Cours MPSI 1 - 2010/2011 Le Groupe Sym�etrique http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 5 : CyleSoit une permutation � 2 Sn.On dit que � est un yle s'il y a au plus une orbite qui n'est pas r�eduite �a un �el�ement.Cette orbite s'appelle le support du yle, et le ardinal de ette orbite s'appelle la longueur du yle.Exemple 5. � = � 1 2 3 4 5 62 3 1 4 5 6 �, est un yle de support f1;2;3g et de longueur 3 de S6.On note plus simplement �1 2 3� e yle de S6.
1 23 64 5Fig. 3 { Un yle de longueur 3Remarque 4. Une permutation irulaire est un yle partiulier. (auune orbite ne ontient un unique �el�ement)Exerie : 3D�eterminer le nombre de yles de longueur p dans Sn.D�efinition 6 : TranspositionsUne transposition de Sn est un yle de longueur 2.Remarque 5.1. Une transposition �ehange deux �el�ements a, b et laisse tous les autres invariants. On note �ab ette transposition.2. Une transposition est involutive : � Æ � = idExemple 6.1. Quel est le nombre de transpositions dans le groupe Sn?2. Caluler �12 Æ �23 et �23 Æ �12 dans Sn, (n � 3).Exerie : 4D�eomposer � = � 1 2 3 4 55 3 1 4 2 � en produit de transpositions.

D�eomposition d'une permutation en "produit" de transpositionsTh�eor�eme Fondamental 3 : D�eomposition d'une permutation en produit de transpositionsToute permutation � 2 Sn se d�eompose en un produit �ni de transpositions :� = �1 Æ � � � Æ �k
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Cours MPSI 1 - 2010/2011 Le Groupe Sym�etrique http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 3 : Pro�edons par r�eurrene sur n.1. Pas de diÆult�e pour n = 1 (et n = 2).2. Soit n 2 N� . On suppose le th�eor�eme vrai pour ette valeur de n.Soit � 2 Sn+1. On traite alors les deux as suivants :(a) Si �(n+ 1) = n+ 1 alors on peut appliquer l'hypoth�ese de r�eurrene �a �j[[1;n℄℄.(b) Si �(n+ 1) 6= n+ 1. On se ram�ene au as pr�e�edent en onsid�erant �0 = �n+1;�(n+1) Æ �.Remarque 6.1. En d'autres termes, l'ensemble des transpositions engendre le groupe sym�etrique.2. Il n'y a pas uniit�e de la d�eomposition et les transpositions ne ommutent pas.Exerie : 51. Pour (i; j) 2 [[1;n℄℄2, aluler �1i Æ �1j Æ �1i.2. En d�eduire que les transpositions de la forme �1i engendrent le groupe sym�etrique Sn.3 Signature d'une permutationD�efinition 7 : Signature d'une permutationSoit une permutation � 2 Sn.On dit qu'un ouple (i; j) 2 [[1;n℄℄2 est une inversion de � lorsque : � i < j�(i) > �(j) .On note I(�) le nombre d'inversions de la permutation �, et on d�e�nit la signature de la permutation � par"(�) = (�1)I(�)Remarque 7. On dit qu'une permutation � est � paire si "(�) = +1impaire si "(�) = �1 .Exemple 7. D�eterminer le nombre d'inversions et la signature de la permutation � = �3 5 7 2 1 4 6�.Proposition 4 : Les transpositions sont de signature �1.Preuve 4 : Il suÆt de v�eri�er que le nombre d'inversions orrespondant �a une transposition est impair.Th�eor�eme Fondamental 5 : Signature d'une ompos�eePour tout ouple (�1; �2) 2 Sn on a : "(�1 Æ �2) = "(�1)� "(�2)Preuve 5 : D�emonstration non exigible.Remarque 8.1. Cela signi�e en partiulier que l'appliation " : �Sn;Æ� �! �f�1;1g;��� 7! "(�) est un morphisme de groupes.2. Le noyau de e morphisme An = f� 2 Sn j "(�) = +1g (l'ensemble des permutations de signature 1) est unsous-groupe de Sn appel�e le groupe altern�e d'ordre n.Corollaire 6 : Autre arat�erisation de la signatureSi une permutation � s'�erit omme produit de p transpositions, � = �1 Æ � � � Æ �p. Alors :"(�) = (�1)p4



Cours MPSI 1 - 2010/2011 Le Groupe Sym�etrique http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 6 : Pas de diÆult�e.Remarque 9. La d�eomposition d'une permutation en produit de transpositions n'est pas unique, mais le orollairepr�e�edent prouve que la parit�e du nombre de transpositions est la même pour toute d�eomposition.Exerie : 6Dans les ann�ees 1870, Sam Loyd a o�ert une prime de 1000 dollars �a la personne qui trouverait la solution du jeu detaquin suivant :1. La ase 16 est vide, et les pi�ees num�erot�ees peuvent glisser sur ette ase vide.2. Lors du premier oup, on peut faire glisser la ase 15 ou la ase 12 sur la ase vide, et ainsi de suite.
13 14 159 10 11 125 6 7 81 2 3 4

13 15 149 10 11 125 6 7 81 2 3 4
Fig. 4 { Position initiale et �nale du puzzle 15Le d�e� onsiste �a obtenir la même on�guration que la on�guration initiale o�u les ases 14 et 15 sont invers�ees.Qu'en pensez-vous?
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