
Les syst�emes d'�equations lin�eaires|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur10 avril 20111 Diverses interpr�etations d'un syst�eme1.1 Vo
abulaireOn 
onsid�ere le syst�eme de n �equations �a p in
onnues : (S) 8>><>>:a11x1 + a12x2 + � � �+ a1pxp = b1... ...an1x1 + an2x2 + � � �+ anpxp = bnOn appelle alors A = 0B�a11 : : : a1p... ...an1 : : : anp1CA 2Mnp(K ) et B = 0B�b1...bn1CA 2Mn1(K ).D�efinition 1 : Vo
abulaire li�e aux syst�emes1. R�esoudre le syst�eme 
onsiste �a trouver l'ensemble S de tous les p-uplets (x1; : : : ; xp) 2 K p v�eri�ant (S).2. Le ve
teur B 2Mn1(K ) s'appelle le ve
teur se
ond membre du syst�eme.3. On appelle syst�eme homog�ene (S0) asso
i�e �a (S), le syst�eme obtenu en prenant B = 0.On note S0 l'ensemble des solutions du syst�eme homog�ene.4. La matri
e A s'appelle la matri
e du syst�eme.5. rg(A) s'appelle le rang du syst�eme. Il s'agit du nombre d'�equations ind�ependantes du syst�eme (S0) !6. On dit que le syst�eme est 
ompatible si l'ensemble des solutions est non-vide.Remarque 1. Dans 
e 
ours, on reprend les 
onventions utilis�ees dans le 
hapitre sur les matri
es.1.2 Interpr�etation ve
torielleTh�eor�eme 1 : Soient C1, . . . , Cp 2 Kn les ve
teurs 
olonnes de A.(x1; : : : ; xp) 2 K p est solution de (S) () x1C1 + � � �+ xpCp = BAinsi : le syst�eme (S) est 
ompatible si et seulement si B 2 Ve
t(C1; : : : ;Cp).Remarque 2. Le rang du syst�eme est le rang du syst�eme de ve
teurs (C1; : : : ; Cp) dans Kn .
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al.delahaye1.free.fr/1.3 Interpr�etation matri
ielleSoit X = 0B�x1...xp1CA 2Mp1(K ). (x1; : : : ; xp) est solution de (S) () AX = B1.4 Interpr�etation �a l'aide d'une appli
ation lin�eaireSoit E un ev de dimension p et F un ev de dimension n, munis des bases e = (e1; : : : ; ep) et f = (f1; : : : ; fn).1. Soit b le ve
teur de F tel que Matf (b) = 0B�b1...bn1CA.2. Soit l'unique appli
ation lin�eaire u 2 L(E;F ) telle que Mate;f (u) = A.3. Soit x l'unique ve
teur de E tel que Mate(x) = 0B�x1...xp1CA.Alors : (x1; : : : ; xp) est solution de (S) () u(x) = bTh�eor�eme 2 : Ave
 les notations pr�e
�edentes :Le syst�eme S est 
ompatible ssi b 2 Imu.Preuve 2 : Imm�ediat !Remarque 3. Le plus simple est souvent de 
hoisir E = Rp et F = Rn munis de leurs bases 
anoniques.u est alors l'appli
ation lin�eaire 
anonique asso
i�ee au syst�eme S.1.5 Interpr�etation dualeConsid�erons les n formes lin�eaires de K p? : fi : K p �! K(x1; : : : ; xp) 7! ai1x1 + � � �+ aipxpAlors x = (x1; : : : ; xp) 2 K p est solution de (S) () 8><>: f1(x) = b1...fn(x) = bnRemarque 4. L'ensemble des solutions du syst�eme homog�ene est alors S0 = ker f1 \ � � � \ ker fn.2 Stru
ture de l'ensemble des solutionsSoit un syst�eme lin�eaire (S) �a n �equations et p in
onnues.Th�eor�eme 3 : Stru
ture de S0L'ensemble des solutions du syst�eme homog�ene (S0) est un K -ev de dimension nombre d'in
onnues� rg(S)Preuve 3 : On utilise l'interpr�etation �a l'aide d'une appli
ation lin�eaire et la formule du rang.Remarque 5. dimS0 est don
 la di��eren
e entre le nombre d'in
onnues et le nombre d'�equations ind�ependantes.Exer
i
e : 1D�eterminez la dimension du sev de M3(R) 
onstitu�e des matri
es dont la somme des 
oeÆ
ients de 
haque 
olonneest identique. 2
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 4 : Stru
ture de l'ensemble des solutions de (S)1. Si le syst�eme est in
ompatible, S= ;.2. Si le syst�eme est 
ompatible, alors il existe une solution parti
uli�ere x0.Dans 
e 
as, S= fx0 + x j x 2 S0g et S est un espa
e aÆne de dimension p� rg(S) .Preuve 4 : Soit u l'appli
ation lin�eaire 
anonique asso
i�ee au syst�eme S.On a alors : x solution de S () u(x) = b() u(x) = u(x0)() u(x� x0) = 0() x� x0 2 keruExemple 1.D�eterminer la stru
ture de l'ensemble des solutions de 8><>:x� y + z � 3t = 12y + z � t = �1x� y + t = 3 sa
hant que 0BB�20211CCA est solution.Corollaire 5 :1. Si rg(S) = p (le nombre d'in
onnues) alors S admet au plus une solution2. Si rg(S) = n (le nombre d'�equations) alors S est 
ompatiblePreuve 5 : Soit u l'appli
ation lin�eaire 
anonique asso
i�ee �a S.1. Si S admet une solution alors S est un sous espa
e aÆne de dimension 0.2. Si rg(S) = n alors Im(u) = Rn et don
 b 2 Im(u).3 Syst�emes de CramerD�efinition 2 : Syst�eme de CramerUn syst�eme de Cramer est un syst�eme de n �equations �a n in
onnues de rang n.Remarque 6. Matri
iellement, un syst�eme de Cramer s'�e
ritAX = B ave
� A 2Mn(K ) une matri
e 
arr�ee inversibleB 2Mn1(K )Th�eor�eme 6 : Uni
it�e de la solutionUn syst�eme de Cramer poss�ede une unique solution X = A�1B .Preuve 6 : L'�e
riture matri
ielle le prouve !Th�eor�eme 7 : Formules de CramerSoient (C1; : : : ; Cn) les n ve
teurs 
olonnes de la matri
e A d'un syst�eme de Cramer, B 2Mn1(K ) le ve
teurse
ond membre et (x1; : : : ; xn) l'unique solution de (S).Alors, 8j 2 [1;n℄ : xj = det(C1; : : : ; Cj�1; B; Cj+1; : : : ; Cn)detAPreuve 7 : Il suÆt de 
al
uler det(C1; : : : ; Cj�1; B; Cj+1; : : : ; Cn) en rempla�
ant B par nXk=1 xk:Ck.Exemple 2. R�esoudre en utilisant les formules de Cramer, les 2 syst�emes suivants :1. 8><>:x+ 2y + z = 1x+ y � z = 2x+ 3y + z = �1 2. 8><>:x�my +m2z = mmx�m2y +mz = 1mx+ y �m3z = 1 ave
 m 2 R3
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 7.1. Pour la r�esolution de syst�emes non param�etr�es, on pr�ef�erera la m�ethode de gauss vue dans la suite du 
hapitre.2. En revan
he, on 
hoisira plutôt les formules de Cramer pour la r�esolution des syst�emes param�etr�es.3. Les formules de Cramer sont aussi parfois utiles pour d�emontrer des r�esultats th�eoriques.Appli
ation au 
al
ul de l'inverse d'une matri
eSoit A 2Mn(K ) inversible.Alors : AX = Y () X = A�1YPour d�eterminer A�1 il suÆt don
 de r�esoudre le syst�eme AX = Y ave
 Y un matri
e 
olonne quel
onque.Exemple 3. Inverser la matri
e suivante apr�es avoir prouv�e qu'elle �etait inversible : A = 0�1 + i �1 2ii 0 11 i 11A.Proposition 8 :1. Un syst�eme triangulaire est un syst�eme de Cramer ssi tous ses termes diagonaux sont non nuls.Un tel syst�eme se r�esout fa
ilement pas �a pas.2. Un syst�eme de 
ramer homog�ene n'admet que le ve
teur nul pour solution.Preuve 8 :1. Le d�eterminant d'un syst�eme triangulaire est �egal au produit des 
oeÆ
ients diagonaux. Par 
ons�equent,
e d�eterminant est non nul si et seulement si tous les 
oeÆ
ients diagonaux sont non nuls.2. Le ve
teur nul est une solution �evidente d'un syst�eme homog�eme. Or un syst�eme de 
ramer n'admetqu'une unique solution. CQFD ...Exemple 4. Prouver que la famille fx 7! 
osx; x 7! sinx; x 7! exg de F(R; R) est libre.4 R�esolution pratique d'un syst�eme quel
onque4.1 M�ethode de GaussD�efinition 3 : On appelle << op�eration �el�ementaire sur les lignes >> l'une des 3 op�erations suivantes :1. E
hanger deux lignes2. Rempla
er une ligne Li par �:Li o�u � 2 K �3. Rempla
er une ligne Li par Li + �:LjTh�eor�eme Fondamental 9 :On ne 
hange pas l'ensemble des solutions d'un syst�eme en e�e
tuant une op�eration �el�ementaire sur les lignesPreuve 9 :1. Les solutions d'un syst�eme sont ind�ependantes de l'ordre des �equations.2. Soit � 2 K � . X v�eri�e Li () X v�eri�e �:Li.3. Soit � 2 K � . X v�eri�e Li et Lj () X v�eri�e Li + �:Lj et Lj .Remarque 8.1. On utilisera le th�eor�eme pr�e
�edent pour transformer le syst�eme AX = B en un syst�eme simple �a r�esoudre. Leplus souvent, on transformera (S) en un syst�eme triangulaire (ou presque). Cette te
hnique s'appelle la m�ethodede Gauss.2. On pourra simpli�er un peu les 
al
uls en pr�esentant le syst�eme sous la forme 0� A B 1A.Exemple 5. R�esoudre le syst�eme suivant : (S) 8>>><>>>:�2x+ y + z � t = 1x� 2y + z = 0x� 2z + t = �1y � z + 2t = 14
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al.delahaye1.free.fr/M�ethodeSi, apr�es avoir triangularis�e le syst�eme, le nombre d'in
onnues est sup�erieur au nombre d'�equations, on d�e
idealors d'attribuer aux in
onnues suppl�ementaires le statut de param�etres.On re
her
he alors les autres in
onnues en fon
tion de 
es param�etres.Exemple 6. R�esoudre les syst�emes suivants :1. (S1) 8><>:x1 + x2 + x3 + 3x4 = 32x1 � x2 + x4 = 1�x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 3 2. (S2) 8><>:mx+ y + z + t = 1x+my + z + t = mx+ y +mz + t = m+ 1M�ethodeDans 
ertains 
as, la triangularisation aboutit �a une �equation impossible.Dans 
e 
as le syst�eme n'admet pas de solutions.Exemple 7. R�esoudre le syst�eme suivant : (S) 8>>><>>>:x+ 2y � z = �42x+ y + z = 1x� y + z = 42x� 2y + 7z = 34.2 Exer
i
esExer
i
e : 2Dis
uter et r�esoudre les syst�emes suivants o�u a; b; 
; �; �; 
 sont des r�eels :S1 8><>:x+ y + z = ax+ y � 2z = bx+ y � 3z = 
 S2 8><>:ax+ y + z = �x+ ay + z = �x+ y + az = 
 S3 8><>:x+ ay + a2z = 1x+ by + b2z = 0x+ 
y + 
2z = 1 S4 8><>:�x+ y + z = 1x� y + z = bx+ y � z = b2Exer
i
e : 3Soit A = 0�1 0 �32 1 21 1 5 1A et u l'endomorphisme 
anoniquement asso
i�e �a A.1. Montrer qu'il existe une base de R3 dans laquelle la matri
e de u est une matri
e diagonale D.2. D�eterminer P 2 GLn(R) telle que A = P�1DP .3. A quoi peut servir le travail pr�e
�edent?
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