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1 Définitions

(DéFINITION 1 @ Suite
Une suite réelle est une application u : N — R.
Au lieu de noter cette application sous la forme standard, on la note plutot sous une forme indicielle :

(Un)nen  ou encore  (up) ou u, représente 'image de n

\On note S(R) ou RY l’ensemble des suites réelles.

Remarque 1. On dira qu’une application définie & partir d’un certain rang ng est aussi une suite.
Cependant, pour simplifier les notations, on considérera par la suite que les suites sont définies a partir de ng = 0.

&&& Attention aux notations:

(u,) désigne une suite , alors que u,, désigne un terme de la suite. Ainsi, (u,) € S(R) tandis que u,, € R.

Remarque 2. Les deux graphes suivants permettent de visualiser les premiers termes d’une suite :

R

ur us usug
-—0——0— R

N

o
—
[\)
w
= e

Fic. 1 — Représentation d’une suite

p
DEFINITION 2 : Opérations sur les suites
On définit les lois suivantes sur ’ensemble des suites :

1. Addition de 2 suites: (un)
2. Multiplication d’une suite par un réel: A(u,
3. Multiplication de deux suites: (up)-

(. J/

DEFINITION 3 : Suites bornées

On dit qu’une suite (u,) est majorée ssi IM € R tel que Vn € N, u,, < M.
On dit qu’une suite (u,) est minorée ssi  Im € R tel que Vn € N, m < u,,.
On dit qu’une suite (u,) est bornée  ssi elle est majorée et minorée.

. J
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'd , .
DEFINITION 4 : Suites monotones
On dit qu’une suite (u,) est croissante ssi VneN u, < upir-
On dit qu’une suite (u,) est décroissante ssi Vn € N, upy1 < uy,.
On dit qu’une suite (u,) est monotone ssi  elle est croissante ou décroissante.
On dit qu’une suite (u,) est stationnaire ssi elle constante & partir d’un certain rang.
| J

Méthode 1: Pour Déterminer le sens de variation d’une suite, on pourra donc étudier le signe de

un+1 — Up

n
1
Exemple 1. Déterminer le sens de variation de la suite de terme général: wu, = E iy
n
k=1

Méthode 2: Lorsque (uy) est strictement positive, on pourra étudier son sens de variation en comparant

Un+1
Un

NN, Méthode valable uniquement si ’on est sir que la suite (u,) a tous ses termes strictement positifs !!

n!

Exemple 2. Déterminer le sens de variation de la suite (u,) définie par: u, = —
n

DEFINITION 5 : Propriété définie & partir d’un certain rang
On dit qu’une propriété p(n) est vérifiée @ partir d’un certain rang si et seulement si:

Ing € N tel que  Vn > ng, la propriété p(n) est vraie.

Exemple 3. Traduire mathématiquement les propositions:
1. ”La suite (u,,) est croissante a partir d’un certain rang”
2. ”La suite (u,) est bornée a partir d’'un certain rang”

2 Limite d’une suite

2.1 Définition - exemples

— . - -
DEFINITION 6 : Limite finie d’une suite
On dit que la suite (u,) converge vers un réel [ € R lorsque

|‘v’5>0, dng € N tel que  Vn >ng, lu, =1 <e

On note alors lim wu, =1 ou encore u,, — .
n—-+4o00

\&&& La limite d’une suite (u,) est un nombre réel indépendant de Iindice n!!

Dessin

Limite d’une suite




Cours MPSI-2010/2011 Les suites réelles http://pascal.delahayel.free.fr/

Remarque 3.
1. S’il existe un réel [ tel que la suite converge vers [, on dit que la suite est convergente.
2. S’il n’existe pas de réel [ vérifiant la propriété ci-dessus, on dit que la suite diverge.

AN Ainsi, une suite divergente soit n’admet pas de limite, soit tend vers 'infini.
3. Démontrer que u, > [ revient a démontrer que u,, — I — 0.

Remarque 4. Rappelons que les suites sont en particulier utilisées lors de:
1. La caractérisation séquentielle de la borne sup
2. La caractérisation séquentielle de la densité
3. La caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction

Pour montrer que u,, — [ & ’aide de la définition, on commence par poser £ > 0 et on cherche un rang ng a
partir duquel: |u, — | < e. On pourra envisager un raisonnement par analyse / synthése

Exemple 4. (*) Montrer en utilisant la méthode précédente que la suite (1/n) converge vers 0.

Remarque 5. Plus tard, pour étudier la limite d’une suite, nous utiliserons plutot les théoréemes généraux de convergence
ainsi que la convergence ou la divergence des suites élémentaires.
Cependant, dans certains cas, il sera néanmoins utile de revenir a la méthode issue de la définition (cf exercice suivant).

N Frercice : 1 I

(¥¥) Moyenne de Césaro

Soit (u,,) une suite convergente vers une limite L € R.

Uy +us + o+ up

n
1. Montrer que (v,) converge vers L (commencer par le cas ou L = 0).

Soit la suite (v,,) définie pour n > 0 par: v, =

2. Montrer que la réciproque est fausse

VDEFINITION 7 : On peut étendre la notion de limite d’une suite & R:
1. up—= 400 <= VAER Ing eN tel que Vn>ng, u, > A
2. Up = —00 <= VAER, Ing €N tel que Vn>mng, u, <A

Dans ces deux cas, on dit que (u,) diverge vers +00 ou —oo.

\

Pour montrer que u,, — +o0o & l'aide de la définition, on commence par poser A > 0 et on cherche un rang ng
a partir duquel: A < wu,. On pourra envisager un raisonnement par analyse / synthése

Exemple 5. (x) Montrez en utilisant la méthode précédente que la suite (y/n) diverge vers +oo.

Exemple 6. (%)
1. Trouver une suite convergente qui n’est pas monotone.
2. Trouver une suite divergente qui ne tend pas vers oo.
3. Trouver une suite bornée divergente.
4. Trouver une suite non-bornée qui ne diverge pas vers +oo.

. fercice © 2 I
() Ecrire a l’aide de quantificateurs les propriétés:
1. (up) ne converge pas vers [ € R.
2. (uy) ne diverge pas vers +00.
3. (uy) diverge.

THEOREME 1 : Suite de rationnels convergeant vers un réel
Soit z € R. Alors:

1. 1l exite une suite (a,) d’éléments de Q telle que: Vn € N, (a,) — = avec a,, <z
2. Tl exite une suite (b,,) d’éléments de Q telle que: Vn € N, (b,) — = avec z < b,

Preuwve 1 :  On construit les suites (a,) et (b,) en utilisant la densité de Q dans R.

Remarque 6. De méme tout réel z est limite d’une suite de nombres irrationnels.



Cours MPSI-2010/2011 Les suites réelles http://pascal.delahayel.free.fr/

2.2 Propriétés des suites convergentes

THEOREME 2 : Unicité de la limite
Si elle existe, la limite d’une suite est unique.

Preuve 2 :  On peut procéder par I’absurde ... en faisant un dessin!

THEOREME 3 : Une suite convergente est bornée.
Toute suite réelle convergente est bornée.

Preuve 3 :

1. Prenons ¢ = 1.
On sait qu’a partir d’un certain rang ng , |uy, —I| < 1. Donc (u,,) est bornée a partir de ng.

2. D’autre part, {u,, n € [0,n0]} est fini. Cet ensemble est donc borné.

3. Globalement, (u,) est donc bornée.

Remarque 7. Que dire alors d’une suite majorée par une suite convergente?

THEOREME 4 : Encadrement des termes d’une suite convergente
Soit (u,,) convergeant vers un réel [ € R.
Alors pour tous k, k' € R tels que k < I < k', il existe un rang ng € N tel que:

VneN, n>ng = k<u, <k

| Preuve 4 : C’est Papplication de la définition de la convergence vers [ en prenant ¢ = min(|l — k||l — kl). |

Remarque 8. On en déduit que si une suite (u,,) converge vers une limite [ > 0, alors cette suite est & termes strictement
positifs a partir d’un certain rang.

THEOREME 5 : Suites qui convergent vers 0
1. L’ensemble des suites réelles convergeant vers 0 est stable par ’addition et par multiplication par un réel.
2. Le produit d’une suite qui tend vers 0 par une suite bornée est une suite qui tend vers 0

Preuve 5 :  Méthode classique vue précédemment pour prouver la convergence d’une suite.

THEOREME 6 : Passage a la limite dans les inégalités
Soit deux suites réelles (u,,) et (vy):

Up —— 1
Si  wu, <wv, apartir d’un certain rang et " R alors: [ <.

| Preuve 6 :  On procede par 'absurde en s’aidant d’un dessin.

MINANAN. Méme si pour tout entier n on a u, < v,, on obtient une inégalité large apres passage a la limite.
Prenez par exemple les suites définies par v, = 1/n et v, = 2/n

THEOREME 7 : Théoréeme de majoration (Etude de convergence 1)
Soit une suite (u,) et un réel [ € R.

Vn > no, |u, — 1] < ay,
alors w,, —— [.

Si il existe une suite (a;,) et un rang ng € N tels que: {
ap — 0 n—4o00

Preuve 7 :  Facile: il suffit de traduire la convergence de («,) vers 0.

Remarque 9. Ce théoreme est tres utilisé en pratique pour montrer la convergence d’une suite lorsqu’on est capable
de deviner sa limite.

Exemple 7. (x) Montrer que la suite de terme général u, = 2" /n! converge vers 0.

. Frercice 3 I
(¥) Etudier les limites des suites de termes généraux suivants:
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sinn n! n—(=1)"
loup = —— 2. vy, = — 3. ==~ 7
ot (=Dr toan On = (—n
(TuEOREME 8 : Théoréme des gendarmes (Etude de convergence 2) )
On consideére trois suites (uy), (v,) et (wy).
. Up < Up < wy, a partir d’un certain rang .
1. Si: R o alors la suite (u,) converge vers .
(vp) et (wy) convergent vers la méme limite [
v < Uy (& partir d’un certain rang)
2. Si: . alors lim wu, = +o0
lim v, =+ n—+oo
n——+o0o
\ J
Preuve 8 :
1. On commence par traduire que (u,) et (v,) convergent vers [. L’encadrement permet alors de conclure ...
2. On utilise la définition de la divergence vers +oo.

Remarque 10. Ce théoreme présente 'avantage de pouvoir étudier la convergence d’une suite lorsqu’on n’a aucune
idée de sa limite éventuelle.

Exemple 8. (x) Etudier la convergence de la suite de terme général: u, = /2 + (—1)»

ANV

1. Méme si a, < u, < f, & partir d’'un certain rang et que a,, — [; et 8, —— [», on ne peut pas en
n——+00 n——+00

conclure que (u,) converge vers une limite 1 vérifiant: [; <1 <Is.

2. En revanche, si l’on sait que la suite (u,) est convergente vers 1, alors on a bien: Iy <1 <. Il s’agit alors d’un
simple passage a la limite dans les inégalités.

N Fvercice

(*) Etudier la suite de terme général: S, = Z _r

I [xercice : )

(*¥) On considere la suite de terme général: S, = -
k=2

1 MLt kot
1. Pour k € N*,| comparer — avec / — et / —.
k Lt el

S,
2. Montrer que —— ——— 1. (on dira que S, est équivalent & Inn en +00)
Inn n—+oo

3 Théoremes généraux sur les limites de suites

(. , N o o oo )
THEOREME 9 : Théorémes généraux
Soit, (uy,) une suite convergeant vers | € R et (v,,) une suite convergeant vers I’ € R. Alors
1. la suite (|u,|) converge vers ||
4. la suite (u,v,) converge vers [l’
2. la suite (u, + vy) converge vers | + [
u l
. 5. Sil' #0, la suite { — ) converge vers —.
3. Pour A\ € R, la suite(Au,) converge vers Al il'70, lasui <vn HVETEe VErs 7, )
Preuve 9 :
1. On utilise I'inégalité triangulaire pour majorer ||u,| — |I|| par .
2. On utilise I'inégalité triangulaire pour majorer |(u, + vy) — (I +1')| par €.
3. Facile.
4. On peut remarquer que upv, — ' = up (v, — ') +1'(uy, — 1) puis procéder aux majorations usuelles.
1 1 I . .
5. On commence par prouver que — T Pour cela, on montre que |v,| > % a partir d’un certain rang.
Up,
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THEOREME 10 : Cas des suites fonctionnelles (Etude de convergence 3)
Soit (uy,) la suite de terme général u,, = f(n) ou f € F(R", R).

Si f(z) ——1€eR alors wu, —1.
z—+00

| Preuve 10 :  On traduit simplement la limite de f en +oo. (cf le cours sur les fonctions!)

Exemple 9. (x) Etudier les suites de termes généraux:

2n+n-1 3 —(=2)" [ o
1 ou, = il 3. Up = 371 (—2)n 5. Up = ﬁzk
k=1
1
2. Un:(1+ﬁ)n 4 up=vVnZ+n+1—vn2—n+1 6. u, = V/n?

N [rercice © 0 I

(%)
1. Si (up) est bornée et (v,) diverge vers +oo, montrer que:  u, + v, — 400
2. Si (uy,) converge et (vy,) diverge, montrer que:  (uy, + v,) diverge.

N fercice © 7 I
() Soit (uy) et (vy,) deux suites réelles telles que (up, + v,) et (u, — v,) convergent.
Montrer que (u,) et (v,) convergent.

4 Suites et séries géométriques

(TutorEME 11 : Convergence des suites géométriques )
Soit k& € R. On appelle suite géométrique de raison k, la suite définie par: Uy = Ug k™ I avec ug € R.
Ceci est, équivalent a dire qu’elle vérifie la relation de récurrence w,; = k.u,, pour tout n > 0.

1. Silkl <1, alors la suite (u,) converge vers 0

2. Si|k|>1, alors la suite (uy) diverge (Ju,| — +o0)

B SiE=1 alors la suite (uy,) est constante et converge vers ug

4. Sik=-1, alors la suite (u,) diverge
\ J
| Preuve 11 :  Simples propriétés des fonctions exponentielles.

Dv CV DV
-1 1 k
Fia. 2 — Convergence des suites géométriques

s N

THEOREME 12 : Convergence des suites a termes | strictement positifs | (Etude de convergence 4)

Si (uy,) est une suite & termes strictement positifs, alors:

Un+41 Un+41

1.

=I>1 = u, >+

—-Il<l = u,—0 2.

Unp Unp

NN, Létude de la limite de —"FL ne peut s’appliquer que pour des suites & termes strictement positifs!!
iy
& J

Preuve 12 :

l+1
1. On peut remarquer que 0 < Untl < el

Un
On peut alors majorer |u,| & partir de ng par une suite géométrique qui tend vers 0.

2. Méthode semblable.

< 1 a partir d’un certain rang ng.
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Un+1
Un

— 17

Remarque 11. Que dire si

n

Exemple 10. (x) Soit a € R avec a > 0. Etudier la convergence de la suite (u,) définie par: u, = —
n!

N Frercice : 8§ I

n
1
(%) Soit a un réel différent de -1. Etudier la suite définie pour tout n entier naturel par: w, = a” H

k
P 1+a
(DEFINITION 8 @ Série géométrique )
Soit un réel k£ € R.
On définit (S,), la progression géométrique (ou série géométrique) de raison k par:
n .
Sp=1+k+--+k" =)k
i=0
(. J
(THEOREME 13 Convergence d’une série géométrique )
1— kntt
" . L S
Le terme général S, est donné par la formule: S, = 1—-k&
(n+1) sik=1
Si |k| < 1, alors la suite(S),,) converge vers le réel -
\Si |k| > 1, alors la suite (S,,) diverge. )

Preuve 13 : L’expression de S,, se démontre facilement par récurrence.
L’étude de la convergence est alors immédiate.

Fia. 3 — Convergence des séries géométriques

Remarque 12. Les suites et séries géométriques sont tres utilisées en analyse. On essaie souvent, de majorer des suites
par des suites géométriques puisqu’on connait bien leur comportement.

5 Suites extraites

DEFINITION 9 : Suite extraite
On dit qu’une suite (v,) est une suite extraite d’une suite (u,) s’il existe une application ¢ de N dans N
strictement croissante telle que Vn € N, v, = uy ().

(vp) telle que v, = u2y,

i 1 i .
(1) telle que wn, = tupns1 sont extraites de la suite (uy)

Exemple 11. les suites {

THEOREME 14 : Suite extraite d’une suite ayant une limite (Etude de convergence 5)
Soit a € R.
Toute suite extraite d’une suite de limite a est une suite de limite a.
Preuve 1/ :
1. On peut commencer par remarquer que si ¢ : N +— N est strictement croissante, alors Vn € N, ¢(n) > n.

2. La démonstration est alors immédiate.

Remarque 13. Cette propriété peut étre tres utile pour démontrer qu’une suite diverge.
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Utilisation des suites extraites pour prouver la divergence d’une suite

cas 1 Si (uy,) est une suite dont on peut extraire deux suites (v,,) et (wy) convergeant vers des limites différentes,
alors (u,) est divergente.

cas 2 Si de (uy) on peut extraire une suite (v, ) divergente, alors (u,) est divergente.

2

n
Exemple 12. (%) Montrez que la suite de terme général u,, = cos ( 7r), est une suite divergente.

N Frercice 9 I
(%) Soit la suite de terme général u,, = cosn.
Prouver la divergence de (u,,) en calculant cos(n + 2) + cosn et cos 2n.

. [rercice : 10 I
(%) Soit une suite (u,) dont les deux suites extraites (usy,) et (u2,41) convergent vers la méme limite [ € R.
Montrer que la suite (u,) converge vers [.

N [ercice © 11 I
(* x x) Si une suite n’est pas majorée, prouver qu’on peut en extraire une suite croissante qui divergent vers +oo.

6 Suites monotones

Remarque 14. Les deux théoremes qui suivent permettent, dans le cas des suites monotones, de montrer qu’une suite
converge, sans avoir besoin de deviner sa limite !

THEOREME FONDAMENTAL 15 : Théoréme de la limite monotone (Etude de convergence 6)
Soit (u,) une suite croissante. On a les deux possibilités suivantes :

e Si (uy,) est majorée alors  (u,) converge vers une limite finie.
e Si (uy) n’est pas majorée alors (u,) diverge vers +oc.

Up {51 U U3 l
— & e e ¢ on >
1 1
€ R

Fi1G. 4 — Théoréeme de la limite monotone

Preuve 15 :
1. Comme {uy,, n € N} est une partie non vide de R majorée, elle admet une borne supérieur [.
On démontre alors que u, > [.
2. On considere A > 0. Comme (u,) n’est pas majorée, alors il existe ng € N tel que u,, > A.
Mais comme (u,,) est croissante ...

Exemple 13. (%) On suppose que (u,) est une suite réelle croissante telle que (u2,) converge.
Montrer que (uy) converge.

Remarque 15.
1. Une suite décroissante minorée converge et une suite décroissante non minorée diverge vers —oo.
2. Si (u,,) est croissante et majorée, elle converge vers la borne sup des valeurs de (u,,): [ =sup{u, | n € N}.

n

1

Exemple 14. (xx) Soit la suite (S,,) de terme général: S, = Z z
k=1

1
1. Montrer que pour tout n > 1, on a S, — S, > 3
2. En déduire que (S,) diverge vers +oo

. Fercice : 12 I
()
1 1 1

1. Montrer que Vk € N*, m = E_m
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n
1
2. En déduire que la suite (u,) de terme général: wu, = Z 7 converge.
k=1

. Fercice 15 I

—~ 1
(xx) Etudier la convergence de la suite de terme général: u, = ,Z_; Tk

[DiéFNiTION 10 : Suites adjacentes
Soient (uy) et (v,) deux suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes ssi

1. les deux suites sont monotones de sens contraire.
2. La suite (d,) = (vn — uy,) converge vers 0.

THEOREME 16 : Convergence des suites adjacentes
Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

Preuve 16 :
1. En remarquant que (d,,) est décroissante et tend vers 0, on en déduit que d,, > 0 puis que (u,) (la suite
croissante) est majorée et que (v,) (la suite décroissante) est minorée.
2. On sait alors que u, — l{ = sup uy, que v, — ls = inf v,,. On démontre facilement que I; = I5.

(up) (croissante)

P sont adjacentes, alors leur limite commune [ vérifie: Vn € N, u,, <[ < vj,.
(vp) (décroissante)

Remarque 16. Si {

On dit alors que u,, et v, sont des approximations de [ & |u, — v,| prés (faire un dessin)!

. [ercice © 1)

(#%) On définit la série alternée (S,) par: S, =

. Calculer Sy, Sy, Ss, S3.

. Montrer que les suites (Sa,) et (Sana1) sont adjacentes et en déduire que (S,,) converge.
. Sil est la limite de (S,), majorer l'erreur e,, = |S,, — | en fonction de n.

. Comment choisir la valeur de n pour que S,, soit une valeur approchée de 1 &4 10~2 pres?

=W N

I [xercice : 15
1

n
. . " 1
(%) Soit les suites de terme général: wu, = hg_o ] et v, =u,+ t

1. Montrez que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.
2. Montrez que leur limite commune est un nombre irrationnel (c’est le nombre de Neper e = exp(1)).

(THEOREME 17 : Théoréme des segments emboités )
Soit (Ip,)nen une suite de segments: I,, = [an,, by] tels que

1. Ils sont emboités: Vn € N, I}, C I,,;

2. Leur diametre tend vers 0: (b, — a,) —— 0.

n——+oo
Alors il existe un réel [ € R tel que
N &={

L neN )

Preuve 17 :
1. On montre facilement que (a,) et (by,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers un réel [.

2. On montre alors que ﬂ I, ={l}
neN

THEOREME 18 : Théoréme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.
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Preuve 18 :  Théoreme admis !

L’idée de la démonstration consiste a isoler par dichotomie une infinité de termes de la suite appartenant a une
suite d’intervalles dont le diametre tend vers 0. En utilisant le théoreme des segments emboités, on construit
ainsi une suite extraite qui converge.

[CoroLLAIRE 19 :
Soit un segment [a,b] et une suite (z,,) de points de ce segments.
Il existe alors une suite extraite de la suite (x,) qui converge vers un point [ € [a,b].

| Preuve 19 : Conséquence immédiate du théoreme de Bolzano-Weierstrass. |

Remarque 17. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass s’étend & la notion plus générale de partie compacte de R* (vue
en MP). Les segments de R sont des parties compactes car fermées et bornées.

7 Etude de suites récurrentes.

Soit une fonction continue f: R — R.
On peut définir une suite (u,) par la donnée de son premier terme ug et d’une relation de récurrence de la forme

vn S N, Up+1 = f(un)

7.1 Résultats préliminaires

On peut représenter la suite (u,) dans (O, ;, ;) en utilisant des ricochets sur la premiere bissectrice.

Exemple 15. Déterminez graphiquement les premiers termes de la suite (u,) définie par les relations de récurrence
suivantes.

up =0,1 ug =0 ug =0

{ Upi1 = —u? + 1 { Upyy = €¥n { Uny1 = 1+

Remarque 18. Ces représentations graphiques permettent :
1. de prévoir le comportement de la suite (u,,) étudiée.
2. de mettre en place une stratégie d’étude:
(a) Prévision du sens de variation
(b) Prévision d’un éventuel majorant ott minorant
(c) Prévision du signe des éléments de la suite
(d) Prévision de la limite éventuelle.

(THEOREME 20 : limite finie éventuelle

yalors:  |1=f(l)|

Si la suite { Z”H = flun) converge vers une limite [ € R avec ‘ f continue en [
0

INANAN. Vous ne pouvez affirmer que [ = f(I) qu’apres avoir vérifié que la fonction f était continue en [.
kEn général, on ne connait pas [, mais on sait que [ € I. On vérifie alors la continuité de f sur I.

10
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| Preuve 20 : Par passage a la limite dans u,4+; = f(uy) en utilisant la continuité de f. (vu plus tard ...) |

Remarque 19. Une solution de I’équation z = f(x) est appelée un point fize de f. On recherchera donc les limites pos-
sibles de (u,) parmi les points fixes de f (graphiquement les intersections du graphe de f avec la premiere bissectrice).
Si I’équation f(z) = = n’admet pas de solution, alors la suite (u,) diverge!

Exemple 16. Soit f: R — ];Ir& et (uy,) une suite définie par u,1 = f(un)-
T o =

2 +1

Montrer que si (u,) converge, alors sa limite ne peut étre que 0.

7.2 Exemples d’études

u 1= u R .
u"+ f(un) , on procedera de la facon suivante:

Pour étudier une suite récurrente de la forme {

1. On commence par faire un dessin pour conjecturer 1’évolution des termes de la suites (sens de variation,
encadrement, convergence ...)

2. Puis, on recherche les limites finies éventuelles en résolvant [ = f(I) (bien justifier cette relation!)

3. Enfin, on démontre les conjectures déduites de 1’étude graphique.
Pour cela, il est souvent utile d’étudier la fonction f pour encadrer la suite (uy) et la fonction f — id afin
de connaitre son sens de variation.

. Foercice 16 I
ug € R

_ 2
Uptl = Up — U

Etudier la convergence de la suite définie par {
n

. [ercice : 17 I
Soit un réel positif ug > 0.
Etudier en fonction de ug la suite récurrente définie par:  w,11 = 4 + 3u,

N [ercice © 18 I
2up,

u? +1

Soit 0 < ugp < 1. Etudier la suite récurrente définie par:  wp41 =

7.3 Approximation de la solution de I’équation f(z) =0

f est continue sur [a, b]
Dans cette section, nous considererons f € F([a, b], R) olta, b € Raveca < btelle que { f est strictement croissante sur [a, b]
fla)<0Oet f(b) >0

Sauriez-vous justifier rigoureusement le fait que 1’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur [a, b]?

Les deux méthodes usuelles d’approximation numérique de a sont les suivantes:

Par dichotomie Méthode des tangentes (méthode de Newton)

1. Méthode par dichotomie:

11
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On construit deux suites (a,) et (b,) telles que:

(a) aozaetbozb

an + bn a = Q

—_n'tn ' b. n+1 n

(b) { Un+1 2 si f(anTﬂ) <0et { A +b, sinon.
bn-‘rl =bn n+l — 2

On démontre facilement que ces deux suites sont adjacentes et convergent vers a.
a, et by, sont alors deux approximations de « a |b,, — ay,| pres.

2. Méthode de Newton :

Dans ce cas, nous devons supposer de plus que la fonction f est convexe.
On construit une suites (u,) telle que:

(a) Up = b
(b) wna1 est ’abscisse du point d’intersection de ’axe O, avec la tangente & C passant par le point My, (ty, f(uy))-

On démontre que cette suite (u,) converge vers a.

Remarque 20. Quelle est la méthode qui vous semble la plus efficace?

7.4 Quelques relations de récurrence classiques

7.4.1 Suites arithmétiques

THEOREME 21 : Suites arithmétiques
On considere une suite de réels (u,) vérifiant Vn € N, | up+1 = u, +a I oua € R.
Alors, Vn € N, u,, = ug + a.n.

| Preuve 21 :  Récurrence évidente.

7.4.2 Suites géométriques

THEOREME 22 : Suites géométriques

On considére une suite de réels (u,) vérifiant Vn € N, | upy1 = k.up I ou k € R.

Alors, Vn € N, u,, = ug-k".

Preuve 22 : Récurrence évidente.

7.4.3 Suites arithmético-géométriques

(a, k) € R?
On considere une suite de réels (u,) vérifiant: Vn € N, Upt1 = ki, +a ol kE#1

a#0

Pour trouver la forme fonctionnelle d’une suite arithmético-géométrique, on peut utiliser la méthode suivante :

1. On commence par trouver le point fixe: «a=ka+a
2. On montre que la suite (v,,) définie par v, = u, — a est géométrique de raison k
3. On en déduit 'expression fonctionnelle de wu,,.

Exemple 17. On considére une suite (u,) vérifiant la relation de récurrence Vn € N, w41 = 2u,, + 3
Déterminez ’expression de u,, en fonction de n.

12
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7.4.4 Cas des suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Uo
Soit (u,) € RY définie par ¢ uy avec (a, b) € R x R*.
Upt2 = QUpy1 + by,
On appelle équation caractéristique de (u,) 'équation: (C) : z2=ax+b.
Plusieurs cas se produisent alors:

(THEOREME 23 : )
1. Si A > 0: on note r; et ry les deux racines réelles distinctes de (C').
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que: 1w, = Arf +Bry VnéeN
2. Si A =0: on note r la racine réelles de (C).
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que: u, = (An+ B)r" VYn €N
3. Si A <0: soit z = pe?’ une des deux racines complexes de (C).
Il existe alors deux constantes réelles A et B telles que: u, = p"(Acosnb + Bsinnf) Vn €N
- J

| Preuve 23 : Voir le cours sur les espaces vectoriels de dimension finie.

NN, Si les deux premiers cas sont analogues aux cas rencontrés dans la résolution de 1’équation différentielle
y" + ay’ + by = 0, en revanche on remarquera que lorsque A < 0 on a:

Pour ¢"+4ay' +by=0 les solutions sont: y(z) = e**(Acos(fz) + Bsin(fz)) ol r = a+if est racine
Pour upio = aupst + buy,  les solutions sont:  u, = p"(Acosnf + Bsinné) ou 1 = pe est racine

N [ercice © 19 I

Démonstration du cas 2:

Soient a et b deux réels tels que a® + 4b = 0.

On considéere ’ensemble E des suites complexes qui satisfont la relation de récurrence w12 = aty,41 +bu, (avec b # 0)
pour tout entier n.

1. Quelles sont les suites géométriques de E7?7
2. Soit r la solution de z?> — az — b = 0. Montrer que la suite (nr™) est dans E.

3. Décrire ’ensemble F.
Aide : Vous pourrez rechercher les suites de E sous la forme u, = a,.r"

N [ercice © 20 I
Etudier les suites définies par:

ug > 0 ug > 0
1. up >0 2. up >0

Up42 = Up1Unp Up4+2 = /Un+1Un

8 Relations de comparaison

L’objectif de cette partie est I’étude du comportement d’une suite en +o0o par comparaison a des suites plus simples.

8.1 La relation O: ”est dominé par ...”

(DéFINITION 11
Soient deux suites (uy) et (o).
On dit que la suite (u,) est dominée par la suite (a,) et 'on note u,, = O(ay,) lorsque

dM >0,3IN € N telsque Vn >N, |up| < M.|ay,|

. . N . . P N u P
Si la suite (ay,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang, c’est équivalent & dire que (—) est bornée.
\ n J

Remarque 21. u, = O(ay,) se lit de la fagon suivante: u, est un grand "0” de .

13
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u
Pour prouver que u, = O(a,), on pourra si possible, étudier la limite de ——.

(77
Si cette limite existe et est finie, alors on aura bien u, = O(ay,).

Remarque 22. Ecrire que u, = O(1) est équivalent a dire que (u,) est bornée.

INANAN, O(ay,) désigne une suite qui est dominée par ().

Elle est abusive dans le sens ou deux suites dominées par («,,) seront notées de la méme fagon.

MNAN/N. Dire que (up) est dominée par la suite («,,) ne signifie pas que u, < a, & partir d’un certain rang.
Exemple 18. Montrer que:

2 1 2
n

_ 0= - O(n 3. n? +sinn = O(n?
1. n(n+1)_0( ) 2. = =0(n) +s (n?)

n2

8.2 La relation o: ”est négligeable devant ...”

(DEFINITION 12
Soient deux suites (uy) et (o).
On dit que la suite (u,) est négligeable devant la suite («,) et 'on note u, = o(ay,) lorsque

Ve>0,IN €N tel que Vn >N, |u,| <elay]

. . N . . P N u
Si la suite (a;,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang, c’est équivalent & dire que: — + 0

(6%
x n J

VANV VAT o(ay,) se lit de la fagon suivante: u,, est un petit “o0” de cu,.

INAINAN, o(ay,) désigne une suite négligeable devant ().
Elle est abusive dans le sens ol deux suites négligeables devant (c,) seront notées de la méme fagon.

Remarque 23.
1. Ecrire que: u, = o(1) est équivalent & dire que (u,) converge vers 0.
2. Si a, — [ € R alors toute suite négligeable devant (a,,) converge vers 0: o(a,,) — 0.

(PROPOSITION 24 : Calculs avec o h
1.  Une combinaison linéaire de deux suites négligeables devant (o)
est négligeable devant (a,): X.o(ay) + p-o(ay) = o(ay)
2. Une suite négligeable devant (as,)
est dominée par (o) : o(an) = O(a,) mais O(aw,) # o(ay,)
3. Le produit d’une suite (8,) par une suite négligeable devant (c,)
est négligeable devant (8,.ap) : Bn-olay) = o Bp-an)
. . . [ an =o(by)
4. La notation o est transitive: sty 4 olcy) alors a,, = o(cy)
- non J
| Preuve 24 : Pas de difficulté particuliere ... |
NN, Dans les égalités précédentes, le signe ”=" signifie ” ... est un ...” ou ” ... peut s’écrire comme un ...”.

Ainsi, o(n) = o(n?) est vrai alors que o(n?) = o(n) est faux!

1 1 1
MNANAN. Attention!! On évitera d’écrire des égalités du type: u, = — + — +o(—).
non n

En effet, dans cette expression le terme 1/n? est un o(1/n) et n’apporte donc aucune information intéressante.

On écrira donc simplement u, = — + o(—).
n n

Exemple 19.

1 11
1. Siu, =2t

———— démont =— —)-
34 d¢émontrer que un n—l—o(n)

14
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1 1 1 1

2. Siup =—+o(=) et v, = — +o(—), que peut-on dire de u,, +v,?
n n n n

. [rercice : 21 I

Soit [ € R.

Que dire d’une suite (uy) & termes non nuls vérifiant u, = + o(u,)?

(THEOREME 25 Comparaisons de référence )
: 5 1 1
1. Si O0<a<p alors n® = o(n”) et —5 = o(—)
n n
2. Si O0<aet0<p alors (lnn)?=o(n%)
3. Si O<aet0<pB alors nf =o(e™) et par transitivité: (Inn)? = o(e®™)
4. Si l<aet0<pB alors n”’=o(a")
5. Si 1<a alors a” = o(n!)
6. n! = o(n"
(. ( ) J
Preuve 25 :
1. Les 4 premiers résultats proviennent des comparaisons entre fonctions de référence.
a” . - u
2. Pour prouver que a™ = o(n!), en pourra montrer que u,, = — 0 en étudiant la limite de —="
n. Unp
n! 1
3. Pour prouver que n! = o(n"), en pourra montrer que u, = —- — 0 en majorant |u,| par —.
n n

Remarque 24. Bien retenir ces résultats car ils sont tres utilisés en pratique!!

Exemple 20. Classer les suites, dont les termes généraux sont les suivants, par ordre de négligeabilité.

1. (a) % (b) n—lz (c) 1%” (d) I,I;—f () n.llnn
2. (a) n (b) n? (c) nlnn (d) Vnlnn © 1n_2

8.3 La relation ~: ”est équivalent a ...”

DEFINITION 13 : Suites équivalentes
On dit que deux suites (u,,) et (v,) sont équivalentes (Notation: u, ~ v,) lorsque: u,, — v, = o(v,)
Lorsque la suite (v,,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, cela revient a dire que:

Up,

|
Un n——+o0o

b2

Remarque 25. La relation ”~” est une relation d’équivalence sur ’ensemble des suites.
INANAN, U, ~ v, n'implique pas que: u, — v, — 0.

INANAN, U, — v, — 0 n’implique pas que: uy, ~ vy,.

Pour montrer que u,, ~ v,, on peut utiliser I’'une des 3 méthodes suivantes:

. Un
— soit on montre que : — — 1,
Up

— so0it on montre que : u, = v,(1 + &,) avec &, — 0,

— 80it on montre que : u, = vy + &, avec &, = 0(vy).

Exemple 21. Trouver un équivalent de la suite (u,) vérifiant: w, + o(u,) =n + o(n).

Remarque 26. Equivalent d’une suite convergente: Siu, — [ € R* alors u,, ~ [

ANVANVA NN o™ revanche, si u,, — 0 il ne faudra pas écrire u,, ~ 0!!
En effet, d’apres la définition, u,, ~ 0 signifie que u,, est nulle & partir d’un certain rang, ce qui n’est en général pas le
cas d’une suite qui tend vers 0.
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Exemple 22.
— Si P est une fonction polynomiale alors P(n) est équivalent au terme de plus haut degré
— Si F est une fonction rationnelle alors F(n) est équivalent au rapport des termes de plus haut degré

n+lnn~mn

— Si uy = ay + o(ay) alors uy, ~ ap. Ainsi: .
n n (n) n n nz+n+%Nn2

THEOREME FONDAMENTAL 26 : Un équivalent permet d’obtenir la limite d’une suite

Up ~
Si " ® alors [
' {vnHle]R’ B

| Preuwve 26 : On a u, = v,(1 +&,) avec e, — 0.

THEOREME 27 : Un équivalent simple permet d’obtenir le signe d’une suite
Si deux suites sont équivalentes: u, ~ v, alors elles sont de méme signe a partir d’un certain rang.

u U
Preuve 27 : Dans le cas ol v, # 0, on a: — = 1 + o(1). Par conséquent, — > 0 & partir d’un certain rang.
Un Un

Remarque 27. Lorsqu’une suite (u,,) admet pour limite 0 ou 1’co, un équivalent de u,, donne la ”vitesse” a laquelle u,,
tend vers cette limite.
Ainsi:
. 1 1 1
L siu,~—etv, ~—, comme— = o(—
2. siu, ~n?etv, ~e?, commen?=o(e"), alorsu,=o0(v,)etdonc (v,) tend plus rapidement vers +oo que (u,).

), alors v, = o(u,) et donc (v,) tend plus rapidement vers 0 que (uy,).

9 Recherche pratique d’équivalents

Pour rechercher la limite d’une suite (u,,), il est trés utile de commencer par en rechercher un équivalent !!

9.1 Les équivalents usuels

Nous admettrons pour l'instant les équivalents classiques suivants :

(THEOREME 28 Equivalents usuels )
Soit (uy,) une suite telle que .
Alors:

1. sinu, ~ u, 6. arctanu, ~ u, 11. In(1 4 up) ~ up

2. tanu, ~ up 7. argshu, ~ uy, 12. [e% — 1] ~ uy

3. shu, ~ u, 8. argthu, ~ u, N

4. thuy ~ un 9. [1— costun] ~ u2 /2 13. [ +un)® = 1] ~ oun
5. arcsinu, ~u, 10. [1 —chu,] ~ —u?/2 lorsque o € R* )
Exemple 23. Donner des équivalents des suites suivantes:

a1 _ n?eT"41 _ 1
1w, =1/1— szn _1 2. =e € 3. wy, = In(nsin E)
n

9.2 Produit, quotient et puissance d’équivalents
(THEOREME 29 Produit, quotient, puissance d’équivalents )
Soient quatre suites (uy), (an) et (vy), (by) vérifiant | u, ~ a, et v, ~ b, | alors:

1. upvy, ~ apby,

u a
2. 2~ 2 (si v, et b, ne s’annulent pas)
Un b,

3. ud ~af VYa€R (uniquement pour des suites a termes positifs lorsque a ¢ Z).

L NN, Tci a est un réel qui ne doit pas dépendre de n. )
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Preuve 29 :  On se place dans le cas ou les suites (a,,) et (b,) ne s’annulent pas et on utilise la définition par
la limite.

MNANAN. On peut multiplier ou diviser des équivalents, mais nous allons voir qu’on ne peut pas les additionner ou
prendre leur image par une fonction quelconque (exponentielle, logarithme etc . ..) sans prendre certaines précautions.

Exemple 24.
3 3
. . Up =N +n Up ~ N
1. Somme: Soit { e = -3 42 On a alors { vn ~ —13 et pourtant  (up + v,) # 0
2. Exponentielle:  Soit u,, = n? + n. On a alors  u, ~ n? et pourtant e¥r £ en’
3. Logarithme: Soit u, =1+ 1/n. On a alors  u, ~ 1 et pourtant Inwu, % Inl.

9.3 Logarithme et exponentielle d’équivalents

(THEOREME 30 : Logarithme et Exponentielle d’équivalents
Soient (u,), (an) € RY, telles que: u, ~ ay:
- Si wu, = l€eR\{1} alors Inu,~Ina,

- Siou, —1 alors Inwu, =In(1+ (up, — 1)) ~u, — 1
- Si wu,—a,—0 alors e¥r ~ efn

.

| Preuve 30 :  Pas de difficulté.

Exemple 25. Déterminer un équivalent simple des suites de terme général :

1
1. =1 in —). in —
u, = In(sin n) 5. v, e(s )

Remarque 28.

V2rn n3.1n%n

Un équivalent simple d’une suite est un produit-quotient, de suites de références. Par exemple:

on? ? 3n
En particulier, un équivalent simple ne sera jamais une somme de suites.
Exemple 26. Prouver que:
T 6 I’ +1)  2Inn 10. e’ tnttE o gn®inl
nP4ntd  n? n e" +n! 3
2. e e e ntl (n—1)! 11. In(n? 4+ 3") —In(n? +4") ~nln ~
3. In(n? +n+1) ~2lnn 1 4
2+ 3n n? 8. Vn+1l—ynn~—
4. ~ 2\/n
437 —2ntl 430 !
1 9 en +€7n_'_n Zen 12 1I17’L—|—1’L - ].
5. ln(n+1)—lnn~ﬁ V2 +n—n n?+m+1)! n+1

NN, Contrairement aux ”0” et aux ”(0”, on ne peut supprimer les constantes multiplicatives dans les équivalents.

Cas des suites de la forme u,, = o’
Lorsqu’une suite se présente sous la forme u,, = ab, il faut commencer par I'exprimer sous la forme

Up = ebn.ln(an)

On essaie alors de faire apparaitre les équivalents connus pour le logarithme et I’exponentielle ...

Uy — 1
MINANAN si oo , alors u! ne tend pas forcément vers 1: c’est une forme indéterminée 1°°!
Vp —— +00
n—+oo

n\" \"
Exemple 27. Trouvez la limite des suites de terme général: <1 + —> et (1 — —> .
n n
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9.4 Recherche d’un équivalent d’une somme

Si u, = ap + by
an = a, +o(ay)
b = Bn + 0(Bn)
2. (a) Si les deux équivalents ne sont pas du méme ordre de grandeur :
Si par exemple §,, = o(a,,), alors u, = a,, + o(a,) et donc u,, ~ ay,.
(b) Sia, + Bn #0:
Alors 6, = Aay, avec A # —1 et on a u,, = (A + 1)ay, + o(ay,) et donc u, ~ (A + 1)a,
(¢) SiBn+a,=0:
Alors on re-transforme u,, en essayant de faire apparaitre les équivalents usuels ou en utilisant les
développements Limités.

1. Chercher un équivalent simple des suites (ay) et (b,): {

Remarque 29. Les résultats précédents doivent étre systématiquement rédémontrés a chaque fois qu’ils sont utilisés.

Exemple 28. Montrer que:

—_

Vn+1l—+vn— N% 5. 1n(n2+3)—ln(n2+1/n)~%

; 1
1 6. In(1 in(1 _ psin(l/n) . _
2. In(1+ 1/n2) + sin(1/n) ~ ~ cos (In(L +sin(1/n)) ) — e -
" - 1
; Y
B Il 1/m) +sin@/m) ~ 8. In(n? +2") ~nln2
i 2 =5 en? +1 -1
_ psin(1/n%) 1 _ 1 -
4. y/cos(1/n) —e ) 9 n( i ) cos(1/n) —

9.5 Application a I’étude de la convergence des suites fonctionnelles

Lorsqu’une suite fonctionnelle fait apparaitre une forme indéterminée, on pourra la lever en utilisant les équivalents
plutot que les limites usuelles.

Exemple 29. Rechercher la limite des suites suivantes et en donner un équivalent.:

\/COS% - 5 In (cos%)

1. up = sinftan(In(n + 1) — Inn)] 20 = Wt 1) —lon "

1 —cose™"

NN Tnutile de s’acharner & trouver un équivalent de u,, lorsque 'objectif est simplement de rechercher sa limite !

1\" 1\"
Exemple 30. Trouvez les limites des suites de terme général: (1 + —) et <1 — —> .
n n

N Frercice : 22 I

n*sin -
Etudier la convergence de la suite de terme général: wu, = <c0s —)
n

Remarque 30. Lorsqu’une suite converge vers un réel [, on pourra étudier la vitesse de convergence vers [ en recherchant
un équivalent de v, = u, — I[.

en
n+1

Exemple 31. Vitesse de convergence de (u,) définie par: wu, =In
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