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1 Produit scalaire
(DEFINITION 1 : Forme bilinéaire symétrique (FBS) h
On appelle forme bilinéaire symétrique sur E, une application ¢ : ExXE — R vérifiant :
(,y) = d=,9)
1. ¢ est bilinéaire : V(x, y, 2) € E3 et V(\, u) € R?
oAz + py, z) = Aoz, z) + po(y, 2) en particulier #(0,2)=0
oz, Ay + pz) = Ap(x, y) + po(x, z) en particulier ¢(x,0)=0
2. ¢ est symétrique: Y(z,y) € B2, é(z, y) = ¢(y, x)
\§ J

Remarque 1.

1.
2.

L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E est noté Sy (FE).
Pour montrer qu’une application de E x E dans R est une forme bilinéaire symétrique, il suffit de commencer
par prouver qu’elle est symétrique puis qu’elle est linéaire par rapport a I’'une des variables.

3. S3(E) est un sev de F(E x E, R).

Exemple 1. L’application déterminant sur R? est une forme bilinéaire ANTIsymétrique.

(— . .
DEFINITION 2 : produit scalaire

On appelle produit scalaire sur E, une FBS o : ExE — R vérifiant :
(z,y) = o, y)
1. ¢ est définie: Ve e E, ¢z, 2)=0<= =0
2. ¢ est positive : Ve € E, ¢(x,z) >0

Remarque 2.

1

. Si E est muni d’un produit scalaire, on dit alors que E est un espace préhilbertien réel.
Si de plus, E est de dimension finie, on dit que E est un espace euclidien.

2. Le produit scalaire de deux vecteurs sera souvent noté: ¢(z, y) = (z,y).

Un sev F' d’un espace préhilbertien réel E est lui aussi considéré comme un espace préhilbertien réel muni du
produit scalaire de E.
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Exemple 2. (%)
1) Le produit scalaire usuel sur R" : V X, YeR": (X)Y) leyz =X

2) Le produit scalaire usuel sur C([a, b}, R): V f,g€C([a,b],R): (f,9) = / f @)

3) Le produit scalaire usuel sur Cr(R) : vV f,9eCr(R): / f@)
4) Le produit scalaire sur R[X]: V P, Q€eRX]: (P,Q) / P
5) Le produit scalaire sur 9,,(R) : V A BeM,,(R): (A,B) = Tr(*AB)

I [2ercice 1

(%) Soit n € N*. Montrer que ¢(P, Q) = Zf)(k)@(k) définit un produit scalaire sur R, [X].
k=0

(TuEOREME 1 : Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit E un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire (.,.).
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors:

(z.9)] <V {(z,2) -/ (y,9)

\Avec égalité si et seulement si les deux vecteurs sont proportionnels, c’est a dire ssi: I\ € R tq y = Az.

Preuve 1 :

1. Soient (z, y) € E?. On considere la fonction ¢(\) = (z + \.y,r + A\.y) avec A € R.
Apres développement, on constate que ¢(\) est un polynome positif de degré 2 en .
Son discriminant est donc négatif...

2. Pour I’égalité:
(a) Si les deux vecteurs sont proportionnels, on a immédiatement 1’égalité.

(b) Si on a I’égalité, alors il existe un Ag tel que p(Ag) =0 ...

Remarque 3. Cette inégalité permet de démontrer un grand nombre d’inégalités originales.

Exemple 3. (x)
1. Ecrire les inégalités de Cauchy-Schwarz obtenues pour chacun des produits scalaires précédents.

1 1
~ 1 ~
2. Pour tout P € R[X], montrer que: (/ t.P(t) dt)2 < §/ P%(t) dt
0 . 2 o
3. Pour tout (z1, ..., z,) € R”, montrer que: (Zxk) < ani (cas d’égalité?)

. Frercice 2 I
(x) Soit f une fonction strictement positive, continue sur 'intervalle [a;b]. On pose: / (@) dt. / — dt.

1. Montrer que I(f) > (b — a)?
2. Etudier les cas d’égalité.

COROLLAIRE 2 : Inégalité de Minkowsky
Soit E un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire (.,.).
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors:

Ve +ya+y) < V() +V(yy)

Preuve 2 :  Conséquence quasi-immédiate de Cauchy-Schwarz.
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(~
DEFINITION 3 : Norme sur F

E — Rt

~

L’application ||.|| :

est une norme sur F ssi elle vérifie les 3 propriétés suivantes:

T

H

]

)
2)

V(z,y) € ExE
vz e E, YA eR
Ve e E

llz + yll < {l]l + [yl

Az = ALl

Homogénéité
Séparation

.

3)

|z|]| =0 <=2 =0

Inégalité triangulaire (ou de Minkowsky)

J

Remarque 4. Un K-espace vectoriel muni d’une norme est appelé un K-ev normé. Voir le cours de Math Spé ...

Exemple 4. Sur R”, on définit pour tout p € N* la morme p par la formule ||(z1, ..., z,)||, = ¢/|21P + - + |za]P.
En donnant des valeurs particulieres & p (1, 2 et +oo (!!)), on obtient les normes couramment utilisées sur R” :

(@1, -5 @)l = |za] + - + |24

||(.’L‘1, ---,-'L'n)||2: .’L‘%ﬁ----ﬁ-l‘%

||(.’L‘1, R mn)HOO = max (|£L‘1|, ey |.’L‘n|)
i€,

)

Remarque 5.
1. II est possible de définir une infinité de normes différentes sur un R-ev E.
L’expression ”Soit un vecteur 2 de norme 1”7 n’a donc de sens que s’il n’y a pas d’ambiguité sur la norme utilisée.
2. Un vecteur de norme 1 est appelé un vecteur unitaire. On dit alors qu’il est normé.
Normer un vecteur non nul consiste a diviser ce vecteur par sa norme. On obtient ainsi un vecteur de norme 1.

( L4 . ’ . .
DEFINITION 4 : Distance dans un espace préhilbertien F
Soit ||.]| une norme sur E.

ExE — Rt
(@, y) = llz—yll
On dit que d(z, y) est la distance entre x et y.
(.

L’application d : est appelée distance sur E associée a la norme ||.||.

(; B N . 3. )
THEOREME 3 : Norme euclidienne
Soit (.,.) un produit scalaire sur E. L’application :
.l : E — R définit une norme sur FE
x> (x,x)
\Une norme ainsi associée a un produit scalaire est appelée une norme euclidienne. )

Preuve 8 :  Vous penserez a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour démontrer 'inégalité triangulaire.

Remarque 6. Dans ce cours, nous nous limiterons a l’utilisation de normes euclidiennes.

Remarque 7. Dans un espace préhilbertien réel, on utilisera la norme associée au produit scalaire de ’espace.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors:

()] <l llyll

Exemple 5. Norme euclidienne associée au:

produit scalaire usuel sur R” | produit scalaire usuel sur C([a, b], R) | produit scalaire usuel sur 91, (R)

n

||X||:\Za:3:

i=1

Exx |A|| = /Tr( tAA)

b
17l = / F2(t)dt

Exemple 6. (%)
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1
1. Dans C([0, 1], R) muni du produit scalaire (f,g) = / f(t)g(t) dt, calculer ||z — €||.
0

2. Déterminer un triangle rectangle de ’espace euclidien 90t (R) muni du produit scalaire (A,B) = Tr( *AB).

(THEOREME 4 : Calculs sur les normes euclidiennes )
Soit ||.]| une norme euclidienne associée au produit scalaire (.,.) sur E.
Pour tout couple de vecteurs (z, y) € E?, et tout réel A € R:
Lo [[Az| = [All|l=]
2. lz+yl? = ll=l1> + 2(z,y) + llylI? et donc ||z —ylI* = [|z[|* — 2(zy) + [lyl®
(3 e+l +llz —yll” = 2(lzl” + llyl*) (égalité du parallélogramme) )

| Preuve 4 : Pas de difficulté!!

Egalité du paralléelogramme

COROLLAIRE 5 : Identités de polarisation
Soit ||.|| une norme euclidienne associée au produit scalaire (.,.) sur E.
Pour tout couple de vecteurs (z, y) € E?, et tout réel A € R,

(e +ylI* = lle - ylI*)

A

1
L (zy) = Iz +yll* = ll=lI* = llyl1*) 2. (zy) =

| Preuve 5 : Pas de difficulté!!

Remarque 8.
1. Cesidentités permettent de retrouver I’expression d’un produit scalaire connaissant la norme euclidienne associée.
2. Elles permettent aussi de vérifier si une norme est une norme euclidienne ou pas.

2 Orthogonalité

Dans toute cette section, on considere (E, (.,.)) un espace préhilbertien réel.
La norme utilisée sera la norme euclidienne associée a (.,.).

2.1 Définitions et premieres propriétés

(DEFINITION 5 : Orthogonalité
Soit E un espace préhilbertien réel munis du produit scalaire (.,.).
Soient z et y deux vecteurs de F et F' et G deux sev de E.

e 1z ety sont dits orthogonaux  ssi  (x,y) = 0. (x Ly)
o <z est dit orthogonal a F ssi  x est orthogonal a tout vecteur de F. (x LF)
e F et G sont dits orthogonaux ssi  Pour tout x € F et y € G, on a (z,y) = 0. (FLG)
(. J
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Remarque 9.
1. Le vecteur nul est orthogonal & tous les autres vecteurs.
2. F 1 @G équivaut a dire que tout vecteur de F est orthogonal & G ou que tout vecteur de G est orthogonal a F'.

27
Exemple 7. (*) Soit E = Ca,(R) muni de son produit scalaire usuel {f,g) = Dy f(t).g(t) dt.
T Jo
F = Vect (x + coSNx)neN

G = Vect (z — sinna)nen- Montrer que F et G sont orthogonaux.

Soient {

Pour montrer que 2 sev F' et GG sont orthogonaux, on dispose des 3 méthodes suivantes :
M1: Soit = € F et y € G, montrons que (z,y) =0 ...
Ve € F

M2: Si G = Vect(eq, ..., ep) alors il suffit de montrer que { ke [p] (x,er) = 0.
o | F=Vect(er, ..., gq) . o o
M3: Si { G = Vect(er, .... ) alors il suffit de montrer que V(i, j) € [1,9] x [1,p], (€i,e;) = 0.

Exemple 8. (%) Vect((1, 0, 1)) et Vect((0, 1, 0),(—1, 1, 1)) sont orthogonaux dans R?* muni du produit scalaire usuel.

THEOREME 6 : Pythagore
Soit (E, (.,.)), un espace préhilbertien réel.
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors

(@y) =0 <= |lz+yl” =zl + Iyl

Preuve 6 : Pas de difficulté!

PROPOSITION 7 : Soit F' un sev de dimension finie, d’un espace préhilbertien réel (E, (.,.)).
Soit B une base de F.
Soit z € E.

z L F <= z est orthogonal & tous les vecteurs de B

| Preuve 7 : Pas de difficulté.

Remarque 10. Cette caractérisation est tres utilisée en pratique ...

(DEFINITION 6 : Famille orthogonale et famille orthonormale )
Soit (E, (.,.)), un espace préhilbertien réel.
1. On appelle famille orthogonale de E toute famille de vecteurs (z;);cr de E deux & deux orthogonaux:
(z:)ier est orthogonale <= V(i, j) € I?, i# j = (z;,x;) =0
2. On appelle famille orthonormale de E toute famille orthogonale de vecteurs unitaires de E.
L On aura alors:  (z;)ier est orthonornale <= (z;,z;) = d;,;. )

Remarque 11. On obtient facilement une famille orthonormale & partir d’une famille orthogonale de vecteurs non nuls
en normant chaque vecteur.

Exemple 9. (x) Vérifier que:
1. La base canonique de R" est une famille orthonormale lorsque R™ est muni du produit scalaire usuel.
2. La base canonique de 91, (R) est une famille orthonormale lorsque M, (R) est muni du produit scalaire usuel.

. fercice © 3 I
o . LT i) it
(#%) On définit une application ¢ : R[X] x R[X] — C par (P, Q) = 2 P(e"™Q(e dé.
™

—T

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer que (1, X, ..., X™) est une famille orthonormée de R[X| muni du produit scalaire ¢.
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THEOREME 8 : Une famille orthogonale de vecteurs non-nuls est libre. |

Preuwve 8 :  On considere une CL nulle de vecteurs d’une famille orthogonale F'.
Pour tout i € [1,n] on prend alors le produit scalaire de cette CL par z;.

Exemple 10. R,[X] dispose d’une base orthogonale pour chacun des produits scalaires suivants, le k"¢ polynome
étant de degré k — 1 et de coefficient dominant 1:

1. (PQ) = /11 P(#)Q(t) dt  (Poly de Legendre) 3. (PQ) = /+OO P(t)Q(t)e_t2 dt  (Poly de 'Hermite)
+0oo

1
P(t)Q(t
2. (PQ) = /0 P(t)Q(t)e " dt  (Poly de Laguerre) 4. (P,Q) = /_1 % dt  (Poly de Tchebychev)
L’étude de ces polyndmes fait trés souvent ’objet de problemes de concours.
n
Remarque 12. Généralisation de Pythagore: si F' = (1, ..., x,) est orthogonale, alors HZQ?Z
i=1

2 n
= 3 el
i=1

DEFINITION 7 : Orthogonal d’une partie non vide de E
Soit A C E une partie non vide de E.

L’orthogonal de A est défini par: At ={z € E|Vac€ A, (z,a) =0} (noté parfois A°)

A% est donc I'ensemble des vecteurs orthogonaux a A.

Exemple 11.

1. B = {0} 2. {0}t = E

(THEOREME 9 : Propriétés de ’orthogonal d’une partie
Soient A, B C E deux parties non vides de E.

P1: At est un sev de E P3: AL = Vect(4)* P5: Soit a # 0:
P2: ACB= B+ cCcAt P4: A cC [AL)H at est alors un hyperplan de E
Preuve 9 :

P1: On démontre que A" est une partie non vide de E stable par CL.

P2: On considere un élément de B+ et on montre qu’il est orthogonal & tout élément de A.
P3: Comme A C Vect(A) alors Vect(A4)* C AL. Soit z € AL ..

P4: Tout élément de A est orthogonal aux vecteurs de A™.

P5: On remarque que a® = ker ¢ ol ¢ est 'application non nulle de £ dans R telle que () = (z,a).

[ THEOREME 10 : Un sev et son orthogonal sont en somme directe
FL est un sev de E

1 1
FnFL={0) etdonc F+F-=F®F-.

Si F' est un sev d’un espace préhilbertien E alors: {

Preuve 10 : Nous savons déja que 'orthogonal d’une partie de E est un sev.
On prouve que F'N F+ = {0} en remarquant que si 2 appartient & F'N F* alors il est orthogonal & lui-méme.

(TutorEME 11 : Somme directe orthogonale
1. Définition: On dit que p sev Fi, ..., F, sont en somme directe (notée: Fy @ --- @ F},) lorsque:
Vee Fi+ -+ Fy,, 31, ...,zp) EF1x...F, telque z=z1+ - +z
2. Propriété: Si Fy, ..., F,, sont p sev de F deux a deux orthogonaux, alors: F; @ --- @ F),.

Preuve 11 :  Avec Pythagore, on montre facilement qu’un élément de Fy + - - - + F), s’écrit de fagon unique.
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PROPOSITION 12 : Caractérisation de ’orthogonalité entre deux sev
Soient F' et G deux sev d'un R-ev E.

F et G sont 2 sev orthogonaux <= F C Gt | (< G c F})

| Preuve 12 : Immédiat!

2.2 Orthogonalisation de Schmidt

(THEOREME FONDAMENTAL 13 : Théoréme et procédé de Schmidt
Soit e = (e1, ..., €,) une famille libre quelconque d’un espace préhilbertien réel E.

Alors il existe une famille orthogonale € = (1, ..., &,) de E vérifiant:

Vect(ey, ..., en) = Vect(er, ..., e,)
(Enyen) >0

\Le procédé de Schmidt est donné dans la démonstration.

Preuve 13 :  On procede par récurrence sur n.
1. Pour n = 1: &1 = e; convient.

2. Soit n € N*. Supposons que pour toute famille libre (e1, ..., ey), une famille (g, ..., &,) vérifiant la
propriété du théoreme existe.
Soit (e1, ..., ep+1) une famille libre.
La sous famille (eq, ..., e,) est aussi une famille libre et on peut donc construire une famille (g1, ..., &,)

vérifiant la propriété du théoreme.

Vect(e1, ..., ent1) = Vect(er, ..., €pt1)
Il s’agit alors de construire e,,41 tel que ¢ Vi € [1,n], (ept1,6i) =0

(en+1,€nt1) >0

n
Cherchons &, sous la forme |g,4+1 = e,11 + E Xigi

=1
. € €i
(a‘) On aVie [[1,”]], <€n+1,5i> =0\ = _%
(2
. g; € Vect(eq, ..., e,)
1 ! oo cey & . .

(b) Comme Vi € [1,n], { eni1 € Vect(err .. eni) on a Vect(ey,..., ept1) C Vect(er,..., ent1)

On vérifie facilement que €,11 # 0. (€1, - .., €ns1) est donc une famille de vecteurs non nuls orthog-

onale et donc Vect(ey, ..., ent1) = Vect(er, ..., €pt1).

(c) Avec g, ainsi défini, on vérifie facilement que (g, 41,6n4+1) > 0.

Dessin

Redressement de ey, es et e3 dans le procédé de Schmidt
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Remarque 13.
1. On peut "normaliser” les vecteurs de la famille £ pour obtenir une famille orthonormée.
2. L’algorithme de construction de la famille € par le procédé de Schmidt est aussi important que 1’énoncé du
théoreme. Il est tres utilisé en pratique.

uw=(1,0,1)
Exemple 12. (x) Dans R® muni du produit scalaire usuel, orthogonaliser selon le procédé de schmidt la base ¢ v = (1, 1,1)
w=(-1,1,0)

Exemple 13. (%) Soit R* muni du produit scalaire usuel.
Déterminer une base orthonormale (bon) de ’hyperplan d’équation = + 2y — z + ¢ = 0.

COROLLAIRE 14 : Existence d’une bon dans tout espace euclidien
Tout espace euclidien E # {0g} possede une base orthonormale.

| Preuve 1/ : Le procédé de schmidt permet de construire une base orthonormale & partir de toute base de E.

Remarque 14.
1. Tout sev de dimension finie d’un espace préhilbertien E possede aussi une base orthonormale.
2. La matrice de passage de e vers ¢ est triangulaire supérieure et ces deux bases ont la méme orientation.
3. Dans un espace euclidien, il est donc toujours possible de compléter une famille orthonormale en une bon.

. Frercice o/ I
1

(%) Soit ’espace E = Ry [X] muni du produit scalaire (P,Q) = / P(t)Q(t)dt.
~1

1. Trouver une base orthonormée ¢ de E.
2. Trouver les coordonnées du vecteur P = X + 1 dans la base ¢.

3 Projection orthogonale

3.1 Définition et théorémes

Soient E; et Ey deux sev de E tels que E = E; & Es.
On rappelle que:
, . r, € E1
1. Tout z € FE se décompose de facon unique en x = z1 + x5 avec .
To € Fy
Ey =Imp
Ey =kerp -’

. | pestlaprojection sur E; parallelement a E, PR . . N
2. Si { ¢ est I projection sur E, paralllement & E, alors|idg =p+q I q est appelée la projection associée a p.

L’application p : z — x1 est appelée la projection sur Ey parallélement a Es et on a: {

3. On rappelle enfin la caractérisation suivante: p € L(E) est un projecteur <= pop =p

[TuEOREME 15 : Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Alors:
E=FoF+ I et si dim E < +o00 alors: |dimF+dimFJ- =dimFE

Preuve 15 :  On procede par analyse/synthese:

Supposons que E = F + F* et notons B = (eq, ..., e,) une base de F. (on verra qu’une bon est préférable!)
Soit z € E. Il existe (A1, ..., A\p) € R tel que  — (A\j.e; + -+ + Ap.en) € FE.

Ainsi, on a pour tout i € [1,n], (x — (Ar.e1 + -+ + Ay.en),e;) = 0. Cela nous donne une valeur unique pour
chacun des \;.

La réciproque est immédiate.
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Exemple 14. (%) Si F n’est pas de dimension finie, alors on n’a pas nécessairement F' & F+ = E. En

effet ...

Soit E = [?(N, R) I'ensemble des suites (u,) € RY telles que > u? converge, muni de son produit scalaire usuel :

+0oo
<(un)7(vn)> = Z UV
k=0

Soit F' le sev de F défini par F' = Vect(e(™) ot e™ = (§; »)ien-
Déterminer F'* et prouver que FF & F- # E.

DEFINITION 8 : Projection orthogonale
Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
La projection sur F parallelement & F- est appelée la projection orthogonale sur F

2 -1 -1
Exemple 15. (%) Soit p € £L(R?*) dont la matrice dans la base canoniqueest P == [ -1 2 -1
3\-1 -1 2
Supposons que R? est muni de son produit scalaire usuel.
Prouver alors que p est un projecteur orthogonal.

THEOREME FONDAMENTAL 16 : Expression dans une bon
Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n.
Soit (e1, ..., e,) une base orthonormale de F.

n
La projection orthogonale sur F' est définie par: Vz € E, |p(z) = Z(m,e@.ek
k=1

Preuve 16 : C’est une conséquence immédiate de la démonstration du théoreme précédent.

Remarque 15. Pour pouvoir appliquer cette formule, il faudra commencer par rechercher une bon de F'
bien str!

3.2 Projections orthogonales en dimension finie

Dans cette partie, on suppose que F est un espace euclidien.

... avec Schmidt

(THEOREME 17 : Caractérisation d’une projection orthogonale en dimension finie
Soit E un espace euclidien et p € L(E).

pop=p

p est une projection orthogonale <= { ey L Lfings

Preuve 17 :
= Pas de difficulté ...
< (a) pop=p donc p est une projection.
(b) kerp L Imp donc kerp C (Imp)L. On démontre I’égalité en comparant les dimensions.

THEOREME 18 : Projection associée 4 une projection orthogonale
Dans un espace euclidien, la projection associée a la projection L sur F est la projection L sur F*.

Preuve 18 : La projection L sur F' (notée p) est la projection sur F parallélement & F+ avec {

La projection associée & p est donc la projection sur F+ parallélement 3 F.
Il s’agit donc de montrer que (F+)+ = F.

1. On sait que F C (F+)*
2. On montre facilement I’égalité des dimensions

dim F' < 400
dimF+ < +00 -~
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(" M . . N\
COROLLAIRE 19 : Soit n un vecteur non nul d’un espace euclidien E.

1)  Sip est la projection orthogonale sur Vect(n) alors Vo€ E, |p(x)

1

2) Sip est la projection orthogonale sur n alors Vze E, |p(z)==z

- J

Preuve 19 :
1. C’est une application immédiate de la définition.

2. On obtient ce résultat en considérant g la projection associée & p et en remarquant qu’il s’agit de la
projection orthogonale sur F*-.

Remarque 16. Si E est de dimension infinie, alors la formule p(z) = Tlx’ﬁg .n reste valable.
n

Exemple 16. () Soit £ = R* muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique e.
Déterminer la matrice de p, la projection orthogonale sur le plan d’équation x +y — z = 0.

Remarque 17. De fagon plus générale:
Pour rechercher ’expression de p la projection orthogonale sur un sev F lorsque E est un espace euclidien :

1. SidimF < dim F* on appliquera directement la formule du théoreme 14
2. SidimF >dimF* on recherchera expression de ¢ et on utilisera p = idg —¢

Pour trouver p(z) sans rechercher une bon de F':

. On détermine une base quelconque de F, (fi,..., fp)
. On décompose p(x) sur cette base: p(z) = Aifi + -+ A\pfp
. On écrit les p conditions d’orthogonalité: Vi € [1, p|, (x — p(x),f;) =0

=W N

. On résout alors le systeme de p équations obtenu.

Exemple 17. () Soit p le projecteur orthogonal sur Vect((1, 2, 0, — 1), (2, 0, — 1, 0)) dans I’espace R* euclidien
usuel.
Déterminer I'image de x = (3, 1, 0, — 1) par p.

3.3 Les symétries orthogonales

Soient E; et Ey deux sev de E tels que E = Ey & Es.
Rappels:
E, =ker(s —idg)

, . o . Ly . . . .
1. L’application s = 2p—idg est appelée la symétrie par rapport a E1 parallélement a FE5 et on a: { By = ker(s +idp)

2. On a la caractérisation suivante: s € L(FE) est une symétrie <= sos =idg

DEFINITION 9 : Symétrie orthogonale
Soit p la projection orthogonale sur un sev F' (de dimension fini!!) d’un espace préhilbertien réel E.

L’endomorphisme s défini par | s = 2p — idg I est la symétrie orthogonale par rapport a F'.

Dessin

10
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Symétrie orthogonale sur un sev F’

Remarque 18.

1. Pour déterminer la matrice S d’une symétrie orthogonale, on commencera par rechercher P la matrice de la
projection orthogonale associée et on appliquera la formule S = 2P — [,,.

2. La symétrie orthogonale par rapport & F n’est autre que la symétrie par rapport & F parallelement & F*.

Exemple 18. (x) On considére un espace vectoriel euclidien £ muni d’une base orthonormée B = (i, j, k).
Former la matrice dans B de la symétrie orthogonale sur le plan P d’équation z = z .

Remarque 19. Une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan (en dimension finie!) est appelée une réflezion.

N [cercice @ ) I
(¥) Soit u € R** euclidien usuel et s la réflexion par rapport & {u}*.

1. Déterminer I'expression de s(X) olt X = (=, y, z) € R®.
2. Donner la matrice de s dans la base canonique lorsque v = (1, 0, 1).

3.4 Application: Distance d’un vecteur a un sev de dimension finie

E désigne un espace préhilbertien réel.

DEFINITION 10 : Distance d’un vecteur a un sev de dimension finie
Pour z € E, et F un sev de dimension finie de E, on définit

d(w, F) = inf d(z, ) (= inf |}z - f1)

Remarque 20. {d(z, f) | f € F'} est une partie non vide minorée de R. Elle admet donc bien une borne inférieure.
Le théoréme suivant montre que d(z, F') est atteint en p(x) ou p est la projection orthogonale sur F.

Dessin

THEOREME 20 : Formule
Soient z € E et F' un sev de dimension finie de E.

| d(z, F) = ||z — pr(z)]| ou pr(x) est la projection orthogonale de z sur F'

11
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Preuve 20 :
1. Prouvons que Yf € F, d(z, f) > ||z — pr(2)]|].
lz—fII? = llz—pr(z) +pr(z) = fII* = |z —pr(2)|]* +[lpr(z) = fII* > |z —pr(2)||> (dapres Pythagore)
2. D’autre part pp(z) € F. Donc d(z, F) = ||z — pr(2)]]-

Remarque 21. On a aussi d(z, F) = /||z||2 — [[pr(z)]?.
Exemple 19. () Soit F = R® muni du produit scalaire usuel. Calculer d(z,F) ott F = Vect((1, 1, 1)) et z = (3, 2, 1).

N [ercice : 0 I
(xx) Soit E = C([—m,n],R).

1
Trouver (a, b, ¢) € R? tels que la quantité — / (e" — (a + bsin t))2 dt soit minimale.
T

—T

y

4 Espaces euclidiens

DEFINITION 11 : Espaces euclidiens
Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’un produit scalaire

On se place désormais dans des espaces de dimension finie.
Bien entendu, les résultats démontrés précédemment restent valables!

DEFINITION 12 : bases orthogonales, orthonormales
Soit e = (ey, ..., €,) une base de (E, (.,.)) ou (.,.) est un produit scalaire quelconque.
On dit que e est une base:

1)  orthogonale ssi V(i, j) € [L,n]?, i#j= (eie;) =0

2)  orthonormale ssi V(i, j) € [L,n]?, (eiej) = &

Exemple 20. On dira que R" est muni de sa structure euclidienne usuelle si R est muni de la base canonique et du
produit scalaire usuel. Dans ce cas, la base canonique est une bon.

= . 3 z
THEOREME FONDAMENTAL 21 : Expression du produit scalaire et de la norme dans une bon

Soit e = (eq, ..., €,) une bon de E muni d’un produit scalaire quelconque (.,.).
n
1) Coordonnées d’un vecteur z dans une bon: z = Z(a:,ei).ei
T =1T1€1 + + zpe T
9 Soient = Ti1€e1 n€n — e = :tXY
) tEal { y=g11+ -+ Ynén (z,y) ;xzyz T1Y1 + + TnYn
n
3) Soit & = x1eq + -+ zpe, un vecteur de E: ||:U||2:wa:wf+---+:ci ='xXXx
\& =1 )
Preuve 21 :

n
1. On exprime z = Z x;.€;, puis pour tout ¢ € [0 ; n] on prend le produit scalaire de z par e;.
i=1

2. Immédiat!

3. Immédiat!

Remarque 22. IMPORTANT ! On se placera toujours, si possible, dans une bon.
En effet, dans une bon, le produit scalaire de 2 vecteurs s’exprime comme le produit scalaire usuel de R™.

1 1 1
Exemple 21. (x) R® est muni de sa base canonique et d’un produit scalaire tel que (| 0 |,| 1 |,| 1 |) soit
0 0 1
bon.
x x'
Calculer le produit scalaire ( [ v |, ¥ ).
z z'

12
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. Frercice 7 I
(% % %) Soit B une base orthonormale de E un espace euclidien de dimension n.
Soit F un sev de E de bon (ay, ..., ap). On note 4y, ..., A, les matrices colonnes des ay, dans B.

P
Soit pr la projection orthogonale sur F. Prouver que Matg(pr) = Z A TA.
k=1

[ TutoRBEME 22 : Propriétés de ’orthogonal d’un sev
Soit F' un sev de E un espace euclidien. Alors

1. E=FoF* 2. dimF +dim F+ =n 3. (FHy'=F

Preuve 22 :
1. E est euclidien, donc dim F' < 4o00. Ce résultat a donc déja été démontré.
2. Conséquence du résultat précédent.

3. Nous savons déja que F C (FL)L. L’égalité des dimensions permet de conclure.

. rercice : 8 I
(¥) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E vérifiant pour tout (z, y) € E?, (f(z),y) = (x,f(y)).
Montrer que Im f = (ker f)*.

N fercice © 9 I
() Soit F' et G deux sev d’un ev euclidien E.

1. Montrer que (F + G)* = F-nG+ 2. Montrer que (FNG)t = F+ + G+

Remarque 23.

1. Si F et G sont 2 sev orthogonaux et dim £ = n, alors dim F' 4+ dim G < n.
Ainsi, dans R?, 2 plans vectoriels ne peuvent pas étre orthogonaux.

1L
2. Si F et GG sont 2 sev orthogonaux alors F'+ G = F & G, et on notera F & G ce sev.

DEFINITION 13 : Sous-espaces vectoriels perpendiculaires
Soient F' et G deux sev d’un espace euclidien FE.
On dira que F et G sont perpendiculaires si et seulement si F+ et G sont orthogonaux.

Remarque 24. En d’autre termes: F et G sont perpendiculaires <= F*+cCG
<~ G'CF

Remarque 25. Si F et G sont 2 sev perpendiculaires d’un espace euclidien F, alors dim F' + dim G > dim E.
En particulier dans R?, 2 droites vectorielles ne peuvent étre perpendiculaires.

(PROPOSITION 23 : Caractérisation des hyperplans dans un espace euclidien
Soit H un sev d’un espace euclidien E. On a alors:

H est un hyperplan de E <= 3n € E non nul tel que H = n*

Ainsi, dans E euclidien muni d’une bon e, ’hyperplan (H) d’équation: ajz1 + - -+ + apz, = 0 est Pensemble
des vecteurs orthogonaux a n = (ay, ..., ap).
|\

J

Preuve 23 : par équivalences successives en se placant dans une bon.

THEOREME FONDAMENTAL 24 : Théoréme de Riesz
Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (.,.).

L’application ¢ : L(E,R) — E telle que Vz € E, f(z)= (z¢,2) est un isomorphisme d’ev.
f =z

13
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Remarque 26. Cela signifie en particulier que Vf € L(E, R) il existe un unique zy € E tel que Vo € E, f(x) = (z¢,2).

Preuve 2 :
1. Existence de "application :
(a) Considérons e = (eq, ..., €,) une bon de E. Soit = in.ei € E. On a alors f(z) = Zmi.f(ei).
i=1 i=1
Posons zy = (f(e1), ..., f(en)) dans la base e.

Comme e est une bon, 'expression de f(x) s’écrit alors f(z) = (zf,x).
(b) L’unicité de l'expression ne pose pas de difficulté.

2. Isomorphisme: facile ...

Remarque 27. Pour a, b € E, retenons en particulier le résultat suivant: SiVz € E, (a,x) = (b,z) alors a=0b

Exemple 22. (x)
1. Définition du produit vectoriel en dimension 3. (voir la fin du chapitre)
2. Toute forme linéaire f de 9, (R) s’écrit sous la forme f(X) = Tr(FX) avec F' € M, (R).

5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales

On considere un espace euclidien (E, (.,.)) de dimension n.

5.1 Les endomorphismes orthogonaux

DEFINITION 14 : Endomorphismes orthogonaux
Soit u € L(E).

u est un endomorphisme orthogonal <= V(z, y) € E?, (u(z),u(y)) = (z,y)

On note O(E) ’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Remarque 28. En d’autres termes, un endomorphisme de F est un endomorphisme orthogonal si et seulement si il
conserve le produit scalaire. En particulier, un endomorphisme orthogonal conserve d’orthogonalité.

(THEOREME 25 : Caractérisation a laide de I’image d’une bon
Soit u € L(E) et € une bon de E.

| u est un endomorphisme orthogonal <= I"image de la bon € est une bon

Preuve 25 :  Soit u € L(E).
u est un endomorphisme orthogonal <= V(p, q) € [1,n]?, (u(ep),u(ey)) = (€p,€4)
— Wb, q) € [Lnl?, (uley)uley)) = bp
<= u(e) bon

Remarque 29.
1. Pour que u € L(E) soit un endomorphisme orthogonal, il suffit qu’il transforme UNE bon en une bon.
2. Si u transforme UNE bon en une bon, alors il transforme toutes les bon en bon.
3. Les endomorphismes orthogonaux sont donc des automorphismes.

THEOREME 26 : Caractérisation par la conservation de la norme

u€O(E)<= Ve E, |u(z)=]x=|

Preuve 26 : Equivalence facile & démontrer en utilisant l'identité de polarisation.

Remarque 30. Un endomorphisme orthogonal est donc aussi appelé une isométrie vectorielle.

Exemple 23. (x) L’identité et les symétries orthogonales de F sont des endomorphismes orthogonaux.

14
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N Frercice ;10 I
(¥) Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E et f € O(E). Montrer que f(F+) = (f(F))*.

[ TutorEME 27 Groupe orthogonal
(O(E),0) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E),0).
On P'appelle le groupe orthogonal de E.

stable par la loi de composition

Preuwve 27 :  On montre que O(FE) est une partie non vide de GL(E) { stable par symétrisation

Remarque 31. Ce théoreme signifie en particulier que:
1. La composée de deux automorphismes orthogonaux est un automorphisme orthogonal.
2. La bijection réciproque d’un automorphisme orthogonal est un automorphisme orthogonal.

(TuEOREME 28 : Endomorphisme orthogonal induit
Si un sev F est stable par u € O(E) alors:

1. u induit un endomorphisme orthogonal sur F.  (u|p € O(F))
2. FL est aussi stable par u qui induit ainsi un endomorphisme orthogonal sur F*.

L

Preuve 28 :
1. Pas de difficulté!
2. Soit z € F+, et y € F. 1l s’agit de montrer que (u(z),y) = 0.
Remarquer que 3z € F tel que y = u(z) ...

Remarque 32. Lorsque F est stable par un endomorphisme orthogonal u, alors la matrice de u dans une base e obtenue
en réunissant une base de F' et une base de F'- est une matrice diagonale par blocs.

5.2 Les matrices orthogonales

DEFINITION 15 : Matrices orthogonales
On dit qu’une matrice A € M, (R) est orthogonale si et seulement si:

PAA =1, (ou A'A =1,)

On note O, (R) (ou encore O(n)) 'ensemble des matrices orthogonales & coefficients réels.

Remarque 33.
1. Une matrice orthogonale est inversible et A~' =t A.
2. Une matrice orthogonale a un déterminant égal a +1.

(THEOREME 29 : Caractérisation pratique des matrices orthogonales

Soit A = ((al])) € f)ﬁn(]R)

Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (C1,...,C},)
forment une base orthonormale pour (.,.) le produit scalaire usuel de R™, c’est a dire:

V(pa q) € [1,”]2, <Cpacq>usuel = Zaipaiq = 6p,q
=1
\\ J

Preuve 29 :  On exprime la relation *A.4 = I,, 4 Paide les coefficients des matrices.

Remarque 34. Comme on a aussi A A = I,, alors les vecteurs lignes de A forment aussi une bon.

1
Exemple 24. (x) Montrer que 4 = — <;

V5

THEOREME 30 : O,(R) est un sous-groupe de (GL,(R), x).

_12> est orthogonale et calculer A",

15
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| Preuve 30 :  Pas de difficulté. |

5.3 Matrice d’'un endomorphisme orthogonal dans une bon

THEOREME FONDAMENTAL 31 : La matrice d’une isométrie dans une bon est orthogonale

Soit. E un espace euclidien, v € L(E) et ¢ une | base orthonormalel de E.

Notons A = Matc(u).
Alors

| u est un endomorphisme orthogonal <= A est une matrice orthogonale

Preuve 31 :  Soit u € L(E) et A sa matrice dans une bon e.
Les vecteurs colonnes C; de la matrice A sont les coordonnées des vecteurs u(e;) dans la bon e.

OIl a dOIlCZ V(p, q) (= [1771]2 { <u(61’)’u(€q)> = <Cp,cq>usuel

(€p:€q) = Opq
Par conséquent :
V(p, @) € [1n]*  (u(ep),uleq)) = (ep€q) = (Cp,Cq)usuet = bpq
u endomorphisme orthogonal <= A matrice orthogonale

Remarque 35. Attention!! Le résultat précédent est faux si la base & n’est pas orthonormale.
Considérer par exemple ¢ = (7, 2 j ) et s la symétrie orthogonale par rapport & Vect(1,1).

(COROLLAIRE 32 : Caractérisation des matrices de passage entre bon
Soit e une base orthonormale de E et f une base.

Soit P = P._,y la matrice de passage entre ces deux bases.

Alors

| f est une base orthonormale <= P est une matrice orthogonale

Preuve 32 : Soit e une bon de E et f une base.

On considere u 'endomorphisme de E défini par Vk € [1,n], u(er) = fi.

Soit P la matrice de w dans la bon e. P est aussi la matrice de passage de e vers f.
u endomorphisme orthogonal <= f bon

u endomorphisme orthogonal <= P orthogonale CQFD ...

D’apres les théoremes précédents: {

Remarque 36. Si e et f sont 2 bon de E, et P = P,_,; alors P! = tp.
En particulier, la formule de changement de bases s’écrit alors Ay = tPA.P.

Remarque 37. En conclusion, une matrice orthogonale s’interprete :
1. Soit comme la matrice d’'un endomorphisme orthogonal dans une bon.
2. Soit comme la matrice de passage d’une bon vers une bon.

N Fercice : 11 I

n n

(xx) Soit A = ((a;;)) € Op(R) une matrice orthogonale. Montrer que Z Zai]- <n
i=1 j=1

Aide: Penser a utiliser 'inégalité de Schwarz.

. [rercice : 12 I

(%) Prouver que:
1. Une isométrie vectorielle est une symétrie orthogonale ssi sa matrice dans une bon quelconque est symétrique.
2. Une projection vectorielle est une projection orthogonale ssi sa matrice dans une bon quelconque est symétrique.

6 Espaces euclidiens orientés. Produit mixte

On considere un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (.,.) et ||.|| la norme euclidienne associée.

16
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(DEFINITION 16 : Orientation
Soient e et f deux bases de E et la matrice de passage P = P, entre ces deux bases.
On dit que les deux bases e et f définissent la méme orientation si et seulement si det(P) > 0.

Orienter I’espace consiste a choisir une base de référence e.
Les bases de méme orientation que e sont dites directes et les autres indirectes.
(.

J/

Remarque 38. Si e = (eq, ez, e3) est la base canonique de R?, et si I’on choisit I’orientation définie par cette base, alors
la base f = (es, e3, e1) est directe alors que la base g = (ey, es, ea) est indirecte.

(PrROPOSITION 33 : Matrice de passage entre deux bon
Soient e = (e1, ..., e,) et f = (f1, ..., fn) deux bases orthonormales d’un espace euclidien E.
Notons P = P, la matrice de passage entre les bases e et f.
Alors:
1. det(P) = £1;
2. Si les bon ont méme orientation, alors det(P) = +1.

| Preuve 33 : 1l suffit de remarquer que P est une matrice orthogonale.

(- - .
DEFINITION 17 : Produit mixte
Soit E un espace euclidien orienté de dimension n et |5 une bon directe I

Soient (z1, ..., x,) une famille de n vecteurs de E.
On appelle produit mixte de ces n vecteurs, le scalaire

[111'1, AR xn] = dets(xl, R xn)

\Il est indépendant de la bon directe choisie.

Preuve : 11 suffit d’exprimer le déterminant de (z1, ..., z,) dans deux bon directes différentes.

Remarque 39.
1. Parfois, le produit mixte se note aussi : [z1,..., ,] = Det(z1,..., zp).
2. Le produit mixte d’une bond est égal a 1.

COROLLAIRE 34 : Soit € = (g1, €2, £3) une famille de 3 vecteurs de R3.

e est une base directe <= [e1, €2, €3] > 0

|P7’euve 34 : Immédiat!

Remarque 40.

1. Dans R2, le produit mixte de deux vecteurs [z,y] représente I’aire algébrique du parallélogramme défini par ces
deux vecteurs.

2. Dans R?, le produit mixte de trois vecteurs [z,y,2] représente le volume algébrique du parallélépipede qui s’appuie
sur ces trois vecteurs.

7 Produit vectoriel (dim £ = 3)

On considere dans cette section, un espace euclidien orienté de dimension 3: (E, (.,.)).

(DéFNITION 18 :  Produit vectoriel
Soient (z, y) € E? . L’application o : E — R est une forme linéaire.
2 = [y, 2

D’apres le théoréme de Riesz, il existe un unique vecteur noté x Ay tel que: Vz € E, [z, y, z] = (x Ay,z)
\Le vecteur x A y est appelé le produit vectoriel de x avec y.

17
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TAY

T

F1G. 1 — Produit vectoriel de deux vecteurs dans E3

Remarque 41. Rappel des propriétés usuelles du produit vectoriel sur F euclidien de dimension 3

1. L’application p : E? — E est linéaire par rapport a chaque variable.
(z,y) = xAy

2. Antisymétrie: y Az = —z A y.
3. x et y sont colinéaires <= x Ay = 0.

4. Si (z, y) est un systeme libre, alors
(@) 2Ny #0
(b) x Ay est orthogonal & x et & y.
)

(c

(z, y, © A y) est une base directe de E.

e
S LNL =K
5. Si ( 1,7, k) est une base orthonormée directe (bon directe) alors JANE =17 .
Do o
kA J
T Y1 T2Y3 — T3Y2
6. Dans une bon directe: 7 | x5 | A 7 y2 | = | —(z1y3 — x3y1)
T3 Y3 T1Y2 — T2Y1
7. Formule du double produit vectoriel: = A (y A z) = (z,2).y — (x,y).2
8. Identité de Lagrange: (z,y)? + ||z A y||* = ||z]|*||y]]?.
9.Sixz Ly alors |lzAvyll=|z|llvll.- On peut alors démontrer la réciproque de 5.

10. Si (z, y) est un systéme orthonormé de E, alors (z, y, A y) est une bon directe de E.

. Frercice 15 I
(#%) Démontrer la fomule de Jacobi:

UANVAB)+BAAAT)+TAWBAL)=0
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