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1 Sous espaces affines

1.1

Définitions et premieres propriétés

-

1
2.
3.
4

(DEFINITION 1 : Sous-espac
On dit qu’une partie F de E est un sous-espace affine (sea) de E si il existe un vecteur A de E et un sous-espace

vectoriel ? de F tel que

On note alors | F = A + ? et on dit que:

? est
est,

f
dim ? est
toute base de ? est,

e affine )

F={A+f| T eF)

la direction du sous-espace affine F.

le sous-espace affine de E passant par A et de direction ?
la dimension du sous-espace affine F.

un ensemble de vecteurs directeurs de F.

J

Remarque 1.

1. Le ”"vecteur” A sera alors appelé un point, ainsi que tous les autres ”vecteurs” de la forme A + U avec U € ?

2. F est alors considéré comme un ensemble de points.
3. Onnotera @ = B — A = f@ le vecteur U tel que B= A+ .

([PrOPOSITION 1 : Soit A € .

—
L’application : f: & — E telle que @ = AM est une bijection.
M - W
Preuve 1 : En effet: 7:A—>M<:>M:A+7

Points et vecteurs:
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Remarque 2. Méme si en théorie, il est possible d’additionner des points entre eux (puisqu’il s’agit en fait de vecteurs)
ou de les multiplier par des scalaires, on évitera de le faire pour des raisons de difficultés d’interprétation.

DEFINITION 2 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et ? un sev de F.
Soit F un sea de E de direction ?

1. Si dim f’) = 0 alors F est réduit a un point. 3. Si dim ? = 2 alors F est un plan affine.
2. Si dim f’) = 1 alors F est une droite affine. 4. Si dim ? =n — 1 alors F est un hyperplan affine.
Exemple 1.

1. L’ev E peut étre considéré comme le sea d’origine §: & = 6) + E.

On notera donc F ou & selon que E est considéré comme un ensemble de vecteurs ou un ensemble de points.
2. Les sev F' de E sont des sea F de € passant par 0: F = ﬁ +F
On les représentera donc toujours passant par ’origine.
D = (1, 2) + Vect((1, 1)) est une droite affine de R?.
P =(1,2, —1)+ Vect((0, 1, 0), (1, 0, 1)) est un plan affine de R®.
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y’ + a(z)y = b(x) est une droite affine de C°(I,R).
A e N, (R)
B e M, (R)
L’ensemble des suites réelles vérifiant une relation du type uni2 = aups1 + buy, + ¢ avec (a, b, ¢) € R x R* x R,
est un plan affine de RV,

L’ensemble des solutions de AX = B avec { est soit ), soit un sea de R? de dimension p —rg S.

N ote

Exemple 2. Justifier que ’ensemble des points de R?® vérifiant une relation de la forme axz + by + cz + d = 0 avec
(a, b, ¢) # (0, 0, 0), est un plan affine.

DEFINITION 3 : On dira que trois points A, B et C sont alignés ssi les vecteurs A—B> et ﬁ sont liés.

[ ProposiTION 2 : Soit (4, B, C) € E3.

1. AB=0 <> A=B 2. AB = —BA 3. AC = AB + BC

| Preuve 2 : Immédiat!

I Fixercice ;1
Soient I, J et K trois points du plan affine €.

— —
Montrer que: I, J et K sont alignés <= VM € &, det(m, m) + det(m, MK) + det(M K, m) =0

PROPOSITION 3 : On ne change pas le sea F en prenant un autre point de F comme origine.

. [ F=A+TF B
Si {BET alors ]—'—B+?

| Preuve 3 : Démonstration classique par double inclusion.

PROPOSITION 4 : Caractérisation de la direction d’un sea
Si F est un sea de direction ? passant par un point A, alors:

1.?:{M avec (M, N) € F?}
2. ?:{A—>MavecM€f}

| Preuwve 4 : Démonstrations classiques par double inclusion.
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Caractérisation de la direction d’un sea

1.2 Sous-espaces affines paralleles

DEFINITION 4 :
Soient F et G deux sea de E de directions respectives ? et 8

1. On dit que G est paralléle a F lorsque 8 C ?
2. On dit que F et G sont paralléles lorsque ? = 8

G est paralléle a F F et G sont paralléles

Remarque 3. Dans R®, une droite peut étre parallele & un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est parallele &
une droite.

g
PROPOSITION 5 : Soient F et G deux sea non vides.

Si F et G sont paralleles, alors: Si F est parallele a G, alors:

1. Soit F =G 1. Soit F C G

2. Soit F et G sont disjoints 2. Soit F et G sont disjoints
Preuve 5 :

1. Cas: F et G sont paralleéles.
S’ils ne sont pas disjoints, on montre facilement qu’ils sont égaux.

2. Cas: F est parallele a G.
S’ils ne sont pas disjoints, on montre facilement que F C G.

Remarque 4. Tant que ’espace vectoriel F n’est pas muni d’une structure euclidienne, on ne peut pas parler d’orthog-
onalité de sous-espaces affines.

. fercice © 2 I
Démontrer que deux droites paralleles de ’espace sont coplanaires.

1.3 Sous-espaces affines orthogonaux

Si E est muni d’une structure euclidienne, on peut définir 'orthogonalité et la perpendicularité de deux sous espaces
affines.
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DEFINITION 5 :
Soient F et G deux sea de E de directions respectives ? et 8

On dit que G est orthogonal a F lorsque 8 est orthogonal & 7 (cad 8 - ?L)

Dans ce cas, F est aussi orthogonal a G et donc ”F et G sont orthogonaux”

F et G sont orthogonauz

Exemple 3. Dans R? euclidien usuel, on considere:

la droite D { passant par A(2, 3, —1)

dirigée par 7(1’ 2, 3) et le plan P d’équation cartésienne z + 2y + 3z — 1 = 0.

Justifier que D et P sont deux sous espaces affines orthogonaux.

Remarque 5. Pourriez-vous définir la notion de perpendicularité entre deux sous-espaces affines?

1.4 Intersection de deux sous-espaces affines

THEOREME 6 : Intersection de sous-espaces affines
Soient F et G deux sous-espaces affines de directions F' et

Si|FNG#0D I, alors 7 N G est un sous-espace affine de direction le sous-espace vectoriel ? N 8

€

Preuve 6 :  Soit C € FNG # (). Prouvons que FNG =C + FNG.
On procede alors tres simplement, par double inclusion.

Intersection de deux sea

Exemple 4. Que pouvez-vous dire de l'intersection de deux plans affines de R? ?

~ : s : 2 :
COROLLAIRE 7 : Intersection de deux sous-espaces affines de directions supplémentaires

Soient deux sous-espaces affines F et G de directions ? et 8 telles que E = F' &
Alors leur intersection est un singleton :

A0 e FNG tel que FNG = {Q}

\Dans ce cas, on dit que F et G sont deux sea supplémentaires.
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Preuve 7 :
1. On commence par prouver que F NG # ().

Soit { g E ';: . L’idée consiste a décomposer AB en utilisant E = ? @ 8

2. Comme les directions sont supplémentaires, alors FnG= {0}.

Intersection de deux sea supplémentaires du plan

2 Reperes cartésiens

(. d ~ », .
DEFINITION 6 : Repere cartésien

Soit F un sous-espace affine de E de direction ?

Q est un point de F
On appellera repére cartésien de F un couple (€2, b) ou P :
b une base de

Ce repere sera noté R(, b) ou (2, b) et Q sera appelé lorigine du repere.

(. J

Remarque 6. Si F = R™, on appelle repére canonique le repere formé de O = (0, ...,0) et de la base canonique de R™.

DEFINITION 7 : Coordonnées d’un point N
Si A € F, on appellera coordonnées de A dans le repere R(£2,b) les composantes du vecteur A dans la base b.

Remarque 7. Notations:
Plagons-nous dans le repere R(2, b).

. , =
Si les coordonnées de QA dans b sont (x1,...,r,), alors on notera: |A | : ou A

On utilisera également cette notation pour noter les composantes d’un vecteur dans la base b.

€3
A
QA
Q
€2

€1

FiG. 1 — Coordonnées de A dans R(Q, e1, ea, e3)
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N Fxercice 3 _1
Soit F = {(u,) € RY | Vn € N, uyi0 = §(un+1 + upn) + 1}

1. Déterminer un repere de F.
2. Préciser dans ce repere, les coordonnées d’une suite (w,,) de F en fonction de wy et w.

(TuEOREME 8 : Formule de changement de repére
Considérons deux reperes cartésiens R = (0,b) et R' = (Q2,b).
Soit M un point quelconque de ’espace.

En notant
I1 .’17'1 tl I .’17'1 t1
M| , M| , Q)¢ , X= |, X'=1:|, a={: et P =Py
Ty ! tn Ty i tn

R n/ R’ R

on a la formule de changement de repere:

X:Q+PX’|
\ J

Preuve 8 :  Tout simplement parce que OM = O0 + QI et que les coordonnées de QM dans b sont PX".

Remarque 8. Les formules de changement de repeére dans un espace de dimension 2 sont donc de la forme:

{ r =a +az' + by

¥ =a Hazr+by
y =0 +ci' +dy

ou apres inversion y =8 +cx+dy

3 Barycentres

(DiFNITION 8 - Systéme de points pondérés
On considere (A;)1<;<, un systeme de points de E, et n réels (a;)1<i<n.
A ... A,

1. Le systeme S = (
(651 N Oy,

) est appelé systéme de points pondérés.

2. On appelle poids de S, le réel @ = ay + - -+ + ay,.

(DEFINITION 9 - Barycentre )
Soit le systeme de points pondérés: S = (Al o A") tel que [ # 0 I
(651 PN (7%
n
. . . 7 \ H
1l existe alors un unique point G' € E, appelé barycentre du systeme S, tel que Z a;GA; = 0.
j=1
. I = ) Ao A
Pour tout point ) € E on a: G=0+— ZanAj noté: G = Bar ( ! .
(e = a1 ... Op
N J

n
—
Remarque 9. Si a = 0, expression ZajMAj ne dépend pas de M.
i=1
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Remarque 10. Construction du barycentre de 2 points

Méthode 1 (a8 > 0) Méthode 2 (a8 > 0) Méthode 2 (af < 0)

Remarque 11.

1. Soit k € R*. Si G = Bar Av A , alors G = Bar A .
Q... Qp kay ... kag
En prenant k = 1/a, on peut imposer la condition suivante: oy + - + a,, = 1.
: : . (A L. A
2. On appelle isobarycentre des points (Aq, ..., A,), le barycentre du systeme pondéré (1/; 1/’;)
3. Le barycentre d’un systeme de points ne dépend pas de ’ordre des points.
(PROPOSITION 9 : Coordonnées du barycentre )
Soit, E un espace affine munis d’un repere R(O, e, ..., ey)-
Si G = Bar (fél ﬁp>, et si x;; représente la ieme coordonnées du point A;, alors :
1 P
1L
Vi € [Il,n]], rGi = E Zaj.xij
j=1
\ J
o . 50 - 1 N
Preuve 9 :  Cela vient directement du fait que OG = — Z a;OA;
a =
(THEOREME 10 : Associativité des barycentres h
o (A .. Ay Apy ... A : -
Soit e "] un systéme pondéré de points de barycentre G. a; #0
(al cee Qp Opy1 ... Qp y p p y (]2 i#0)
On suppose que:  fr=a1+--+a,#0 et fo=apr1+ - +a, #0. (%)
G, = Bar <A1 Ap>
. (651 [N ay G1 G2
Si , alors G est le barycentre de ( >
G> = Bar (APH A”) B1 B
Qpi1 o000 (67%%
& J

Preuve 10 : 11 suffit de faire le calcul ...

Remarque 12.

Plus généralement, on peut associer les points ( ’) comme on le souhaite a condition que (x) soit vérifiée.

i
Exemple 5. Soit n € N*. Déterminer une méthode pour construire ’isobarycentre de n points.

. Frercice o/ I
Montrer qu’une partie de I'espace affine £ est un sea si et seulement si il est stable par barycentration.
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4 Parties convexes d’un espace affine

(DirmvTioN 10 - Segment
Soit A et B deux points d’un espace affine £.
On appelle segment d’extrémités A et B (noté [AB]), la partie de £ définie par:

[AB] = {barycentre de (? 1? t) |t €0, 1]}

(. J/

Remarque 13.
1. [A4]=A
2. [AB] est inclus dans la droite affine (AB).
A=C A=D
B=D " { B=C -
4. L’isobarycentre de deux points A et B est appelé le milieu du segment [AB].

3. [AB] =[CD] si et seulement si {

DEFINITION 11 : Partie convexe
Une partie C de & est dite conveze si et seulement si:

VA, BeC, [AB]CC

lPROPOSITION 11 : L’intersection d’une famille de parties convexes de £ est une partie convexe de . |

| Preuve 11 :  Pas de difficulté. |

Exemple 6. Les sea sont des parties convexes de £.

P
THEOREME 12 : Fonctions convexes et parties convexes

Soit f € F(I, R) avec I un intervalle de R et soit F = {(z, y) € R | { @ €4

y > f(x) b

f est une fonction convexe <= F est une partie convexe de R

Preuve 12 : L’idée de la démonstration est simple, mais la traduction formelle est un peu ennuyeuse ...
= On considere M, N € F et I'on prolonge le segment [M N] en un segment [M'N'] avec M', N’ € C;.
< Pas de difficulté.

Fonctions convexes et parties convexes

N [cercice @ ) I
Soit C;1 et Csy, 2 parties convexes d’un espace affine £.
Prouver que {milieux de [M; Ms] | My € C1 et M> € C} est convexe.



