
Les Polynômes|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur14 f�evrier 20111 D�e�nitionsDans 
e 
hapitre, (K ; + ;�) d�esigne un 
orps 
ommutatif (pour nous 
e sera R ou C ).D�efinition 1 : On appelle polynôme �a 
oeÆ
ient dans K tout �el�ement de la forme :P = a0 + a1X + a2X2 + � � �+ anXn o�u � n 2 N(a0; a1; : : : ; an) 2 Kn1. X est appel�ee l'ind�etermin�ee.2. L'ensemble des polynômes �a 
oeÆ
ients dans K est not�e K [X ℄.Remarque 1.1. En fait, un polynôme est d�e�ni 
omme une suite presque nulle d'�el�ements de K , mais 
ette d�e�nition oÆ
iellen'est pas au programme.X repr�esente la suite de termes su

essifs : 0, 1, 0, 0, . . . Il ne s'agit don
 pas d'une variable �a laquelle �a pourradonner des valeurs.2. Par d�e�nition, l'�e
riture d'un polynôme sous la forme P = a0 + a1X + a2X2 + � � �+ anXn est unique.Ainsi, on aura : P = 0() 8k 2 N; ak = 0.Th�eor�eme Fondamental 1 : L'alg�ebre des polynômesOn munit l'ensemble K [X ℄ de l'addition, de la multipli
ation et la l
e "usuelles".Ainsi, � �K [X ℄; + ; � � est un K -ev�K [X ℄; + ;�� est un anneau 
ommutatifComme d'autre part, on a �(P � Q) = (�P ) � Q = P � (�Q) alors �K [X ℄; + ; � ; � � est une K -alg�ebreasso
iative et unitaire.Le ve
teur nul est le polynôme P = 0 et l'�el�ement neutre pour � est le polynôme P = 1.Preuve 1 : On doit v�eri�er une �a une toutes les propri�et�es d'un espa
e ve
toriel et d'un anneau 
ommutatif ...Remarque 2. Ce th�eor�eme donne en parti
ulier la stabilit�e de l'ensemble K [X ℄ par les op�erations usuelles (+, �, :).Remarque 3. (K [X ℄; + ;�) �etant un anneau 
ommutatif, on pourra utiliser la formule du binôme :� 8(P; Q) 2 K [X ℄28n 2 N ; on a : (P +Q)n = nXk=0�nk�P kQn�k
1
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 2 : Degr�e, valuation, terme dominantSoit un polynôme P = a0 + a1X + � � �+ anXn ave
 an 6= 0.1. On appelle degr�e du polynôme P , l'entier n not�e degP .2. On appelle valuation du polynôme P , le plus petit entier k tel que ak 6= 0 not�e val(P ).3. Par 
onvention, le degr�e du polynôme nul vaut �1.4. On appelle terme dominant de P , le monôme anXn.5. Lorsque an = 1, on dit que le polynôme P est normalis�e ou unitaire.Th�eor�eme 2 : Degr�e d'un produit, d'une somme1. deg�P +Q� � max�degP; degQ�2. deg�PQ� = degP + degQ Ces formules sont valables même si P et/ou Q est nul.Preuve 2 :On �e
rit P et Q sous leur forme g�en�erale et on s'int�eresse aux termes dominants de P +Q et de PQ.Remarque 4.1. La somme de polynômes de degr�e n peut être un polynôme de degr�e stri
tement inf�erieur �a n si les termesdominants s'annulent.2. Lorsque degP 6= degQ, on a toujours deg(P +Q) = max(degP; degQ).3. Si l'on a k polynômes (P1; : : : ; Pk) tous de degr�e n, pour montrer que la 
ombinaison lin�eaire Q = kXi=1 �iPi estde degr�e n on pourra :(a) utiliser le th�eor�eme pr�e
�edent pour justi�er que degQ � n, puis(b) 
al
uler le 
oeÆ
ient de Xn du polynôme Q, pour justi�er qu'il est non nul.Remarque 5. Le degr�e est un outil d'analyse performant dans la re
her
he de polynômes v�eri�ant une ou des 
onditionsdonn�ees (analyse / synth�ese).Exemple 1. (�) D�eterminer tous les 
ouples de polynômes (P; Q) 2 K [X ℄2 tels que Q2 = XP 2.Th�eor�eme 3 : L'anneau des polynômes est int�egreSoient trois polynômes (P; Q; R) 2 K [X ℄3 .1. si PQ = 0, alors P = 0 ou Q = 0.2. si PQ = PR, et si P 6= 0, alors Q = R.Preuve 3 :1. Par l'absurde en utilisant la fon
tion degr�ee2. Cons�equen
e imm�ediate du premier r�esultatTh�eor�eme 4 : Polynômes inversiblesLes �el�ements inversibles de l'anneau K [X ℄ sont les polynômes 
onstants non-nuls.Preuve 4 : On utilise de nouveau la fon
tion degr�ee.Th�eor�eme Fondamental 5 : Espa
e des polynômes de degr�e inf�erieur �a nOn note Kn [X ℄ l'ensemble des polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.1. Cet ensemble est un sous-espa
e ve
toriel de K [X ℄.2. Le syst�eme �1; X; X2; : : : ; Xn� forme une base de Kn [X ℄ appel�ee base 
anonique de Kn [X ℄.Preuve 5 : On a Kn [X ℄ = Ve
t(1; X; : : : ; Xn) et la famille (1; X; : : : ; Xn) est libre.Th�eor�eme 6 : Polynômes de degr�es �etag�esOn 
onsid�ere un syst�eme S = (P1; : : : ; Pn) de polynômes non-nuls de degr�es tous distin
ts.Alors S est un syst�eme libre de K [X ℄. 2



Cours MPSI-2010/2011 Les Polynômes http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 6 : On peut 
ommen
er par ordonner les polynôme Pk en fon
tion de leur degr�e.Soit P = nXk=0 �k:Pk une CL nulle des polynômes de S. Soit Dk le terme dominant du polynôme Pk . On montre,en utilisant les termes Dk et la fon
tion degr�ee que 
ha
un des �k est nul pour k allant de n �a 0.Remarque 6. Ce th�eor�eme est tr�es utilis�e en pratique pour prouver qu'une famille de polynômes est libre.Exemple 2. (�) Soit n � 1 et pour k 2 [[0;n℄℄, on d�e�nit les polynômes Pk = (X + 1)k+1 �Xk+1.Le th�eor�eme pr�e
�edent permet de montrer que le syst�eme �P0; : : : ; Pn� est libre dans Kn [X ℄.Exer
i
e : 1(��) Soit n � 1 et pour k 2 [[0;n℄℄, on d�e�nit les polynômes Pk = Xk(1�X)n�k.Montrer que le syst�eme �P0; : : : ; Pn� est libre dans Kn [X ℄.D�efinition 3 : Composition des polynômesSi P (X) = nXk=0 akXk et Q 2 K [X ℄.On d�e�nit P ÆQ, le polynôme 
ompos�e par la formule suivante : P ÆQ = nXk=0 akQkRemarque 7. Cette loi Æ n'est pas la loi de 
omposition des appli
ations dans la mesure o�u 
'est une loi sur K [X ℄Proposition 7 : Op�erationsPour tout � 2 K , P , Q, R 2 K [X ℄ :Distributivit�es �a droite :1. (P + �Q) ÆR = P ÆR + �Q ÆR2. (PQ) ÆR = (P ÆR):(Q ÆR) 3. (P ÆQ) ÆR = P Æ (Q ÆR)4. X Æ P = P ÆX = PPreuve 7 : On s'en dispensera ...Remarque 8. La loi Æ n'est pas 
ommutative et n'est pas distributive �a gau
he dans K [X ℄. Cher
her des C/ex !Proposition 8 : Soient P et Q deux polynômes non nuls . On a alors :deg(P ÆQ) = degP � degQPreuve 8 : On rempla
e P et Q par leur forme expli
ite.Remarque 9. Pour �eviter des erreurs, on prendra soin de s'assurer que les polynômes sur lesquels on travaille sontnon nuls avant d'utiliser 
ette formule sur le degr�e.Exemple 3. (�) D�eterminer les polynômes P 2 R[X ℄ v�eri�ant P Æ P = P .Exer
i
e : 2(�) Soit un polynôme P 2 R[X ℄ tel que P = P Æ (�X).Montrer qu'il existe un polynôme Q 2 R[X ℄ tel que P = Q Æ (X2).2 Arithm�etique des polynômesTh�eor�eme Fondamental 9 : Division eu
lidienneSoient A; B deux polynômes de K [X ℄ tels que B 6= 0.Alors il existe un unique 
ouple (Q; R) de polynômes v�eri�ant : � A = BQ+RdegR < degB
3



Cours MPSI-2010/2011 Les Polynômes http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 9 :On 
ommen
e par d�emontrer l'existen
e de Q et R.1. On peut 
ommen
er par remarquer que si degB > degA alors Q = 0 et R = A 
onviennent.2. On �xe B et on pro
�ede par r�e
urren
e (forte) sur le degr�e de A.(a) Si degA = 0 : fa
ile(b) Soit n 2 N. Supposons l'existen
e de Q et R lorsque degA � n. Soit A 2 K [X ℄ de degr�e n+ 1.Notons an+1Xn+1 et bpXb les termes dominants respe
tifs de A et B.Pour se ramener �a un polynôme de degr�e � n, on peut 
onsid�erer le polynôme : A� an+1bp :Xn+1�pB.On applique alors l'hypoth�ese de r�e
urren
e �a 
e nouveau polynôme.On d�emontre en�n l'uni
it�e de 
ette d�e
omposition.La m�ethode est 
lassique et utilise la fon
tion degr�e.Proposition 10 : Fa
torisation dans R[X ℄Soient � A; B 2 R[X ℄C; D 2 C [X ℄ tels que � A = BC +DdegD < degB . Alors les polynômes � CD sont �a 
oeÆ
ients r�eels.Preuve 10 : Remarquons que A = BC +D 
orrespond �a la division eu
lidienne de A par B dans C [X ℄.Notons A = BQ+R la division eu
lidienne de A par B dans R[X ℄.Cette d�e
omposition v�eri�e aussi les 
onditions de la division eu
lidienne dans C [X ℄. D'apr�es l'uni
it�e de ladivision eu
lidienne, elle est don
 identique �a la d�e
omposition A = BC +D. Par 
ons�equent, C = Q et D = Ret don
 C; D 2 R[X ℄.Remarque 10. Ce r�esultat s'applique en parti
ulier lorsque D = 0.R�ealisation pratique de la division eu
lidienne.Soit A = X7 � 2X + 1 et B = X2 + 1 deux polynômes �a 
oeÆ
ients r�eels.E�e
tuer la division eu
lidienne de A par B.
Exemple 4. (�) Entrâ�nement !!Montrer qu'en e�e
tuant la division eu
lidienne de A = X5 + X4 � X3 + X � 1 par B = X3 + X2 + 2 on obtientQ = X2 � 1 et R = �X2 +X + 1.Exer
i
e : 3(����) D�eterminer le reste de la division eu
lidienne de A = X2000�X3+X par B = X2+1, puis par C = X2+X+1.Remarque 11. On verra une m�ethode plus eÆ
a
e dans le paragraphe sur les ra
ines d'un polynôme.Exer
i
e : 4(��) D�e�nitionOn dit qu'une partie I de K [X ℄ est un id�eal de l'anneau (K [X ℄; + ; �) lorsque :1) I est un sous-groupe du groupe (K [X ℄; +).2) I est absorbant : 8A 2 I, 8P 2 K [X ℄, A� P 2 I.Montrer que tout id�eal de l'anneau (K [X ℄; + ; �) est engendr�e par un polynôme, 
'est �a dire que :8I un id�eal de K [X ℄; 9P 2 K [X ℄ tel que I = I(P ) = fQ� P ; Q 2 K [X ℄gOn dit alors que l'anneau (K [X ℄; + ; �) est prin
ipal. 4
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al.delahaye1.free.fr/D�efinition 4 : Divisibilit�eSoient A; B deux polynômes de K [X ℄ ave
 B 6= 0.On dit que B divise A ssi il existe Q 2 K [X ℄ tel que A = BQ. (On pourra �e
rire B=A)Remarque 12. Dans 
e 
as, on dira aussi que A est multiple de B ou que l'on peut mettre en fa
teur le polynôme Bdans le polynôme A. Lorsque A 6= 0, 
e
i n'est possible que si degB � degA.Exer
i
e : 5(�) D�eterminer une CNS sur les r�eels � et � pour que X2 + 2 divise X4 +X3 + �:X2 + �X + 2.Exer
i
e : 6(��) Soit un polynôme P 2 K [X ℄. Montrer que (P �X) = (P Æ P �X).Th�eor�eme 11 : Polynômes asso
i�esSoient deux polynômes (P; Q) 2 K [X ℄ non-nuls.(P=Q et Q=P ) () (9� 2 K n f0g tq Q = �P )On dit alors que les deux polynômes P et Q sont asso
i�es.Preuve 11 : On montre fa
ilement que si P=Q et Q=P alors degP = degQ.Comme il existe R 2 K [X ℄ tel que Q = R:P alors on a degR = 0. CQFD !!Th�eor�eme 12 : Eu
lideSoient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄. La division eu
lidienne donne : � A = B:Q+ RdegR < degB .Si D 2 K [X ℄, on a : D divise � AB () D divise � BRPreuve 12 : Pas de diÆ
ult�e.Ce th�eor�eme permet, 
omme pour les entiers, de d�e�nir la notion de PGCD et de donner un algorithme pour led�eterminer.Algorithme d'Eu
lideSoient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄.1. En e�e
tuant des divisions eu
lidiennes su

essives, on 
onstruit une suite (Rk) de polynômes :(a) R0 = A(b) R1 = B(
) R2 est le reste de la division eu
lidienne de R0 par R1.(d) et de fa�
on g�en�erale : Rk est le reste de la division eu
lidienne de Rk�2 par Rk�1.2. (Rk) est une suite de polynômes de degr�e stri
tement d�e
roissant.Il existe don
 un premier entier n pour lequel Rn = 0.3. Le polynôme Rn�1 est un diviseur 
ommun �a A et B.4. Or, d'apr�es le th�eor�eme d'Eu
lide, si D 2 K [X ℄ divise A et B, alors D division tous les Rk. Don
 lesdiviseurs 
ommuns �a A et B sont exa
tement les diviseurs de Rn�1.D�efinition 5 : PGCD et PPCMSoient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄. On appelle :1. PGCD(A, B) le plus grand diviseur 
ommun unitaire �a A et B not�e : A ^ B2. PPCM(A, B) le plus petit multiple 
ommun unitaire �a A et B not�e : A _ BAttention : i
i, le plus grand signi�e de degr�e maximal et le plus petit signi�e de degr�e minimal.Remarque 13.1. Le PGCD de deux polynômes est don
 le dernier reste non nul normalis�e obtenu dans l'algorithme d'Eu
lide.2. Les lois ^ et _ sont asso
iatives.On peut don
 d�e�nir le PGCD et le PPCM de n polynômes o�u n 2 N� .3. Si A ^ B = 1, on dit que les polynômes A et B sont premiers entre eux.5
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 5. (�) D�eterminer le PGCD de � A(X) = X3 + 2X2 �X � 2B(X) = X2 + 4X + 3 en vous inspirant de l'algorithme d'Eu
lide.Exer
i
e : 7(��) Soit a et b deux entiers naturels non nuls ave
 a � b. On note Æ = a ^ b.Montrer, en utilisant l'algorithme d'Eu
lide que : (Xa � 1) ^ (Xb � 1) = XÆ � 1.Th�eor�eme 13 : Egalit�e de BezoutSoient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄ et Æ leur PGCD. Alors :Il existe deux polynômes (U; V ) 2 K [X ℄ tels que : AU + BV = ÆPreuve 13 : Comme dans Z, on d�etermine les polynômes U et V grâ
e �a l'algorithme d'Eu
lide.On pourra pr�esenter les 
al
uls interm�ediaires dans un tableau de la forme :R0 = A R1 = B R2 . . . Rk . . . DQ1 Q2 . . . Qk . . .1 0 U2 . . . Uk . . . Un = U0 1 V2 . . . Vk . . . Vn = VRemarque 14. Le 
ouple de polynôme (U; V ) n'est pas unique !Corollaire 14 : Soient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄.Les diviseurs 
ommuns �a A et B sont les diviseurs de A ^ B.Preuve 14 : Imm�ediat d'apr�es l'�egalit�e de Bezout.Exemple 6. (�) D�eterminer une �egalit�e de Bezout pour les polynômes :1. � A = X3 +X2 + 2B = X2 + 1 2. � A = X4 +X3 � 2X + 1B = X2 +X + 1 .Th�eor�eme 15 : Th�eor�eme de Bezout (bis)Soient deux polynômes non nuls A et B de K [X ℄. Alors :A ^ B = 1() il existe deux polynômes (U; V ) 2 K [X ℄ tels que AU +BV = 1Preuve 15 :) C'est une 
ons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme de Bezout( Un diviseur 
ommun �a A et B divise 1 ...Th�eor�eme 16 : Th�eor�eme de GaussSoient trois polynômes non nuls A, B et C de K [X ℄.Si � A divise BCA ^ B = 1 alors A divise CPreuve 16 : Appli
ation imm�ediate du th�eor�eme de Bezout pr�e
�edent.Exer
i
e : 8(��) Soit A; B 2 K [X ℄ non 
onstants et premiers entre eux.Montrer qu'il existe un unique 
ouple (U; V ) 2 K [X ℄2 tel que : 8<: AU +BV = 1degU < degBdegV < degA .
6
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al.delahaye1.free.fr/Proposition 17 : Propri�et�es diversesSoient A; B; C 2 K [X ℄.1. (C:A) ^ (C:B) = C:(A ^ B) (C unitaire)2. A ^ (B ^ C) = (A ^ B) ^ C3. � A ^ B = 1A ^ C = 1 ) A ^ (BC) = 1 4. A ^ B = 1() Ap ^ Bq = 15. Si D = A ^ B alors � A = DA0B = DB0 ave
 A0 ^ B0 = 16. (A ^ B)k = Ak ^ Bk7. Si � A / CB / C ave
 A ^ B = 1 alors AB divise CPreuve 17 : On pourra pro
�eder par analogie ave
 les propri�et�es �equivalentes dans Z.Exemple 7. (�) Montrer que si a et b sont deux s
alaires distin
ts, alors pour tout entiers :(p; q) 2 N� ; (X � a)p ^ (X � b)q = 1Exer
i
e : 9(�) Soit (A; B) 2 K [X ℄ non 
onstants. Montrer que :A ^ B = 1() AB ^ (A+B) = 13 Fon
tions polynômiales. Ra
ines d'un polynômeD�efinition 6 : Fon
tion polynômialeSoit un polynôme P = a0 + a1X + � � �+ anXn de K [X ℄.On d�e�nit �a partir des 
oeÆ
ients de P , la fon
tion polynômiale asso
i�ee :eP : K �! Kx 7! a0 + a1x+ � � �+ anxnOn pourra noter K [x℄ l'ensemble des fon
tions polynomiales sur K .D�efinition 7 : Equation Alg�ebriqueSoit P 2 C [X ℄.Pour x 2 C , l'�equation eP (x) = 0 est alors appel�ee �equation alg�ebrique asso
i�ee au polynôme P .Th�eor�eme 18 : Les lois sur K [X ℄ 
orrespondent �a 
elles sur F(K ; K )Soient (P; Q) 2 K [X ℄2 et (�; �) 2 K 2 .On a les propri�et�es suivantes :1. P̂ �Q = eP � eQ ; 2. ^�P + �Q = � eP + � eQ ; 3. P̂ ÆQ = eP Æ eQPreuve 18 : Pas de diÆ
ult�e ...D�efinition 8 : Ra
ine d'un polynômeSoit un polynôme P 2 K [X ℄.On dit qu'un s
alaire � 2 K est une ra
ine de P lorsque eP (�) = 0.Remarque 15. Les ra
ines d'un polynôme de K [X ℄ appartiennent au 
orps K .Exemple 8. (�) Soit P 2 C [X ℄ �a 
oeÆ
ients r�eels et � 2 C . V�eri�er que : � ra
ine de P () �� ra
ine de P .Th�eor�eme 19 : Fa
torisation par X � �Soit un polynôme P 2 K [X ℄ et un s
alaire � 2 K . Alors :� ra
ine de P () (X � �) divise P7
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 19 : Dans le 
as o�u P 6= 0, on e�e
tue la division eu
lidienne de P par (X ��), et on exprime l'�egalit�eobtenue en terme de fon
tions polynômiales. On rempla
e alors x par � ...Corollaire 20 : Fa
torisation par (X � �1) : : : (X � �n)Soit un polynôme P 2 K [X ℄, n 2 R� et (�1; : : : ; �n) 2 Kn . Alors :�1; : : : ; �n ra
ines de P () (X � �1) : : : (X � �n) divise PPreuve 20 : Par r�e
urren
e sur n.Exemple 9. (�) Soit un polynôme P 2 C [X ℄ �a 
oeÆ
ients r�eels.1. Montrer que si i est ra
ine de P alors P peut se fa
toriser par X2 + 1.2. Montrer que, si j est ra
ine de P alors P peut se fa
toriser par X2 +X + 1.Exer
i
e : 10(�) D�etermination du reste de la division eu
lienne d'un polynôme �a l'aide des ra
ines.1. Soit P 2 C [X ℄ et a 2 C .D�eterminer l'expression du reste de la division eu
lidienne de P par (X � a).2. D�eterminer le reste de la division eu
lidienne de A = X2000 �X3 +X par B = X2 + 1 �a l'aide des ra
ines.3. Soit le polynôme P = X2n +Xn + 1 2 C [X ℄.Trouver une CNS pour que le polynôme P soit divisible par le polynôme X2 +X + 1.Th�eor�eme 21 : Un polynôme non nul de degr�e inf�erieur �a n admet au plus n ra
ines distin
tesSoit un polynôme P 2 Kn [X ℄.Si le polynôme P admet au moins (n+ 1) ra
ines distin
tes, alors il est nul.Preuve 21 : C'est un 
orollaire du th�eor�eme pr�e
�edent.Remarque 16. Ce th�eor�eme est tr�es utilis�e pour montrer des uni
it�es.Exemple 10. (��) Les polynômes de Lagrange : P (x) = nXi=1 Yk 6=i(X � xk)Yk 6=i(xi � xk) :yi ave
 � x1 < x2 < � � � < xny1; : : : ; yn 2 R .Nous savons que le graphe de la fon
tion polynômiale eP passe par les n points du plan M1(x1; y1); : : : ; Mn(xn; yn).Justi�er qu'il n'existe pas d'autre fon
tion polynômiale de degr�e n� 1 passant par 
es n points.Exer
i
e : 11(��) Trouver les fon
tions polynômiales p�eriodiques de F(R;R).Th�eor�eme 22 : Relation entre polynômes et fon
tions polynômialesSi le 
orps K est in�ni (
omme R ou C ), alors pour tout polynôme P 2 K [X ℄,� eP = 0�() �P = 0�Preuve 22 : Pas de diÆ
ult�e en pensant �a utiliser le th�eor�eme pr�e
�edent.Exemple 11. (�) Contre-exemple :Consid�erer le 
orps K = ZÆ2Z et trouver un polynôme P 2 K [X ℄ tel que � P 6= 0~P = 0 .Th�eor�eme Fondamental 23 : Identi�
ation d'un polynôme ave
 sa fon
tion polynômialeSi K = R ou C , alors :l'appli
ation � : K [X ℄ �! K [x℄P 7! eP est un isomorphisme d'alg�ebres.Preuve 23 : Au
une diÆ
ult�e ! 8
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 17. Ce th�eor�eme est tr�es important 
ar il permet de d�emontrer des propri�et�es sur les polynômes en utilisantles propri�et�es 
onnues sur les fon
tions polynômiales.Ainsi, pour prouver que P = Q, on pourra prouver que '(P ) = '(Q).Algorithme de H�orner : pour 
al
uler eP (�)Soit le polynôme : P = a0 + a1X + � � �+ anXn.Si � 2 K , l'id�ee de l'algorithme d'H�orner est de 
al
uler eP (�) de la fa�
on suivante :1. an2. an � �+ an�1 3. (an � �+ an�1)� �+ an�24. . . . et
 . . .Apr�es la i�eme it�eration on obtient an�i + an�1�i�1 + � � �+ an�i.Et �a la ni�eme it�eration on obtient �nalement la valeur de eP (�).Remarque 18. En algorithmique, on pr�ef�ere utiliser l'algorithme de h�orner plutôt qu'un 
al
ul dire
t 
ar 
ette algo-rithme fait appel �a beau
oup moins d'op�erations. V�eri�er 
ette aÆrmation pour le 
al
ul de eP (�) lorsque degP = n 2N� .Exemple 12. (�) R�ediger une pro
�edure Maple mettant en oeuvre l'algorithme de h�orner pour 
al
uler l'image d'uns
alaire par une fon
tion polynômiale.4 D�erivation, formule de TaylorD�efinition 9 : D�eriv�ee des polynômesSoit un polynôme P = a0 + a1X + � � �+ apXp = pXk=0 akXk.On d�e�nit le polynôme d�eriv�e de P parP 0 = a1 + 2a2X + � � �+ papXp�1 = pXk=0 k:akXk�1On d�e�nit ensuite les polynômes P 00; : : : ; P (k) pour tout k 2 N.Remarque 19.1. La d�eriv�ee d'un polynôme 
onstant ou nul est le polynôme nul.2. Le terme k:akXk�1 a bien un sens, même pour k = 0.Remarque 20. La d�e�nition pr�e
�edente est purement alg�ebrique.Elle ne 
orrespond �a la d�eriv�ee des fon
tions polynômes que lorsque le 
orps de base K vaut R.Proposition 24 : Soit n 2 N et P 2 K [X ℄ de degr�e n. Alors : 1. deg(P 0) = n� 1 si n 2 N�2. deg(P (k)) = n� k si k � n3. P (k) = 0 si k > nPreuve 24 : Petite r�e
urren
e sur k lorsque k � n. Pour le 
as o�u k > n, on s'int�eresse au polynôme P (n).Remarque 21. Avant d'appliquer les formules pr�e
�edentes, pensez �a v�eri�er que le degr�e de P est bien adapt�e.Exemple 13. (�) R�esoudre les �equations suivantes :1. P 02 = 4P . 2. (X2 + 1)P 00 � 6P = 0.Exer
i
e : 12(��) Montrer que pour tout entier naturel n 2 N� , il existe un unique polynôme Pn 2 Qn [X ℄ tel que Pn � P 0n = Xn.Exprimer les 
oeÆ
ients de Pn �a l'aide de nombres fa
toriels.9
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 25 : D�eriv�ee d'une somme et d'un produit de polynômesL'appli
ation D : K [X ℄ �! K [X ℄P 7! P 0 est lin�eaire et v�eri�e : (PQ)0 = P 0Q+ PQ0.Preuve 25 :1. Pour la lin�earit�e, on utilise des polynômes sous leur forme expli
ite.2. Pour la formule :(a) M�eth 1 : Si K = R, on peut utiliser � : R[X ℄ 7! ffÆ polynomiales sur Rg et remarquer que fP 0 = � eP �0(b) M�eth 2 : Sinon :i. on d�emontre que (PQ)0 = P 0Q+ PQ0 pour � P = XpQ = Xq , puis dans le 
as o�u � P 2 K [X ℄Q = Xqii. on utilise en�n la lin�earit�e de la d�erivation pour prouver le 
as g�en�eral.Remarque 22. � ker(D) = K 0 [X ℄Im(D) = K [X ℄ . D est don
 un endomorphisme � surje
tifpas inje
tif . Et ker(Dk) = K k�1 [X ℄.Corollaire 26 : Si P 2 K [X ℄ et n 2 N� , alors : �Pn�0 = nPn�1P 0Preuve 26 : Par r�e
urren
e.Th�eor�eme 27 : Formule de LeibnizSoient deux polynômes (P; Q) 2 K [X ℄2 . On a la formule suivante pour la d�eriv�ee du polynôme produit :(PQ)(n) = nXk=0�nk�P (k)Q(n�k)Preuve 27 :1. Dans le 
as o�u K = R, il suÆt d'utiliser l'isomorphisme � du th�eor�eme pr�e
�edent.2. Sinon, la d�emonstration est identique �a la d�emonstration de la formule de Liebniz dans le 
as de la d�eriv�eeni�eme d'un produit de fon
tions de 
lasse Cn.Proposition 28 : D�eriv�ee d'une 
ompos�eeSoient P; Q 2 K [X ℄. On a alors : (P ÆQ)0 = P 0 ÆQ:Q0Preuve 28 : Pas de diÆ
ult�e en prenant la forme expli
ite de P .Lemme 29 : D�eriv�ees de (X � a)nSoit a 2 K . On exprime pour p 2 N, la d�eriv�ee pi�eme du polynôme (X � a)n :h(X � a)ni(p) = 8>><>>: n!(n� p)! (X � a)n�p si p < nn! si p = n0K[X℄ si p > nPreuve 29 : R�e
urren
e simple dans le 
as o�u p � n. Le 
as p > n est alors imm�ediat.Th�eor�eme Fondamental 30 : Formule de TaylorSoit un polynôme P 2 K [X ℄ de degr�e � n et un s
alaire a 2 K .On obtient la d�e
omposition du polynôme P sur la base B = �1; (X � a); : : : ; (X � a)n� de Kn [X ℄ :P (X) = eP (a) + eP 0(a)(X � a) + � � �+ eP (n)(a)n! (X � a)n10
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 30 :1. Dans le 
as o�u K = R, on peut montrer 
ette formule dans le 
as de la fon
tion polynômiale eP �a l'aide dela formule de Lagrange, puis utiliser l'isomorphisme � pour prouver l'�egalit�e des polynômes asso
i�es.2. Sinon, on peut 
onstater que B = (1; (X � a); : : : ; (X � a)n) est une base de Kn [X ℄ .On 
ommen
e alors par d�e
omposer P sous la forme P = �0:(X � a)0 + �1:(X � a)1 + : : : �n:(X � a)n.Puis, on d�etermine les 
oeÆ
ients �k en 
al
ulant la fon
tion polynôme eP (k) et en rempla�
ant x par a.Remarque 23.1. On dit alors que ( eP (a); eP 0(a)1! ; : : : ; eP (n)(a)n! ) sont les 
oordonn�ees de P dans la base B.Cette d�e
omposition est unique !2. Dans le 
as o�u a = 0, la formule s'appelle "formule de Ma
 Laurin".D�eterminer sans 
al
uls les valeurs de eP (0), eP 0(0), eP 00(0), et eP (3)(0), lorsque P = 1� 2X + 5X2 � 3X3.Exer
i
e : 13(��) D�eterminer les polynômes P 2 R[X ℄ tels que � eP (1) = 14P (X) = (X � 1)P 0(X) + P 00(X) .Corollaire 31 : Le reste de la divisition eu
lidienne de P par (X � a)k est :Rk(X) = eP (a) + eP 0(a)(X � a) + � � �+ eP (k�1)(a)(k � 1)! (X � a)k�1Preuve 31 : Pas de diÆ
ult�e en utilisant la formule de Taylor.Exemple 14. (�) Trouver le reste de la division eu
lidienne du polynôme P = Xn+1 (n � 3) par le polynôme (X�1)3.Th�eor�eme 32 : Deuxi�eme formule de TaylorSoit un polynôme P 2 K [X ℄ de degr�e n 2 N et un s
alaire a 2 K .On a alors la d�e
omposition du polynôme P Æ (X + a) sur la base 
anonique de Kn [X ℄:P (X + a) = eP (a) + eP 0(a)X + � � �+ eP (n)(a)n! XnPreuve 32 : Cons�equen
e imm�ediate de la premi�ere formule de Taylor.Exemple 15. (� � �) Soit P 2 K [X ℄. Montrer que P (X + 1) = +1Xk=0 1k!P (k)(X).D�efinition 10 : Ordre de multipli
it�e d'une ra
ineSoit un s
alaire � 2 K .On dit que � est ra
ine d'ordre k exa
tement de P ssi (X � �)k divise P et (X � �)k+1 ne divise pas P .On dit que � est ra
ine d'ordre au moins k de P lorsque (X � �)k divise P .Remarque 24. Dans le 
as o�u � est ra
ine d'ordre k exa
tement de P , 
ela signi�e que l'on peut mettre en fa
teur lepolynôme (X � �)k dans P , mais pas le polynôme (X � �)k+1.Th�eor�eme Fondamental 33 : Fa
torisation d'un polynômeSoit P 2 K [X ℄ de ra
ines distin
tes �1; : : : ; �k d'ordre de multipli
it�e p1; : : : ; pk.Il existe alors Q 2 K [X ℄ tel que le polynôme P se fa
torise sous la forme :P = kYi=1(X � �i)pi :QPreuve 33 : Il suÆt de d�emontrer que les polynômes (X � �i)pi sont deux �a deux premiers entre eux !Remarque 25. Cela signi�e en parti
ulier que le degr�e du polynôme P est sup�erieur ou �egal �a la somme des ordres demultipli
it�e. 11
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme Fondamental 34 : Cara
t�erisation des ra
ines multiplesSoit un polynôme P 2 K [X ℄ et un s
alaire � 2 K .On peut voir si � est une ra
ine multiple de P en 
al
ulant les valeurs P (�), P 0(�) . . . :� Le s
alaire � est ra
ine de P d'ordre k au moins si et seulement si :1. P (�) = P 0(�) = � � � = P (k�1)(�) = 0K .� le s
alaire � est ra
ine de P d'ordre k exa
tement si et seulement si :1. P (�) = P 0(�) = : : : = P (k�1)(�) = 0K .2. P (k)(�) 6= 0K .Preuve 34 :1. On utilise la formule de Taylor et le fait que la famille B = (1; (X � a); : : : ; (X � a)k�1) est libre.2. Par l'absurde !Exemple 16. (�) Pour tout n 2 N� , justi�er les divisibilit�es suivantes :1. X2 j (X + 1)n � nX � 1 . 2. (X � 1)3 j nXn+2 � (n+ 2)Xn+1 + (n+ 2)X � nExer
i
e : 14(�) Trouver une CNS sur � 2 C pour que P = X7 �X + � admette une ra
ine multiple.5 Relations 
oeÆ
ients-ra
ines pour les polynômes s
ind�es5.1 Le th�eor�eme de d'Alembert / Polynômes s
ind�esD�efinition 11 : Polynôme s
ind�eSoit P 2 K [X ℄ de degr�e n 2 N� . On dit que P est s
ind�e si P s'�e
rit :P = an nYi=0(X � �i) o�u � �i 2 K sont les ra
ines de P (�eventuellement identiques)an 6= 0 est le 
oeÆ
ient dominant du polynôme PRemarque 26. Un polynôme 
onstant de K [X ℄ ne peut don
 être s
ind�e.La prin
ipale di��eren
e entre les 
orps R et C 
on
ernant les polynômes provient du th�eor�eme suivant :Th�eor�eme Fondamental 35 : Th�eor�eme de d'Alembert (admis)Soit un polynôme P 2 C [X ℄ tel que degP � 1.Alors P poss�ede au moins une ra
ine 
omplexe � 2 C .Corollaire 36 :1. Tout polynôme de C [X ℄ est s
ind�e.2. Tout polynôme de C [X ℄ de degr�e n 2 N� admet n ra
ines (�eventuellement identiques).Preuve 36 :1. Par r�e
urren
e en utilisant le th�eor�eme de d'Alembert.2. On distingue les deux 
as : plus de n ra
ines et moins de n ra
ines.Remarque 27. Ce r�esultat est faux pour R[X ℄ 
omme le montre l'exemple P (X) = X2 + 1.Exer
i
e : 15(�) Soit un polynôme P 2 R[X ℄.Montrer que si P est s
ind�e ave
 n ra
ines distin
tes, alors P 0 est �egalement s
ind�e dans R[X ℄.Remarque 28. Le r�esultat de l'exer
i
e pr�e
�edent est faux si K est un 
orps quel
onque.Par exemple, P (X) = X3 �X = X(X � 1)(X + 1) 2 Q [X ℄ est s
ind�e dans Q [X ℄, mais P 0(X) = 3X2 � 1 n'est pass
ind�e dans Q [X ℄, 
ar les ra
ines de P 0 (1=p3 et �1=p3) ne sont pas rationnels.12
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al.delahaye1.free.fr/5.2 Relations entre 
oeÆ
ients et ra
ines d'un polynôme s
ind�ePour d�eterminer 
es relations, 
ommen�
ons par traiter le 
as d'un polynôme de degr�e 2.Exemple 17. Soit P un polynôme s
ind�e de degr�e 3.On a : P (X) = a3(X � �1)(X � �2)(X � �3) ou en
ore P (X) = a3X3 + a2X2 + a1X + a0.D�eterminer des relations entre les ra
ines de P et ses 
oeÆ
ients.D�efinition 12 : Fon
tions sym�etriques �el�ementaires des ra
inesConsid�erons maintenant un polynôme s
ind�e P 2 K [X ℄ de degr�e n, s'�e
rivantP = anXn + ap�1Xp�1 + � � �+ a0Notons �1; �2; : : : ; �n ses ra
ines.On d�e�nit les fon
tions sym�etriques �el�ementaires des ra
ines : �k = X1�i1<���<ik�n�i1 : : : �ikRemarque 29. Ainsi : 8>>>>>><>>>>>>:�1 = �1 + � � �+ �n�2 = �1�2 + �1�3 + � � �+ �p�1�n�3 = �1�2�3 + �1�2�4 + � � �+ �n�2�n�1�n: : :�n = �1 : : : �nRemarque 30. Dans la formule, l'indi
e k de �k repr�esente le nombre de ra
ines dans 
haque produit.Th�eor�eme Fondamental 37 : Relations 
oeÆ
ients-ra
inesSoit P = an:Xn + an�1:Xn�1 + � � �+ a0 un polynôme s
ind�e de K [X ℄ de ra
ines (�1; �2; : : : ; �n) 2 Kn .On a alors : 8k 2 [1; n℄; �k = (�1)k an�kanPreuve 37 : �1; �2; : : : ; �n sont les ra
ines de P ) P = an: nYk=1(X � �k)) "on d�eveloppe P"Il ne reste plus qu'�a identi�er les 
oeÆ
ients.Remarque 31. Pour retrouver les formules du th�eor�eme, il pourra être utile de 
ommen
er par �e
rire :P (X) = an(Xn + (�1)�1:Xn�1 + (�1)2�2:Xn�2 + � � �+ (�1)n�1�n�1:X + �n)On pourra retrouver 
ette formule par analogie ave
 P = a2(X2 � SX + P ) o�u S = �1 et P = �2.Exemple 18. D�eterminer les valeurs de �1, �2, �3 et �4 lorsque P = 3X4 � 3X3 + 8X2 � 6 2 C [X ℄.Corollaire 38 : Relations 
oeÆ
ients-ra
inesSoient (�1; �2; : : : ; �n) 2 Kn et (�1; �2; : : : ; �n) 2 Kn .On a alors l'�equivalen
e suivante : 8k 2 [[1;n℄℄; �k = �k()�1; �2; : : : ; �n sont ra
ines de P = Xn � �1Xn�1 + �2Xn�2 + � � �+ (�1)n�1�n�1X + (�1)n�nPreuve 38 : C'est la d�emonstration du th�eor�eme pr�e
�edent en utilisant des �equivalen
es.Remarque 32. On utilise le th�eor�eme pr�e
�edent pour r�esoudre des syst�emes dont les �equations permettent de 
al
ulerles fon
tions sym�etriques des in
onnues.Exer
i
e : 16(�) Trouver (a; b; 
) 2 C 3 tels que 8<: a+ b+ 
 = 1a2 + b2 + 
2 = 3a3 + b3 + 
3 = 1 .13
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i
e : 17(��) Donner une CNS sur � 2 C pour que le polynôme X3�7X+� admette une ra
ine qui soit le double d'une autre.Trouver alors toutes les ra
ines.Remarque 33.1. Le th�eor�eme pr�e
�edent montre que l'on peut exprimer les 
oeÆ
ients d'un polynôme s
ind�e en fon
tion de sesra
ines. La r�e
iproque est-elle vraie? OUI dans le 
as o�u degP � 2 (r�esultat bien 
onnu !) et NON dans le 
asg�en�eral ! Un 
�el�ebre r�esultat de Galois (1811 - 1832) montre en e�et, qu'il n'existe pas de formule qui permetd'exprimer les ra
ines d'un polynôme quel
onque �a 
oeÆ
ients r�eels de degr�e sup�erieur �a 5 �a partir des 
oeÆ-
ients du polynôme. DiÆ
ile dans 
e 
as de demander �a un ordinateur de donner de fa�
on exa
te l'expressiondes ra
ines d'un polynôme quel
onque !!(a) On sait r�esoudre les �equations alg�ebriques de degr�e 2 depuis l'antiquit�e.(b) On sait r�esoudre les �equations alg�ebriques de degr�e 3 et 4 depuis le XVI �eme si�e
le (Tartaglia - Cardan)(
) On sait qu'il est impossible de r�esoudre de fa�
on g�en�erale les �equations alg�ebriques de degr�e 5 ou plusd'apr�es les travaux d'Abel (1802 - 1829).2. Par 
ontre, on montre que toute expression polynômiale sym�etrique en les ra
ines d'un polynôme (
'est �a dire, quireste invariante par permutations des ra
ines) peut s'exprimer �a l'aide des fon
tions sym�etriques �el�ementaires,
'est �a dire �a l'aide des 
oeÆ
ients du polynôme. Par exemple, la somme et le produit des ra
ines s'exprimentfa
ilement sans 
al
uler expli
itement 
elles-
i. De même, si (�1; : : : ; �n) sont les ra
ines d'un polynôme dedegr�e n, on peut exprimer les quantit�es Sk = �k1 + � � ��kn (k 2 N) �a l'aide des 
oeÆ
ients du polynôme P .Exer
i
e : 18(�) Soit P 2 C [X ℄ d�e�ni par P (X) = X3 � 3X2 � 10X + 24, et �1; �2; �3 ses ra
ines dans C .D�eterminer 8k 2 [[1;5℄℄ Sk = �k1 + �k2 + �k3 .Aide : Pour k � 3, vous pourrez e�e
tuer la division eu
lidienne de Xk par P .Exer
i
e : 19(�) Soient x1, x2 et x3 les ra
ines du polynôme P = X3 + pX + q dans C [X ℄. Cal
uler :E = 3Xk=1 1x2kExer
i
e : 20(��) D�eterminer une CNS sur � 2 C pour que deux des ra
ines x1, x2 et x3 de P = X3 + 5X2 � 8X + � v�eri�entx1 + x2 = �1.Remarque 34. Comme le montre l'ex
er
i
e pr�e
�edent, on pensera �a utiliser les fon
tions sym�etriques �el�ementaires desra
ines pour trouver les ra
ines d'un polynômes, d�es lors que l'on poss�ede 
ertaines informations sur les ra
ines.6 D�e
omposition d'un polynôme en produit de fa
teurs irr�edu
tiblesNous avons vu dans une premi�ere partie sur l'arithm�etique des polynômes que beau
oup de propri�et�es sont analogues �a
elles ren
ontr�ees en arithm�etique des entiers. Dans 
ette partie, nous poursuivons l'analogie et introduisant la notionde polynômes irr�edu
tibles qui du fait de ses propri�etes, peut-être 
onsid�er�ee 
omme analogue �a 
elle de nombrespremiers.6.1 Les polynômes irr�edu
tibles de C[X℄ et R[X℄D�efinition 13 : Polynômes irr�edu
tiblesSoit P 2 K [X ℄, un polynôme non 
onstant.On dit que P est irr�edu
tible ssi P = QH implique Q 2 K ou H 2 K .Remarque 35. Les seuls diviseurs des polynômes P irr�edu
tibles sont don
 les polynômes 
onstants non nuls et lespolynômes non nuls proportionnels �a P .Lemme 39 : Les polynômes de degr�e 1 sont irr�edu
tiblesQuel que soit le 
orps K , pour tout s
alaire � 2 K , le polynôme P = X � � est irr�edu
tible dans K [X ℄.14
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 39 : Par l'absurde en utilisant la fon
tion degr�e.Exemple 19. Exemples de polynômes irr�edu
tibles : 1. Dans C [X ℄ : X � 2 et X + i sont irr�edu
tibles2. Dans R[X ℄ : X � 2 et X2 + 1 sont irr�edu
tibles3. Dans Q [X ℄ : X � 2, X2 + 1 et X2 � 2 sont irr�edu
tiblesTh�eor�eme 40 : D�e
omposition dans C [X ℄ et dans R[X ℄1. Les polynômes irr�edu
tibles unitaires de C [X ℄ sont les polynômes : P�(X) = X � � ave
 � 2 C2. Les polynômes irr�edu
tibles unitaires de R[X ℄ sont :(a) Les polynômes de degr�e 1 de la forme (X � �) ave
 � 2 R.(b) Les polynômes de degr�e 2 de la forme X2 + pX + q ave
 p2 � 4q < 0.Preuve 40 :1. C'est un 
orollaire imm�ediat du th�eor�eme de d'Alembert.2. Pas de probl�eme pour les polynômes de degr�e 1.Le 
as des polynômes de degr�e 2 se traite �a l'aide de la d�e
omposition 
anonique.On montre en�n que les polynômes de degr�e � 3 ne sont pas irr�edu
tibles en 
onsid�erant une ra
ine.Remarque 36.1. Dans R[X ℄, tout polynôme de degr�e � 3 est r�edu
tible !!2. Dans C [X ℄, tout polynôme de degr�e � 2 est r�edu
tible !!Exemple 20. (�) D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, un polynôme bi
arr�e X4+ pX2+ q n'est pas irr�edu
tible dans R[X ℄.Pour obtenir sa fa
torisation lorsque p2� 4q < 0 (l'autre 
as ne pose pas de probl�eme), regrouper le terme en X4 et leterme 
onstant (for
�ement positif), faire apparâ�tre un d�ebut de 
arr�e, puis utiliser l'identit�e A2�B2 = (A�B)(A+B).Exemple : Fa
toriser les polynômes P = X4 � 3X2 + 9 et Q = X4 + 1.6.2 Un peu d'arithm�etique ...On retrouve des propri�et�es analogues aux propri�et�es bien 
onnues sur les entiers :Proposition 41 :1. Deux polynômes irr�edu
tibles sont premiers entre eux ou �egaux �a une 
onstante multipli
ative pr�es.2. Si P1, . . . , Pk sont irr�edu
tibles et 8i 2 [[1;k℄℄; Pnii divise A alors kYi=1Pnii divise A.3. Si P est irr�edu
tible et P ne divise pas A alors P ^ A = 1.4. Si P est irr�edu
tible et divise un produit de polynômes, alors P divise l'un des fa
teurs.Preuve 41 :1. Pas de diÆ
ult�e.2. On montre que 8i 6= j, Pnii ^ Pnjj = 1 et on applique 8<: A = CB = CA ^ B = 1 ) AB = C.3. Par l'absurde, on arrive �a une 
ontradi
tion ave
 P ne divise pas A.4. Par l'absurde : si P ne divise au
un fa
teur, alors P est premier ave
 
haque fa
teur et don
 ave
 le produit.Remarque 37. En s'inspirant de la d�emonstration de l'in�nit�e des nombres premiers, on d�emontre de même que lenombre de polynômes irr�edu
tibles de K [X ℄ est in�ni. Ce r�esultat est 
ependant �evident lorsque K = R ou C .Th�eor�eme 42 : D�e
omposition d'un polynôme en fa
teurs irr�edu
tiblesSoit un polynôme P 2 K [X ℄ unitaire.Alors P s'�e
rit de fa�
on unique �a l'ordre pr�es 
omme produit de polynômes irr�edu
tibles unitaires et distin
tsde K [X ℄ : P = P�11 � � � � � P�nn ave
 �1; : : : ; �n 2 N�15



Cours MPSI-2010/2011 Les Polynômes http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 42 :1. Pour l'existen
e de la d�e
omposition, on pourra pro
�eder par r�e
urren
e sur le degr�e n du polynôme.2. Pour l'uni
it�e de la d�e
omposition, il suÆt d'utiliser le th�eor�eme de Gauss pour les polynômes.Remarque 38. Cette d�e
omposition s'appelle la d�e
omposition primaire de P .6.3 D�e
omposition en polynômes irr�edu
tibles dans C[X℄ et R[X℄.Th�eor�eme 43 : D�e
omposition dans C [X ℄Tout polynôme de C [X ℄ s'�e
rit don
 de fa�
on unique (�a l'ordre pr�es) sous la forme :P = �(X � �1)(X � �2) : : : (X � �n)ave
 � 2 R le 
oeÆ
ient dominant de P .Les 
omplexes �i ne sont pas for
�ement distin
ts.Preuve 43 : Corollaire du th�eor�eme de d�e
omposition d'un polynôme en produit de polynômes irr�edu
tibles.Exemple 21. (�) D�e
omposer le polynôme P = Xn � 1 dans C [X ℄.Th�eor�eme 44 : D�e
omposition dans R[X ℄Tout polynôme de R[X ℄ s'�e
rit de fa�
on unique (�a l'ordre pr�es) sous la forme :P = �(X � �1) : : : (X � �p)(X2 + p1X + q1) : : : (X2 + prX + qr)o�u tous les fa
teurs sont irr�edu
tibles unitaires et � 2 R est le 
oeÆ
ient dominant de P .Preuve 44 : Corollaire du th�eor�eme de d�e
omposition d'un polynôme en produit de polynômes irr�edu
tibles.M�ethode de d�e
omposition de P 2 K [X ℄ en produit de polynômes irr�edu
tibles1. Dans C [X ℄, il suÆt de d�eterminer les ra
ines de P2. Dans R[X ℄ :{ On 
ommen
e par e�e
tuer une d�e
omposition de C [X ℄{ On regroupe, puis on d�eveloppe les fa
teurs 
orrespondant �a des ra
ines 
onjugu�ees.Exer
i
e : 21(��) On 
onsid�ere les polynômes P (X) = X2n � 1 et Q(X) = X2n+1 � 1.Fa
toriser P et Q dans C [X ℄ puis dans R[X ℄.Th�eor�eme 45 : Expression du PGCD et du PPCMSoient A et B 2 K [X ℄ non nuls de d�e
ompositions en fa
teurs irr�edu
tibles unitaires suivantes :A = �:Yi2NPni(A)i et B = �:Yi2NPni(B)i ave
 �; � 2 KOn a alors : A ^ B =Yi2NPmin(ni(A); ni(B))i et A _ B =Yi2NPmax(ni(A); ni(B))i
16



Cours MPSI-2010/2011 Les Polynômes http://pas
al.delahaye1.free.fr/Preuve 45 :1. Il est �evident que Yi2NPmin(ni(A); ni(B))i est un diviseur 
ommun �a A et B.Soit D un diviseur 
ommun �a A et B et on d�emontre que 
elui-
i divise Yi2NPmin(ni(A); ni(B))i .2. Il est �evident que Yi2NPmax(ni(A); ni(B))i est un multiple 
ommun �a A et B.Soit M un multiple 
ommun �a A et B et on d�emontre que 
elui-
i est multiple de Yi2NPmax(ni(A); ni(B))i .Exemple 22. (�) D�eterminer le PGCD et le PPCM de � A = (X � 2)3(X + 1)2B = (X � 2)2(X + 1)4(X + 3) .Corollaire 46 : Formule reliant le PGCD et le PPCMSoient A et B deux polynômes de K [X ℄ non nuls. On a alors :Il existe � 2 K tel que : AB = �:(A ^ B):(A _B)Preuve 46 : Pas de diÆ
ult�e.Remarque 39. � est le produit des 
oeÆ
ients dominants de A et B.
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