
Int�egration|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePas
al Delahaye - D'apr�es le 
ours d'Alain Soyeur5 f�evrier 20111 Constru
tion de la notion d'int�egraleCette partie a pour obje
tif de d�e�nir 
orre
tement la notion d'int�egrale de Riemann d'une fon
tion 
ontinue parmor
eaux sur un segment. Les th�eor�emes �enon
�es i
i servent �a 
ette 
onstru
tion et auront peu d'utilisation pratique.1.1 Int�egrale d'une fon
tion en es
alierD�efinition 1 : SubdivisionOn appelle subdivision � du segment [a;b℄ tout sous-ensemble �ni de [a;b℄ 
ontenant les �el�ements a et b.On ordonnera 
es �el�ements et l'on �e
rira x0 = a < x1 < : : : < xn = b les �el�ements de 
ette subdivision.Remarque 1. Si �1 et �2 sont deux subdivisions du segment [a;b℄, on peut introduire la subdivision � = �1 [ �2 quiest plus �ne que �1 et que �2 (
'est �a dire telle que �1 � � et �2 � �).
Subdivisions d'un segmentD�efinition 2 : Fon
tion en es
alierUne fon
tion ' 2 F(I;R) est en es
alier s'il existe une subdivision � de [a;b℄ : a < x1 : : : < xn = b telle que 'soit 
onstante (�egal �a �i) sur 
haque intervalle ℄xi; xi+1[ pour 0 � i � n� 1.La subdivision � est dite subordonn�ee �a la fon
tion '.On notera E([a;b℄) l'ensemble des fon
tions en es
alier.
Fon
tion en es
alierRemarque 2. 1
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al.delahaye1.free.fr/1. Si � est une subdivision asso
i�ee �a la fon
tion en es
alier ', alors toute subdivision plus �ne que � (
'est �a dire,qui in
lus �) est �egalement subordon�ee �a '.2. L'ensemble des subdivisions subordonn�ees �a ' admet un plus petit �el�ement (au sens de l'in
lusion : �a � �b) quel'on appellera la subdivision minimale. Vous v�eri�erez que 
et ensemble n'est pas totalement ordonn�e !!Remarque 3. Une fon
tion 
onstante est une fon
tion en es
alier.Proposition 1 : Alg�ebre des fon
tions en es
alierL'ensemble E([a; b℄) est une sous-alg�ebre de l'alg�ebre �F([a; b℄); + ; � ; � ) des fon
tions d�e�nies sur [a; b℄.Preuve 1 : On d�emontre que 8<: (E([a; b℄); + ; :) est un espa
e ve
toriel(E([a; b℄); + ; �) est un anneau8f; g 2 E([a; b℄) : �:(f � g) = (�:f) � g = f � (�:g) .Remarque 4. En parti
ulier, 
et ensemble est don
 stable par +, � et par la mutipli
ation par un r�eel.D�efinition 3 : Int�egrale de Riemann d'une fon
tion en es
alierSoit � une subdivision subordonn�ee �a la fon
tion ' sur laquelle : 8x 2℄xi; xi+1[; '(x) = �iOn appelle int�egrale de Riemann de la fon
tion en es
alier ' 2 E([a; b℄; R), le r�eel :Z[a; b℄ ' = n�1Xi=0 �i(xi+1 � xi)IMPORTANT : Cette quantit�e est ind�ependante de la subdivision � subordonn�ee �a '.
Int�egrale d'une fon
tion en es
alierRemarque 5.1. R[a; b℄ ' est ind�ependante des valeurs '(xi) o�u i 2 [[0;n℄℄.2. Si ' est 
onstante et �egale �a M , alors R[a;b℄ ' =M:(b� a).3. Si ' � 0 sur [a; b℄ alors R[a;b℄ ' repr�esente l'aire (en unit�e2) de la portion du plan 
omprise entre � la 
ourbel'axe Ox .Th�eor�eme 2 : Propri�et�esSoient ' et  deux fon
tions en es
alier sur [a; b℄ (ave
 a < b) :1. Forme lin�eaire : l'appli
ation ' 7! Z[a; b℄ ' est une forme lin�eaire sur E([a; b℄;R)2. Positivit�e : si ' est une fon
tion positive sur [a; b℄ (�), alors : Z[a; b℄ ' � 03. Chasles : si a < 
 < b alors : Z[a; b℄ ' = Z[a; 
℄ '+ Z[
; b℄ '.4. Majoration : on a la majoration suivante : �� Z[a; b℄ '�� � Z[a; b℄ j'j5. Croissan
e : si ' �  (�), alors : Z[a; b℄ ' � Z[a; b℄  .(�) sauf �eventuellement en un nombre �ni de points 2
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 2 : Ce sont des r�esultats interm�ediaires dont les d�emonstrations ne pr�esentent pas d'int�erêt parti
ulier.1.2 Int�egrale d'une fon
tion 
ontinue par mor
eauxD�efinition 4 : Fon
tion 
ontinue par mor
eauxSoit une fon
tion f : [a; b℄ 7! R.On dit qu'elle est 
ontinue par mor
eaux s'il existe une subdivision � : a = x0 < x1 � � � < xn = b du segment[a; b℄ telle que :1. La restri
tion fi de la fon
tion f �a 
haque intervalle ℄xi;xi+1[, (0 � i � n� 1) est 
ontinue2. La restri
tion fi de la fon
tion f �a 
haque intervalle ℄xi;xi+1[, poss�ede une limite � �a droite en xi�a gau
he en xi+1 .

Fon
tion 
ontinue par mor
eauxRemarque 6. On montre que l'ensemble Cm([a; b℄) des fon
tions 
ontinues par mor
eaux est une sous-alg�ebre del'alg�ebre �F([a; b℄; R); + ; � ; � � des fon
tions d�e�nies sur le segment [a; b℄. En parti
ulier, 
et ensemble est don
stable par +, � et par la mutipli
ation par un r�eel.Th�eor�eme Fondamental 3 :En
adrement d'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux par deux fon
tions en es
alierSoit une fon
tion f 
ontinue par mor
eaux sur [a; b℄.Alors, pour tout " > 0, il existe deux fon
tions en es
alier ' et  sur [a; b℄ telles que :8x 2 [a; b℄ ('(x) � f(x) �  (x)0 �  (x)� '(x) � "

En
adrement d'une fon
tion 
ontinue par deux fon
tions en es
alierPreuve 3 :1. On 
ommen
e par prolonger f en ef sur tous les intervalles de la subdivision asso
i�ee �a f .2. ef �etant 
ontinue sur 
ha
un des segments de la subdivision, on peut appliquer le th�eor�eme de Heine.3. Cela nous permet de d�e�nir pour tout " > 0 les fon
tions ' et  re
her
h�ees.3
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 7. On peut trouver les fon
tions en es
alier ' et  pour un � aussi petit que l'on veut en 
hoisissant unesubdivision de [a; b℄ suÆsamment �ne.Th�eor�eme Fondamental 4 : Int�egrale d'une fon
tion 
ontinue par mor
eauxSoit f 2 Cm([a; b℄).On note : I(f) = sup'2E([a;b℄)'�f Z[a;b℄ ' et S(f) = inf 2E([a;b℄) �f Z[a;b℄  On a alors I(f) = S(f) et 
ette valeur 
ommune I est appel�ee :int�egrale de f sur le segment [a;b℄ : Z[a;b℄ f = I(f) = S(f)Preuve 4 :1. On d�emontre fa
ilement l'existen
e de I(f) et S(f) par le th�eor�eme de la borne sup et inf.2. Grâ
e au th�eor�eme pr�e
�edent, on d�emontre que pour tout " > 0, on a jI(f)� S(f)j � ".Remarque 8.1. L'int�egrale ainsi d�e�nie est appel�ee int�egrale de Riemann d'une fon
tion f 
ontinue par mor
eaux.2. Il existe d'autres types d'int�egrales qui ne sont pas au programme (int�egrale de Lebesgue - 1902).3. Toutes les fon
tions 
ontinues par mor
eaux (et don
 �a fortiori les fon
tions 
ontinues) sont int�egrables au sensde Riemann.4. R[a; b℄ f est ind�ependante des valeurs f(xi) o�u fxigi2[[0;n℄℄ est une subdivision subordonn�ee �a f .5. Deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur [a; b℄ qui ne di��erent qu'en un nombre �ni de points ont mêmeint�egrale de Riemann.6. Si f � 0 sur [a; b℄, alors R[a;b℄ f repr�esente l'aire de la portion du plan 
omprise entre � la 
ourbel'axe Ox .Remarque 9. Contre-exempleIl existe des fon
tions born�ees non-int�egrables au sens de Riemann.Consid�erons par exemple la fon
tion 
ara
t�eristique des rationnels sur [0; 1℄ d�e�nie par :� : [0; 1℄ �! Rx 7! (1 si x 2 Q0 si x 62 QOn montre en e�et fa
ilement que I(�) � 0 et S(�) � 1.Pourtant, 
ette fon
tion est int�egrable au sens de Lebesgue et son int�egrale sur [0; 1℄ est �egale �a 1.Th�eor�eme 5 : Propri�et�es fondamentales de l'int�egraleSoient f et g deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur le segment [a; b℄ (ave
 a < b).1. Lin�earit�e : I : Cm([a; b℄) �! Rf 7! R[a; b℄ f est une forme lin�eaire sur Cm([a;b℄)2. Positivit�e : si 8x 2 [a; b℄, f(x) � 0 (�), alors : Z[a; b℄ f � 03. Chasles : si a < 
 < b, alors : Z[a; 
℄ f + Z[
; b℄ f = Z[a;b℄ f4. Majoration : on a la majoration suivante : �� Z[a; b℄ f �� � Z[a; b℄ jf j5. Croissan
e : si f � g (�), alors : Z[a; b℄ f � Z[a; b℄ g(�) sauf �eventuellement en un nombre �ni de pointsPreuve 5 : Il s'agit d'�etendre par passage �a la limite les propri�et�es 
onnues pour les fon
tions en es
alier.Compte-tenu de la lourdeur de 
es d�emonstrations, nous admettrons les r�esultats pr�e
�edentes.4
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al.delahaye1.free.fr/2 Notation d�e�nitive et majorations fondamentales d'int�egrales.Tous les th�eor�emes importants de 
e 
hapitre sont dans les parties suivantes ! Les d�emonstrations des propri�et�es debase ont �et�e vu dans la partie 
onsa
r�ee �a la 
onstru
tion de l'int�egrale de Riemann.D�efinition 5 : NotationsSoit une fon
tion f 
ontinue par mor
eaux sur [a; b℄. On note selon la position de a par rapport �a b :1) a < b Z ba f(t) dt = Z[a;b℄ f2) b < a Z ba f(t) dt = � Z[b;a℄ f3) b = a Z aa f(t) dt = 0 .Remarque 10.1. l'int�egrale Z ba f(t) dt pourra aussi se noter Z ba f s'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur la variable d'int�egration.2. On remarque qu'ave
 la notation pr�e
�edente on a : Z ab f = � Z ba fExemple 1.(�) Pour montrer que Z ba f(t) dt est bien d�e�nie, il suÆt de montrer que f est 
ontinue (par mor
eaux) sur [a;b℄. Ainsi :1. Z 10 dxp1� k sinx existe lorsque 0 < k < 1.2. Z 10 sin tt dt existe 
ar t 7! sin tt est prolongeable par 
ontinuit�e sur [0;1℄.Proposition 6 : Lin�earit�e de l'int�egrale de RiemannSi f et g sont deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur [a; b℄ et si � 2 R, alors :Z ba f + �g = Z ba f + � Z ba gProposition 7 : ChaslesSi f est 
ontinue par mor
eaux sur l'intervalle I et si l'on 
onsid�ere trois r�eels (a; b; 
) 2 I3, alorsZ ba f(t) dt = Z 
a f(t) dt+ Z b
 f(t) dtTh�eor�eme 8 : Majoration usuelle 1Si f et g sont deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur le segment [a;b℄.SI � a � bf(x) � g(x) 8x 2 [a; b℄ alors Z ba f(t) dt � Z ba g(t) dt (1)Remarque 11. L'in�egalit�e (1) est invers�ee si a � b.Remarque 12. En parti
ulier, dans le 
as o�u a � b, on a :Si 8x 2 [a; b℄; m � f(x) �M alors m(b� a) � Z ba f(x) dx �M(b� a)
5
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al.delahaye1.free.fr/Corollaire 9 : Int�egrale d'une fon
tion positiveSoit f 2 Cm([a; b℄).1. � a � bf(x) � 0 8x 2 [a; b℄(�) ) Z ba f � 0 2. � a � bf(x) > 0 8x 2 [a; b℄(�) ) Z ba f > 0( � sauf �eventuellement en un nombre �ni de points)Preuve 9 :1. Imm�ediat !2. On 
onsid�ere une subdivision � = fx0; : : : ; xng asso
i�ee �a f .On montre alors qu'il existe i 2 [[0;n� 1℄℄ tel que Z xi+1xi f > 0Corollaire 10 : Une fon
tion 
ontinue dont l'int�egrale est nulle s'annuleSoit f une fon
tion 
ontinue sur [a;b℄ telle que Z ba f(t) dt = 0.Alors :1. 9
 2℄a; b[ tel que f(
) = 0. 2. si de plus f � 0 alors f est nulle sur [a; b℄Preuve 10 :1. On pro
�ede par l'absurde. Si f ne s'annule pas sur ℄a; b[, alors elle est n�e
essairement de signe 
onstant.On suppose par exemple que f est stri
tement positive et on applique le th�eor�eme pr�e
�edent.2. Même prin
ipe ...Remarque 13.1. Le r�esultat 1. pourra être utilis�e au même titre que le TVI pour prouver qu'une appli
ation 
ontinue f s'annulesur ℄a; b[.2. Les r�esultats du th�eor�eme pr�e
�edent sont faux si l'on 
onsid�ere une fon
tion f uniquement 
ontinue par mor
eauxsur le segment [a; b℄.Exer
i
e : 1(�) Soit f 2 C([0;1℄; R) telle que Z 10 f(t) dt = 12. Montrer que f admet un point �xe sur ℄0; 1[.Th�eor�eme 11 : Majoration usuelle 2Soient f une fon
tion 
ontinue par mor
eaux sur le segment [a;b℄.SI a � b alors ���Z ba f(x) dx��� � Z ba jf(x)j dxExemple 2. (�) Soit une fon
tion f 2 C([a; b℄).Montrer que la fon
tion d�e�nie par F (x) = Z xa f(t) dt est lips
hitzienne sur le segment [a; b℄.Corollaire 12 : In�egalit�e de la moyenneEn parti
ulier, toujours dans le 
as o�u a � b, on a l'in�egalit�e de la moyenne :���Z ba f(x)g(x) dx��� � supx2[a;b℄jf(x)j Z ba jg(x)j dxOn en d�eduit l'in�egalit�e plus simple : ���Z ba f(x) dx��� � (b� a) supx2[a;b℄jf(x)jPreuve 12 : Pas de diÆ
ult�e. 6
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 14. Lorsque � f est 
ontinueg est positive , on a plus pr�e
is�ement l'�egalit�e de la moyenne :9
 2 [a; b℄ tel que Z ba f(x)g(x) dx = f(
) Z ba g(x) dxRemarque 15. Retenons que pour majorer une int�egrale sur un segment [a; b℄, il suÆt de trouver un majorant sur lesegment [a; b℄ de la fon
tion ou d'une partie de la fon
tion.Exer
i
e : 2(�) Etudier les limites des suites d�e�nies par les int�egrales suivantes :1. In = Z 10 xn1 + x2 dx 2. Jn = Z 10 xn ar
tan (1� nx) dxExer
i
e : 3(�) D�eterminer les limites des int�egrales suivantes :1. Z x2x ln t1 + t4 dt lorsque x! +1. 2. Z 10 x2p1 + a2x2 dx lorsque a! 0.Exer
i
e : 4(��) Soit une fon
tion f : [0;1℄ 7! R 
ontinue. Etudier la limite de la suite de terme g�en�eral : In = Z 10 f�xn� dxExer
i
e : 5(�) D�eterminer un �equivalent lorsque x! 0 de la fon
tion d�e�nie par : F (x) = Z x2x ett dtD�efinition 6 :Pour toute fon
tion 
ontinue par mor
eaux sur un segment [a; b℄,la valeur 1b� a Z ba f est appel�ee la valeur moyenne de f sur [a; b℄.Exer
i
e : 6(�) Soit f une fon
tion 
ontinue sur une segment [a; b℄. Montrer que 9
 2 [a; b℄ j f(
) = 1b� a Z ba f(t) dt.Th�eor�eme Fondamental 13 : In�egalit�e de Cau
hy-S
hwarzSoient deux fon
tions f et g 
ontinues par mor
eaux sur le segment [a; b℄. Alors�Z ba f(x)g(x) dx�2 � Z ba f2(x) dx Z ba g2(x) dxLorsque f et g sont 
ontinues sur [a; b℄, on a l'�egalit�e ssi les fon
tions sont proportionnelles.Preuve 13 : On 
onsid�ere l'expression P (t) = Z ba (f(x) + tg(x))2 dx.1. Apr�es d�eveloppement, on 
onstate qu'il s'agit d'une fon
tion polynômiale en t de degr�e deux et toujourspositive. Son dis
riminant doit don
 être n�egatif !2. Pour l'�egalit�e :) Si on a l'�egalit�e, alors il existe une valeur t0 qui annule P (t). La suite est imm�ediate !( Si g = �f alors l'�egalit�e est �evidente.Exemple 3. (�) Soit une suite de fon
tions (fn) toutes 
ontinues sur le segment [a;b℄.En supposant que Z ba f4n(x) dx �����!n!+1 0, montrer que : Z ba fn(x) dx �����!n!+1 0.7
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al.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 14 : In�egalit�e "triangulaire" de MinkowskiSoient deux fon
tions 
ontinues par mor
eaux f et g sur le segment [a; b℄.On a alors l'in�egalit�e de Minkowski :sZ ba �f(x) + g(x)�2 dx �sZ ba f2(x) dx+sZ ba g2(x) dxPreuve 14 : On transforme l'in�egalit�e de Minkowski par �equivalen
es en l'�elevant au 
arr�e.On obtient alors l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwartz.Remarque 16. En notant kfk2 =sZ ba f2(x) dx, l'in�egalit�e devient une in�egalit�e triangulaire : kf + gk2 � kfk2 + kgk2 .3 Le th�eor�eme fondamental du 
al
ulLa partie pr�e
�edente nous permet d'obtenir fa
ilement des en
adrements d'int�egrales, mais nous ne savons toujourspas 
omment pro
�eder pour e�e
tuer le 
al
ul d'une int�egrale.D�efinition 7 : PrimitivesSoit un intervalle I et une fon
tion f : I 7! R.On dit qu'une fon
tion F : I 7! R est une primitive de f sur I si1. la fon
tion F est d�erivable sur l'intervalle I2. 8x 2 I , F 0(x) = f(x)Proposition 15 : Deux primitives de f sur I sont �egales �a une 
onstante pr�es.Preuve 15 : Soit F1 et F2 deux primitives d'une même fon
tion f sur un intervalle [a; b℄.On 
onsid�ere alors la fon
tion F = F1 � F2 et on la d�erive ...Remarque 17. Au 
as o�u vous l'auriez oubli�e, le th�eor�eme pr�e
�edent est une 
ons�equen
e du th�eor�eme des a

roisse-ments �nis qui lui même est une 
ons�equen
e du th�eor�eme de Rolle.Th�eor�eme Fondamental 16 : Existen
e de primitives d'une fon
tion 
ontinueToute fon
tion f : I 7! R 
ontinue sur un intervalle I admet des primitives sur l'intervalle I .En parti
ulier, si a 2 I , la fon
tion F : I �! Rx 7! Z xa f(t) dtest de 
lasse C1 et est l'unique primitive de la fon
tion f qui s'annule en a. On a don
 8x 2 I; F 0(x) = f(x)

a x x+ hh
f(x)

Fig. 1 { Th�eor�eme fondamental : F (x + h)� F (x)h � f(x)8
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 16 : Soit la fon
tion F : x 7! Z xa f(t) dt pour tout x 2 I .On d�emontre fa
ilement que F (x+ h)� F (x)h ���!h!0 f(x). F est don
 bien une primitive de f .Remarque 18. Une fon
tion non 
ontinue peut parfois admettre des primitives.Prenons en e�et la fon
tion d�e�nie sur R par f(x) = 2x sin( 1x )� 
os( 1x ) pour x 6= 0 et f(0) = 0.f n'est 
lairement par 
ontinue en 0 et pourtant, la fon
tion F (x) = x2 sin( 1x ) est une primitive de f sur R.Exemple 4. (�) Etudier la r�egularit�e de la fon
tion x 7! Z x1 t2:f(t) dt o�u f est une fon
tion 
ontinue de R dans R.Exemple 5. (�) Soit f 
ontinue et non nulle sur un intervalle I � R. Montrer qu'il existe a; b 2 I tels que Z ba f(t) dt 6=0.Th�eor�eme Fondamental 17 :Soit f : I 7! R une fon
tion 
ontinue sur le segment [a;b℄, et F : [a; b℄ 7! R une primitive de f sur le segment[a; b℄. Alors, on sait 
al
uler l'int�egrale de f en appliquant la formule :Z ba f(x) dx = F (b)� F (a) = [F (x)℄baPreuve 17 : C'est une 
ons�equen
e presqu'imm�ediate du th�eor�eme pr�e
�edent.Exemple 6. (�) Cal
uler les int�egrales suivantes apr�es avoir justi��e leur existen
e :1. I1 = Z 32 dtt2 � 1 2. I2 = Z 3e dtt ln t 3. I3 = Z �40 tan2 x dx 4. I4 = Z 10 t21 + t2 dtCorollaire 18 : Autre forme du Th�eor�eme FondamentalSoit une fon
tion f de 
lasse C1 sur le segment [a;b℄.Alors la formule suivante relie f �a l'int�egrale de sa d�eriv�ee. Pour tout x 2 [a;b℄ :f(x) = f(a) + Z xa f 0(t) dtPreuve 18 : Cons�equen
e imm�ediate du th�eor�eme fondamental.Remarque 19. On peut se servir de la formule pr�e
�edente pour montrer des relations entre une fon
tion et sa d�eriv�ee.On peut, par exemple, grâ
e �a 
ette formule, retrouver l'in�egalit�e des a

roissements �nis (ave
 
ependant une 
onditionplus restri
tive sur f puisque le th�eor�eme impose f 2 C1(I)).Exer
i
e : 7(� � �) Montrer qu'il existe une 
onstante C > 0 ne d�ependant que des bornes a et b telle que8f 2 C1([a; b℄) telle que f(a) = 0; Z ba f2(t) dt � C Z ba f 02(t) dt (In�egalit�e de Poin
ar�e)

9
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al.delahaye1.free.fr/Etude de g d�e�nie par g(x) = Z v(x)u(x) f(t) dt, o�u f est 
ontinue sur I.1. Pour l'ensemble de d�e�nition, on re
her
he les valeurs de x telles que [u(x); v(x)℄ � I .2. Pour la d�erivabilit�e, on introduit F une primitive de f et on exprime g sous la forme :g(x) = Fov(x) � Fou(x)On applique alors le th�eor�eme de d�erivabilit�e des fon
tions 
ompos�ees.Lorsque g est d�erivable, on obtient alors : g0 = fov:v0 � fou:u0.3. Pour le 
al
ul des limites, on utilise les m�ethodes d'en
adrement / majoration vue dans la partie pr�e
�edente.Exer
i
e : 8(�) Soit la fon
tion g d�e�nie sur ℄1;+1[ par g(x) = Z x2x dtt2 � 11. Montrer que g est d�e�nie, d�erivable sur ℄1;+1[ et 
al
uler la fon
tion d�eriv�ee g0.2. Dresser le tableau de variations de g.3. Vous pouvez v�eri�er les r�esultats obtenus 
i-dessus en 
al
ulant dire
tement la fon
tion g.4 Changement de variables, int�egration par parties.Th�eor�eme 19 : Changement de variablesSoit une fon
tion f : [a; b℄ 7! R 
ontinue sur l'intervalle [a; b℄.Soit ' : [�; �℄ 7! [a; b℄ une fon
tion de 
lasse C1 sur le segment [�; �℄. AlorsZ �� f ['(t)℄'0(t) dt = Z ba f(x) dx ave
 � a = '(�)b = '(�)Preuve 19 : On 
onsid�ere F une primitive de f et on remarque alors que Fo' est une primitive de fo':'0. Onpeut alors 
al
uler les deux membres de l'�egalit�e et montrer qu'ils sont �egaux.Remarque 20. On se souviendra de � a = '(�)b = '(�) en se rappelant que � et � sont des valeurs parti
uli�eres de t.Situation 1 :Pour 
al
uler Z ba f(x) dx, on pourra poser x = '(t) dx = '0(t) dt1. On d�etermine � et � tels que a = '(�) et b = '(�)2. On v�eri�e que la fon
tion ' est de 
lasse C1 de [�; �℄ vers [a;b℄3. Et on �e
rit : Z ba f(x) dx = Z �� f('(t))'0(t) dt (Ne pas oublier de transformer les bornes !)Exemple 7. Cal
uler les deux int�egrales suivantes apr�es avoir justi��e leur existen
e.1. I1 = Z 1�1p1� x2 dx 2. I2 = Z 10 p1 + x2 dxSituation 2 : 
as 1Pour 
al
uler Z �� f ['(x)℄'0(x) dx on pourra poser t = '(x).On �e
rit alors : (t = '(x)dt = '0(x) dx et on obtient Z '(�)'(�) f(t) dt.Exemple 8. Cal
uler les deux int�egrale suivantes : 10
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al.delahaye1.free.fr/1. I = Z e1 lnxx dx. 2. J = Z �20 
os3 x dx.Situation 2 : 
as 2 (tr�es fr�equent !)Dans 
ertains 
as, il peut arriver que dans une int�egrale du type Z ba f(x) dx, on souhaite poser t = '(x).Dans le 
as o�u '0(x) 6= 0 sur [a; b℄ (
ad : ' est bije
tive de [a; b℄ dans ['(a); '(b)℄), on peut �e
rire :Z ba f(x) dx = Z ba f(x)'0(x)'0(x) dxIl suÆt alors de trouver une fon
tion g telle que f(x)'0(x) = g['(x)℄ pour se ramener au 
as pr�e
�edent !Exemple 9. (�) Cal
uler les int�egrales suivantes en 
hoisissant un 
hangement de variable adapt�e :1. I = Z e1 ln t dtt+ t(ln2 t) 2. J = Z 10 dt5 + 3 
os t 3. K = Z e1 e2t dtet + 1Exer
i
e : 9Montrer �a l'aide d'un 
hangement de variable que :1. Z �20 
os2 x dx = Z �20 sin2 x dx.En d�eduire la valeur de 
es int�egrales. 2. Z �40 ln 
osx dx = Z �40 ln 
os ��4 � x� dx.En d�eduire la valeur de Z �40 ln(1 + tanx) dx.Remarque 21. Comme le montre les deux exer
i
es suivants, le 
hangement de variables ne sert pas uniquement au
al
ul d'int�egrale. Il peut aussi être utile pour �etudier des propri�et�es d'une fon
tion d�e�nie par une int�egrale.Exer
i
e : 10Soit f 2 C(R; R) et g la fon
tion d�e�nie par g(x) = Z x0 f(t+ x) dt.Montrer que g 2 C1(R; R) et 
al
uler l'expression de g0..Exer
i
e : 11Soit ' d�e�nie par 8x 2, '(x) = R x+1x ln(1 + t2) dt.Prouver que la fon
tion ' est d�e�nie sur R et admet pour axe de sym�etrie la droite d'�equation x = �12.Corollaire 20 : Propri�et�es diverses1. Z ba f(x) dx = Z b+
a+
 f(t� 
) dt (Invarian
e par translation)2. Si f est paire sur [�a; a℄, Z a�a f(x) dx = 2 Z a0 f(x) dx3. Si f est impaire sur [�a; a℄, Z a�a f(x) dx = 04. Si f est T p�eriodique, Z ba f(x) dx = Z b+Ta+T f(t) dtPreuve 20 : Ces r�esultats se d�emontrent simplement en utilisant des 
hangements de variable aÆnes.Th�eor�eme 21 : Int�egration par partiesSoient deux fon
tions u; v : [a; b℄ 7! R de 
lasse C1 sur le segment [a; b℄. AlorsZ ba u(t)v0(t) dt = [u(t)v(t)℄ba � Z ba u0(t)v(t) dtPreuve 21 : Il suÆt de 
al
uler (u:v)0 et d'e�e
tuer une int�egration dont on pensera �a justi�er l'existen
e.11
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al.delahaye1.free.fr/Exemple 10. (�) Cal
uler F (x) = Z x0 ar
tan t dt, G(x) = Z x1 ln t dt et H(x) = Z x1 t2 
os t dtExer
i
e : 12(��) Soit 2 entiers p et q tels que 0 < p < q. Cal
uler Ip;q = Z ba (x� a)p(b� x)q dx.Exer
i
e : 13(�) Soit In = n Z 10 xnf(x) dx o�u f est une fon
tion de 
lasse C1 sur [0;1℄. Trouver la limite de In lorsque n! +1.Exer
i
e : 14(�) Soit une fon
tion f de 
lasse C1 sur le segment [a;b℄.Montrez que : Z ba sin(nt)f(t) dt �����!n!+1 0Remarque 22. Parfois, une seule te
hnique de 
al
ul ne suÆt pas... Comme dans l'exemple suivant, on peut être amen�e�a utiliser alternativement le 
hangement de variables et l'int�egration par parties.Exemple 11. Cal
uler l'int�egrale suivante en e�e
tuant le 
hangement de variables x = p2t+ 1 : I = Z 10 3p2t+1.5 Formules de Taylor.Th�eor�eme Fondamental 22 : Formule de Taylor ave
 reste int�egraleSoit une fon
tion f de 
lasse Cn+1 sur un intervalle I , et deux points a; x 2 I . Alorsf(x) = nXk=0 (x� a)kk! f (k)(a) + Z xa (x� t)nn! f (n+1)(t) dtLa quantit�e Rn(x) = Z xa (x� t)nn! f (n+1)(t) dt est appel�ee le reste int�egral.Preuve 22 : On d�emontre fa
ilement 
e th�eor�eme par r�e
urren
e en utilisant une int�egration par partie.Remarque 23. Cette formule est tr�es souvent utilis�ee en analyse : il faut la 
onnâ�tre parfaitement !!On peut se souvenir du reste par 
omparaison de 
ette formule �a f(x) = f(a) + Z xa (x� t)00! f 0(t) dt.Exemple 12. (�) Soit n 2 N� . Majorer les quantit�es suivantes sur le segment [0 ; 1℄.1. ���ex � (1 + x+ x22 + � � �+ xnn! )��� 2. ���ln(1 + x) � (x� x22 + x33 + � � �+ (�1)n+1xnn )���Exer
i
e : 15(��) Soit g 2 C([0; 1℄; R).Trouver toutes les fon
tions f 2 C2([0; 1℄; R) telles que � f(0) = f(1) = 0f 00 = g .Corollaire 23 : In�egalit�e de Taylor-Lagrange (majoration du reste)Soit une fon
tion f de 
lasse Cn+1 sur un intervalle I et un point a 2 I .Si x 2 I , on peut �e
rire f(x) 
omme somme du polynôme de Taylor et d'un reste Rn(x) :f(x) = nXk=0 (x� a)kk! f (k)(a) +Rn(x)ave
 le reste v�eri�ant la majoration suivante : jRn(x)j � jx� ajn+1(n+ 1)! Mn+1(x) o�u Mn+1(x) = supt2[a;x℄jf (n+1)(t)j.12
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al.delahaye1.free.fr/Preuve 23 : On 
ommen
e par justi�er l'existen
e de Mn+1(x) grâ
e �a la 
ontinuit�e de f (n+1).Puis, la majoration du reste s'e�e
tue en utilisant la majoration 
�el�ebre : j R ba f j � R ba jf j (lorsque a � b !!).Remarque 24. En 
as d'oubli de 
ette majoration, on peut fa
ilement dire
tement refaire le raisonnement de lad�emontration ... Pour 
ela, il est bien entendu n�e
essaire de 
onnâ�tre parfaitement la formule de Taylor ave
 resteint�egrale !!Exemple 13. (�) Soit x 2 R. D�eterminer un majorant de ��ex � nXk=0 xkk! ��. Qu'en d�eduire?Exer
i
e : 16(�) En appliquant l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange �a la fon
tion f(x) = ln(1 + x), d�eterminer la limite de la s�erienXk=1 (�1)k+1k .Corollaire 24 : Formule de Taylor-YoungSoit f de 
lasse Cn sur un intervalle I , et a 2 I . Alors 8x 2 I ,f(x) = nXk=0 (x� a)kk! f (k)(a) + (x� a)n"(x) o�u limx!a "(x) = 0Cette expression est un D�eveloppement Limit�e de f au voisinage de a �a l'ordre n : DL(a, n).Preuve 24 :1. Si la fon
tion f est Cn+1, 
e r�esultat est une 
ons�equen
e imm�ediate du 
orollaire pr�e
�edent.2. Sinon on peut appliquer la formule de Taylor ave
 reste int�egrale �a l'ordre n � 1, puis d�emontrer que ladi��eren
e de Rn�1(x) ave
 (x� a)nn! f (n)(a) est major�ee par un o(x � a)n. Pour 
ela, on peut utiliser la
ontinuit�e de f (n) en a.Exemple 14. (�) D�eterminer la limite de f(x) = sinx� xx3 lorsque x! 0.Remarque 25. Utilisation des formules pr�e
�edentes :1. La formule de Taylor ave
 reste int�egrale permet d'exprimer f(x) en fon
tion des d�eriv�ees de f en a, pour toutles r�eels x 2 I . On l'utilisera don
 lors d'�etudes globales de la fon
tion. Par exemple pour des majorations.2. La formule de Taylor-Young quant �a elle, donne une information lo
ale sur le 
omportement de f au voisinagedu point a (l'information sur le reste est une limite). On s'en servira don
 pour le 
al
ul de limites, d'�equivalentset de d�eveloppements limit�es au voisinage du point a.Exer
i
e : 17(��) Soit une fon
tion f de 
lasse C3 sur le segment [�1; 1℄.Le but de 
et exer
i
e est de d�eterminer et de 
omparer des approximations de f 0(0) et de f 00(0).A℄ Approximation de f 0(0) :Pour un r�eel positif h tel que 0 < h < 1, on pose : �10(h) = f(h)� f(0)h et �20(h) = f(h)� f(�h)2h1. Nous savons d�ej�a que �10(h) ���!h!0 f 0(0).(a) Trouver un majorant de j�10(h)� f 0(0)j.(b) Trouver un �equivalent de j�10(h)� f 0(0)j lorsque h! 0.2. Pour montrer que �20(h) ���!h!0 f 0(0), majorer j�20(h)� f 0(0)j en fon
tion de h.3. Comparer les vitesses de 
onvergen
e de �10(h) et �20(h) vers f 0(0).B℄ Approximation de f 00(0) :Pour un r�eel positif h tel que 0 < h < 1, on pose : �30(h) = f(h)� 2f(0) + f(�h)h2 .13
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al.delahaye1.free.fr/Montrer que limh!0�30(h) = f 00(0), puis majorer en fon
tion de h la quantit�e j�30(h)� f 00(0)j.Remarque 26. Ces r�esultats montrent que l'on peut approximer les quantit�es f 0(0) et f 00(0) �a l'aide des valeurs prisespar la fon
tion f au voisinage de 0.6 M�ethodes num�eriques de 
al
ul d'int�egrales.On 
onsid�ere une fon
tion f de 
lasse C1 sur [a; b℄ et l'on note I = Z ba f(t) dt.Les deux m�ethodes suivantes ont pour obje
tif de d�eterminer une approximation de I .On prendra une subdivision du segment [a ; b℄ de pas 
onstant h = (b� a)=n et on pose pour un entier k 2 [0;n℄ :xk = a+ k b� an6.1 M�ethode des re
tanglesSoit une fon
tion f de 
lasse C1 sur le segment [a; b℄. Il s'agit de d�eterminer une approximation de I = Z ba f(t) dtPosons pour un entier n 2 N : Rn = b� an n�1Xk=0 f(xk)Rn est appel�ee somme de Riemann et repr�esente la somme des aires des re
tangles de la �gure suivante.
xk xk+1a bFig. 2 { M�ethode des re
tanglesTh�eor�eme 25 : Majoration de l'erreurSoit M1 = supx2[a;b℄jf 0(x)j.Rn est une approximation de l'int�egrale I et on a la majoration suivante de l'erreur jI �Rnj � (b� a)22n M1Preuve 25 :1. On utilise la relation de Chasles pour d�e
omposer I le long de la subdivision.2. On �e
rit 
ha
un des termes de la somme Rn 
omme une int�egrale entre les bornes xk et xk+1.3. On regroupe les termes deux �a deux et on utilise la formule de Taylor pour majorer 
ha
une des di��eren
esobtenues.Th�eor�eme 26 : Convergen
e d'une somme de Riemann (Admis lorsque f est seulement 
ontinue)Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a; b℄ o�u a < b, alors :1n n�1Xk=0 f �a+ k:b� an � �����!n!+1 1b� a Z ba f(x) dxPreuve 26 : Dans le 
as o�u la fon
tion est de 
lasse C1 sur [a; b℄, 
e r�esultat est une 
ons�equen
e dire
te duth�eor�eme pr�e
�edent. 14
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al.delahaye1.free.fr/Remarque 27. La valeur de d�epart et d'arriv�ee de l'indi
e 
ourant k n'a pas d'importan
e �a un nombre �x�e d'unit�espr�es.Remarque 28. Ainsi, si f est une fon
tion 
ontinue sur [0; 1℄ alors : 1n n�1Xk=0 f �kn� �����!n!+1 Z 10 f(x) dxToute somme de Riemann peut s'exprimer de 
ette fa�
on. C'est don
 
ette forme que l'on retiendra et que l'on 
her
hera�a faire apparâ�tre dans les exer
i
es de 
al
ul de limite. Pour 
ela, on mettra en �eviden
e le terme 1=n en fa
teur et legroupement k=n dans la somme.Exemple 15. (� � ��) Etudier les suites de terme g�en�eral :1. un = n�1Xk=0 1n+ k 2. vn = n�1Xp=0 pn2 + p2n2 3. wn = 2n�1Xk=n 12k + 1Exer
i
e : 18(��) D�eterminer la limite de la suite de terme g�en�eral : Sn = 2nXk=0 kk2 + n26.2 M�ethode des trap�ezes
� �xFig. 3 { Approximation par une fon
tion aÆneLemme 27 : Approximation d'une fon
tion C2 par une fon
tion aÆneSoit une fon
tion f 2 C2([� ; �℄) et M2 = supx2[� ; �℄jf 00(x)j.Soit ' une fon
tion aÆne telle que '(�) = f(�) et '(�) = f(�).On a alors la majoration suivante de l'erreur 
ommise en approximant la fon
tion f par la fon
tion aÆne ' surle segment [� ; �℄ : 8x 2 [� ; �℄; jf(x)� '(x)j � (x� �)(� � x)2 M2Preuve 27 : Cal
ul int�eressant !!Appelons g la fon
tion majorante. On peut 
ommen
er par montrer que f(x)� '(x) � g(x) � 0 sur [�; �℄.Pour 
ela, on �etudie la fon
tion �(x) = f(x)� '(x) � g(x).1. On montre fa
ilement que sa d�eriv�ee se
onde est positive2. En utilisant le th�eor�eme de Rolle, on prouve que �0(x) s'annule sur ℄�; �[.3. On d�eduit des deux r�esultats pr�e
�edents le sens de variation de � et son signe sur [�; �℄On fait alors la même 
hose pour �(x) = f(x)� '(x) + g(x).M�ethode des trap�ezesSoit une fon
tion f de 
lasse C2 sur le segment [a ; b℄. On note I = Z ba f(t) dt15
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al.delahaye1.free.fr/Posons pour un entier n 2 N : Tn = n�1Xk=0 b� a2n [f(xk) + f(xk+1)℄ ave
 xk = a+ k b� anRemarque 29. Tn repr�esente la somme des aires des trap�ezes de la �gure 7.
xk xk+1a bFig. 4 { M�ethode des trap�ezesTh�eor�eme 28 : Majoration de l'erreurSoit M2 = supx2[a;b℄jf 00(x)j.Tn est une approximation de l'int�egrale I et on a la majoration suivante de l'erreur : jI � Tnj � (b� a)312n2 M2Preuve 28 : On pro
�ede de la même fa�
on que dans la m�ethode des re
tangles en utilisant la majoration vuedans le lemme pr�e
�edent.Remarque 30. Si xk = a+ k:b� an , on alors : 1n n�1Xk=0 f(xk) + f(xk+1)2 �����!n!+1 1b� a: Z ba f(t) dt7 Attention : pi�ege !Ne pas passer �a la limite dans une int�egrale !!Consid�erons une suite d'appli
ations fn 
ontinues sur [0; 1℄ telles que 8x 2 [0; 1℄, on a : fn(x) �����!n!+1 0.Il est alors tr�es tentant d'aÆmer que : Z 10 fn(x) dx �����!n!+1 0Et pourtant 
e n'est pas n�e
essairement le 
as !Pour vous en 
onvain
re, 
onsid�erer les appli
ations fn d�e�nies par : 8>>>><>>>>: fn(x) = n3x pour x 2 [0; 1n ℄fn(x) = �n3x+ 2n2 pour x 2 [ 1n; 2n ℄fn(x) = 0 pour x 2 [ 2n; 1℄ .
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