
Les strutures alg�ebriques|MPSI-1 Prytan�ee National MilitairePasal Delahaye - D'apr�es le ours d'Alain Soyeur16 d�eembre 2010Dans e ours, nous pr�esentons les strutures d'ensembles habituellement utilis�ees en math�ematiques.Il va vous falloir être tr�es prudent : dans e hapitre, les hoses ne semblent pas toujours être e qu'elles sont.La loi " + " ne sera pas for�ement l'addition et la loi " � " ne sera pas toujours la multipliation des nombres. Ceslois ne v�eri�eront don pas n�eessairement les propri�et�es usuelles de l'addition et de la multipliation (ommutativit�e,assoiativit�e ...).1 Loi de omposition interneD�efinition 1 : Loi de omposition interneSoit E un ensemble. On appelle loi de omposition interne une appliation de E �E dans E :� : E �E �! E(a; b) 7! �(a; b)Pour simpli�er les notations, on pourra par exemple noter : �(a; b) = a ? bL'ensemble E muni de la li ? est not�e (E;?) : on dit alors que 'est un magma.Remarque 1.1. Soient a et b deux �el�ements de E.Il n'y a auune raison pour que �(a; b) = �(b; a), 'est �a dire que a ? b = b ? a.2. On peut it�erer une li : si (a; b; ) 2 E3. On notera : (���(a; b); � = (a ? b) ? ��a; �(b; )� = a ? (b ? )Il n'y a a priori auune raison pour (a ? b) ?  = a ? (b ? ).. La li sera souvent not�ee "+", "�" ou ":".Mais attention : es notations n'auront souvent rien �a voir ave l'addition et la multipliation dans R.On r�eservera en g�en�eral la notation "+" lorsque la li sera ommutative.Exemple 1.1. Sur N, la multipliation et l'addition des entiers sont des li.2. Sur E = F(G;G) (o�u G est un ensemble), la omposition des appliations est une li.3. Sur P(G) (o�u G est un ensemble), l'union et l'intersetion sont des li.4. Sur RN , la multipliation et l'addition sont des li.
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Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/D�efinition 2 : Propri�et�es possibles d'une liSoit ? une li sur un ensemble E.On dit que ? est : (ommutative ssi 8(a; b) 2 E2; a ? b = b ? aassoiative ssi 8(a; b; ) 2 E3; a ? (b ? ) = (a ? b) ? D�efinition 3 : El�ement NeutreUn �el�ement e 2 E est dit neutre ssi 8x 2 E; e ? x = x ? e = x1. Si la loi est not�e "+" alors l'�el�ement neutre de E sera not�e 0E (ou 0 s'il n'y a pas d'ambiguit�e).2. Si la loi est not�e "�" alors l'�el�ement neutre de E sera not�e 1E (ou 1 s'il n'y a pas d'ambiguit�e).Pour mq ? est ommutative :1. Soit (x; y) 2 E22. Mq : x ? y = y ? x . . .3. Don ? est ommutative Pour mq ? est assoiative :1. Soit (x; y; z) 2 E32. Mq : x? (y ?z) = (x?y)?z . . .3. Don ? est assoiative Pour mq e 2 E est neutre :1. Soit x 2 E2. Mq : e ? x = x et x ? e = x . . .3. Don e est neutre.Remarque 2.1. Pour deviner la forme de l'�el�ement neutre, on pourra pro�eder �a une analyse.2. Si la loi est ommutative, il suÆt de prouver que 8x 2 G, x ? e = x pour prouver que e est �el�ement neutre.Exemple 2.1. (N; +) : + est une li ommutative et assoiative, 0 est l'unique �el�ement neutre2. (N; �) : � est une li ommutative et assoiative, 1 est l'unique �el�ement neutre3. (F(R;R); Æ) : Æ est une li assoiative mais pas ommutative, l'appliation idR est un �el�ement neutre4. (P(G); [) : [ est une li ommutative, assoiative, la partie ; est neutre pour ette loi.Exerie : 1(�) Sur Z, �etudier les propri�et�es de la loi ? d�e�nie par 00p ? q = p+ q + pq00.D�efinition 4 : Si une li est assoiative, on peut d�e�nir les notations suivantes :1) Lorsque la loi est not�ee additivement, on d�e�nit nXi=1 xi = x1 + � � �+ xn2) Lorsque la loi est not�ee multipliativement, on d�e�nit nYi=1xi = x1 � � � � � xnTh�eor�eme 1 : Uniit�e de l'�el�ement neutreSi (E; ?) poss�ede un �el�ement neutre, il est unique.Preuve 1 : On onsid�ere e et e0 deux �el�ements neutres et on montre failement qu'ils sont identiques.D�efinition 5 : Mono��deUn ensemble (E;?) muni d'une li assoiative et admettant un �el�ement neutre est appel�e un mono��de.Exemple 3. (N;+) est un mono��de d'�el�ement neutre 0.Exemple 4. On onsid�ere un ensemble �ni A appel�e alphabet, et on d�e�nit un mot sur A omme �etant une suite �niede lettres de A. On notera m = a1 : : : an un tel mot. On d�e�nit �egalement le mot vide ". Sur l'ensemble A? des mots deA, on d�e�nit une li appel�ee la onat�enation de deux mots de la fa�on suivante : si m1 = a1 : : : an et si m2 = b1 : : : bp,on note m1:m2 = a1 : : : anb1 : : : bp. Alors l'ensemble des mots muni de la onat�enation, (A?;:) admet pour �el�ementneutre le mot vide ". La li �etant assoiative, et ensemble muni de ette li est un mono��de tr�es utilis�e en informatiqueth�eorique et en th�eorie des langages.Exemple 5. Les ensembles suivants admettent-ils un �element neutre?
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Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/1. (P (E); \) 2. (P (E); [) 3. (RN ; +) 4. (RN ; �) 5. (RR; o) 6. (RR; �) 7. (RR; +)D�efinition 6 : Sym�etriqueOn suppose que (E; ?) poss�ede un �el�ement neutre e. Soit un �el�ement x 2 E.On dit qu'un �el�ement y 2 E est un sym�etrique de l'�el�ement x ssi : x ? y = y ? x = eDans e as, on dit aussi que x est sym�etrisable.Remarque 3. Impossible de s'int�eresser aux sym�etriques des �el�ements de (E; ?) si l'on n'a pas prouv�e auparavantl'existene d'un �el�ement neutre.Exemple 6.1. Dans (Z; +) tous les �el�ements admettent un sym�etrique, en revanhe, dans (N; +) seul 0 admet un sym�etrique.2. Dans (Q; �), (R; �) et (C ; �) tous les �el�ements non nuls admettent un sym�etrique.3. Dans (Z; �) seuls 1 et -1 admettent un sym�etrique.Exemple 7. D�eterminer les �el�ements des ensembles suivants admettant un sym�etrique.1. (P (E); \) 2. (P (E); [) 3. (RN ; +) 4. (RN ; �) 5. (RR; o) 6. (RR; �) 7. (RR; +)Exerie : 2(�) Cherher les �el�ements de (Z; ?) admettant un sym�etrique. (o�u 00p ? q = p+ q + pq00)Remarque 4. Dans un ensemble E munis d'une li ?, on dit que a 2 E est :1. r�egulier �a droite lorsque 8(x; y) 2 E �E, x ? a = y ? a) x = y.2. r�egulier �a gauhe lorsque 8(x; y) 2 E �E, a ? x = a ? y ) x = y.3. r�egulier s'il est r�egulier �a droite et r�egulier �a gauhe.Dans un mono��de, tout �el�ement admettant un sym�etrique est r�egulier !Th�eor�eme 2 : Uniit�e du sym�etriqueDans un mono��de (E; ?), si un �el�ement x 2 E poss�ede un sym�etrique, e sym�etrique est unique.Preuve 2 : Tr�es faile ! On suppose qu'il y en a deux ...Remarque 5.1. Si la loi est not�ee "+" alors le sym�etrique de x (alors appel�e l'oppos�e) est not�e �x2. Si la loi est not�ee ":" ou "�" ou "?" alors le sym�etrique de x (alors appel�e l'inverse) est not�e x�1Pour d�eterminer si un �el�ement x admet un sym�etrique :1. On ommene par une analyse pour d�eterminer la forme de e sym�etrique y2. Pour prouver alors que y 2 E est le sym�etrique de x 2 E :(a) Montrons que : x ? y = e . . .(b) Montrons que : y ? x = e . . .() Don y = x�1.Remarque 6.1. Si la loi est ommutative, on peut se ontenter de d�emontrer que x ? y = e2. Lorsqu'on sait que x 2 (E; ?) admet un sym�etrique alors x ? y = e suÆt �a prouver que y est le sym�etrique de a.3. Si un �el�ement x 2 E poss�ede un sym�etrique y 2 E, alors l'�el�ement y poss�ede �egalement un sym�etrique qui estl'�el�ement x.En d'autres termes, nous avons : (x�1)�1 = x ou �(�x) = xRemarque 7. L'�el�ement neutre est toujours son propre sym�etrique : e�1 = e.Exerie : 3Dans un mono��de (E; ?), on suppose que pour un �el�ement x, il existe y; y0 2 E tels que � y ? x = ex ? y0 = e .Prouver que x est inversible. 3



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/2 Struture de groupe2.1 D�e�nition d'un groupeD�efinition 7 : GroupeSoient un ensemble G et ? une loi sur G. On dit que (G; ?) est un groupe si :1. la loi ? est une li2. la loi ? est assoiative 3. G poss�ede un �el�ement neutre pour ette loi4. Tout �el�ement x de G admet un sym�etrique dans GSi de plus la loi ? est ommutative, on dit que le groupe est ab�elien (ou ommutatif ).Remarque 8.1. Un groupe est don un mono��de dont tous les �el�ements sont sym�etrisables.2. Soit E un ensemble non vide. Le groupe (B(E; E); Æ) montre qu'un groupe n'est pas for�ement ab�elien.Exemple 8. IMPORTANT : Les groupes de r�ef�erene (E est ii un ensemble quelonque non vide) :(Z;+), (Q;+), (Q� ;�), (R;+), (R� ;�), (C ;+), (C � ;�), (B(E;E);Æ), (F(E;R);+), (RN ; +).Exerie : 4(��) Soit E un ensemble non vide et � d�esigne la di��erene sym�etrique de deux ensembles : A�B = (A[B)n(A\B).D�emontrer que (P(E); �) est un groupe ommutatif.Th�eor�eme 3 : R�egles de alul dans un groupeSoit (G;?) un groupe.1. L'�el�ement neutre est unique2. Tout �el�ement poss�ede un unique sym�etrique3. 8x 2 G, on a : �x�1��1 = x (notation multipliative) ou �(�x) = x (notation additive)4. On peut simpli�er : 8(a; x; y) 2 G3 : (a ? x = a ? y ) x = yx ? a = y ? a ) x = y .5. Soit (a; b) 2 G2. L'�equation a ? x = b poss�ede une unique solution : x = a�1 ? b6. 8(x; y) 2 G2, (x ? y)�1 = y�1 ? x�1 ou �(x+ y) = (�y) + (�x)Preuve 3 : La plupart des propri�et�es pr�e�edentes ont �et�e d�emontr�ees.. La loi ? n'�etant pas n�eessairement ommutative, on ne peut simpli�er par a l'�egalit�e : a ? x = y ? a.Remarque 9. Notations et propri�et�es :Ave la notation Multipliative Ave la notation AdditiveNotations Notations8n 2 N� ; an = a:a: : : : :a et a0 = eG 8n 2 N� ; na = a+ a+ � � �+ a et 0a = eG8n 2 N� ; a�n = (an)�1 8n 2 N� ; (�n)a = �(na)Propri�et�es Propri�et�es(a:b)�1 = b�1:a�1 �(a+ b) = (�b) + (�a)8n 2 Z�; an = (a�n)�1 = (a�1)�n 8n 2 Z�; na = �(�na) = (�n):(�a)8(n; m) 2 Z�2; ave n+m 6= 0; an+m = (an):(am) 8(n; m) 2 Z�2; ave n+m 6= 0; (n+m)a = na+ma8(n; m) 2 Z�2; (an)m = an:m 8(n; m) 2 Z�2; m(na) = (mn)a. Les propri�et�es � (a:b)n = an:bnn(a+ b) = na+ nb ne sont valables que si la loi est ommutative !Exerie : 5(��) D�eterminer la struture des groupes �a 3 �el�ements. 4



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/2.2 Sous-groupesD�efinition 8 : Soit (G; ?) un groupe.Les sous-groupes de G sont les sous-ensembles H de G tels que (H; ?) sont des groupes.Exemple 9.1. Si (G; ?) est un groupe, alors (feGg; ?) et (G; ?) sont 2 sous-groupes de (G; ?).2. �C0(R; R); + � est un sous groupe de �F(R; R); + �Proposition 4 : Carat�erisation des Sous-groupesSoit (G; ?) un groupe. (H; ?) est un sous-groupe de G ssi :1. H est une partie de G2. El�ement Neutre : eG 2 H3. Stabilit�es :(a) H est stable par la li : 8(x; y) 2 H2; x ? y 2 H .(b) H est stable par sym�etrisation : 8x 2 H , x�1 2 H . (ou �x 2 H ave la notation additive)Preuve 4 : Pas de diÆult�e, sauf peut-être pour prouver que eG 2 H .H �etant un sous-groupe, alors il admet un �el�ement neutre not�e eH . Prouvons que eH = eG.On a : � eH ? eH = eHeH ? eG = eH don eH ? eH = eH ? eG et en omposant par e�1H on obtient eH = eG.Remarque 10.1. L'avantage de ette arat�erisation est qu'elle nous dispense de v�eri�er l'assoiativit�e de la loi ?.2. Si eg n'appartient pas �a H alors H ne peut pas être un sous-groupe de G.Ainsi (2Z+ 1; +) n'est pas un sous-groupe de (Z; +).Ainsi, pour montrer que H est un sous-groupe du groupe (G;?), on pro�ede en 4 �etapes :1. On v�eri�e que : H � G2. On v�eri�e que : eG 2 H3. Stabilit�e par ? : Soit (x; y) 2 H2, on v�eri�e que x ? y 2 H4. Stabilit�e par sym�etrisation : Soit x 2 H , on v�eri�e que x�1 2 HExemple 10. Prouver que (U; �) est un sous-groupe de (C � ; �) o�u U = fz 2 C j jzj = 1g.Exerie : 6(��) Montrer que les sous-groupes de (Z; +) sont les (nZ; +) o�u n 2 Z.Exerie : 7(�) Soit un ensemble E non-vide et un �el�ement a 2 E. On note G = ff 2 B(E; E); tq f(a) = agC'est l'ensemble des bijetions de G laissant invariant l'�el�ement a.Montrer que (G; Æ) est un groupe.Exerie : 8(�) Soit (G; :) un groupe. On note C = fx 2 G j 8g 2 G; g:x = x:ggC'est l'ensemble des �el�ements de G qui ommutent ave tous les �el�ements de G.Montrer que (C; :) est un sous-groupe de G (appel�e entre du groupe G).2.3 G�en�eration de nouveaux groupesTh�eor�eme 5 : Groupe produitOn onsid�ere deux groupes (G;:) et (H;?) et sur l'ensemble G�H , on d�e�nit la loi � par :Pour tout ((x; y); (x0; y0)) 2 (G�H)2; on d�e�nit (x; y)�(x0; y0) = (x:x0; y ? y0)Alors (G�H; �) est un groupe appel�e groupe produit.Preuve 5 : On montre que (G�H;�) v�eri�e bien les 4 points qui d�e�nissent la struture de groupe.Exemple 11. D�emontrer que : � est ommutative () : et ? sont ommutatives5



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/Exemple 12. (R2 ;+) est un groupe o�u "+" est d�e�nie par : 8�(a; b);(a0; b0)� 2 (R2 )2; (a; b) + (a0; b0) = (a+ a0; b+ b0)Th�eor�eme 6 : L'intersetion de sous-groupes est un sous-groupeSi H1 et H2 sont deux sous-groupes d'un groupe G, alors H1 \H2 est un sous-groupe de GPreuve 6 : Faile !Remarque 11. Ce th�eor�eme se g�en�eralise �a une famille de sous-groupes de G.Exemple 13. D�eterminer (2Z\ 3Z; +).. H1 [H2 n'est pas un sous-groupe de G en g�en�eral. Trouver un ontre-exemple !!Exerie : 9(��) Soient H1 et H2 deux sous-groupes d'un groupe (G;:).Montrer que : H1 [H2 est un sous-groupe de G() H1 � H2 ou H2 � H1Exerie : 10(�) Soient F1 et F2 deux sous-groupes de G, un groupe ommutatif.1. D�emontrer que F1 + F2 = fx1 + x2 j (x1; x2) 2 F1 � F2g est un sous-groupe de G.2. Plus g�en�eralement, prouver que la somme de n (n � 2) sous-groupes de G est un sous-groupe de G.2.4 Morphisme de groupesD�efinition 9 : Morphisme de groupesSoient deux groupes (G1; ?) et (G2; �).Une appliation f : G1 7! G2 est un morphisme de groupes si et seulement si :8(x; y) 2 G21; f(x ? y) = f(x) � f(y)Remarque 12. Un morphisme d'un groupe G vers lui-même est appel�e un endomorphisme de groupes.Pour montrer que f : G1 7! G2 est un morphisme de groupes :1. On v�eri�e que (G1; ?) et (G2; �) sont bien des groupes.2. On v�eri�e que pour tout (x; y) 2 G21, on a bien f(x ? y) = f(x) � f(y).Exemple 14. Soit (G; :) un groupe et a 2 G. Prouver que f : (Z; +) �! (G; :)n 7! an est un morphisme de groupes.Exemple 15. Soit T l'ensemble des translations du plan P . On note ta est la translation de veteur ~va d'aÆxe a 2 C .Prouver que f : (C ; +) �! (T ; o)a 7! ta est un morphisme de groupes.Proposition 7 : CompositionLa ompos�ee de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.Preuve 7 : Il suÆt de bien poser le probl�eme et la d�emonstration ne pr�esente auune diÆult�e.Proposition 8 : Propri�et�es d'un morphisme de groupesSoit � e1 l'�el�ement neutre d'un groupe (G1; :)e2 l'�el�ement neutre d'un groupe (G2; ?) , et f : G1 7! G2 un morphisme de groupes. Alors :1. f(e1) = e2. 2. 8x 2 G1, f(x�1) = [f(x)℄�1. 3. � 8x 2 G18n 2 Z , f(xn) = f(x)n.Preuve 8 : Il suÆt de bien poser le probl�eme et les d�emonstrations ne pr�esentent auune diÆult�e.Remarque 13. Traduisez les deux derni�eres propri�et�es pr�e�edentes lorsque les li sont not�ees sous forme additive.6



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/Th�eor�eme 9 : Image direte et r�eiproque de sous-groupes par un morphismeSoit f : G1 7! G2 un morphisme de groupes.1. Si H1 est un sous-groupe de G1, alors f(H1) est un sous-groupe de G2.2. Si H2 est un sous-groupe de G2, alors f�1(H2) est un sous-groupe de G1.Preuve 9 : L�a enore, il suÆt de bien poser le probl�eme et les d�emonstrations ne pr�esentent auune diÆult�e.D�efinition 10 : Noyau, image d'un morphismeOn onsid�ere un morphisme de groupes f : G1 7! G2.On note e1 l'�el�ement neutre du groupe G1 et e2 l'�el�ement neutre du groupe G2.On d�e�nit :1) le noyau du morphisme f par : ker(f) = fx 2 G1 j f(x) = e2g = f�1�fe2g�Il s'agit de l'ensemble des ant�e�edents de e2 par f2) l'image du morphisme f par : Im(f) = f(G1) = ff(x) j x 2 G1gRemarque 14. D'apr�es le th�eor�eme pr�e�edent, kerf est un sous-groupe de G1 et Im f est un sous-groupe de G2.Exemple 16. D�eterminer le noyau et l'image du morphisme de groupes suivant :f : (Z;+) �! (C � ;�)p 7! !p o�u ! = e 2i�n et n 2 N� �x�e.Th�eor�eme 10 : Carat�erisation des morphismes injetifs, surjetifsSoit un morphisme de groupes f : G1 7! G2.On note e1 l'�el�ement neutre du groupe G1 et e2 l'�el�ement neutre du groupe G2.On a les propri�et�es suivantes :1. f injetive () ker f = fe1g. 2. f surjetive () Im f = G2.Preuve 10 :1. Pour l'injetivit�e, on utilise le rit�ere usuel : f injetive () �f(x) = f(x0)) x = x0�.2. La surjetivit�e est imm�ediate.Pour montrer qu'un morphisme f : (G1;?) 7! (G2;�) est injetif :1. Soit x 2 G1 tel que f(x) = e2. Prouvons que : x = e1 . . .2. Don ker f = fe1g, et puisque f est un morphisme de groupes, f est injetif.D�efinition 11 : IsomorphismeOn dit qu'une appliation f : G1 7! G2 est un isomorphisme de groupes si et seulement si1. l'appliation f est un morphisme de groupes.2. l'appliation f est bijetive.Remarque 15. Un isomorphisme d'un groupe G vers lui-même est appel�e un automorphisme.Exerie : 11(�)1. Soit f un isomorphisme de groupes.D�emontrer que sa bijetion r�eiproque f�1 : G2 7! G1 est aussi un isomorphisme.2. Soit f : (R;+) �! (R+� ;�)x 7! exV�eri�er que l'appliation f est un isomorphisme de groupes. Quel est son isomorphisme r�eiproque?Exerie : 12(��) Trouver tous les endomorphismes du groupe (Z; +). En d�eduire les automorphismes de (Z; +).7



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/3 Struture d'anneauD�efinition 12 : anneauSoit A un ensemble muni de deux li not�ees + et �. On dit que (A; + ; �) est un anneau ssi :1. (A; +) est un groupe ommutatif2. la loi � est assoiative3. la loi � est distributive par rapport �a la loi + :8(x; y; z) 2 A3; x� (y + z) = x� y + x� z(x + y)� z = x� z + y � z4. Il existe un �el�ement neutre pour �, not�e 1A (ou 1 s'il n'y a pas d'ambigu��t�e)Remarque 16. Si en plus la loi � est ommutative, on dit que (A; + ; �) est un anneau ommutatif.Remarque 17.1. Dans un anneau (A; + ; �), on note �x le sym�etrique de x pour la loi + et 0 l'�el�ement neutre de la loi +.2. Par onvention, on onviendra que pour tout x 2 A, x0 = 1A. (en partiulier, on onvient que 00A = 1A)3. Un �el�ement x 2 A n'a pas for�ement de sym�etrique pour la loi �, il ne faudra don pas utiliser abusivementla notation x�1.Exemple 17.1. (Z;+ ; �), (Q; + ; �), (R; + ; �), (C ; + ; �), (P(E); �; \) et (F(R; R); + ; �) sont des anneaux ommutatifs.2. (RI ; + ; �), (C I ; + ; �) sont des anneaux ommutatifs (I �etant un intervalle de R)3. (RN ; + ; �), (C N ; + ; �) sont des anneaux ommutatifs.4. (R[X ℄; + ; �), (C [X ℄; + ; �) sont des anneaux ommutatifs.Th�eor�eme 11 : R�egles de alul dans un anneauOn onsid�ere un anneau (A; + ; �). On a les r�egles de alul suivantes :1) 8a 2 A a� 0 = 0� a = 02) 8a 2 A (�1)� a = �a3) 8(a; b) 2 A2 (�a)� b = �(a� b) = a� (�b)4) 8(a; b) 2 A2 (�a)� (�b) = a� b5) Si x est inversible, (-x) l'est aussi et : (�x)�1 = �x�16) Si x et y sont inversibles, x� y l'est aussi et : (x� y)�1 = y�1 � x�17) On a la propri�et�e de distributivit�e suivante : a: nXk=1xk = nXk=1 a:xkPreuve 11 : Petites d�emonstrations int�eressantes qui demandent parfois un peu d'astue.Exemple 18. Que pouvez-vous dire d'un anneau dont l'�el�ement neutre pour l'addition est le même que elui pour lamultipliation?Remarque 18. Si (A; + ; �) est un anneau, (A; �) n'est pas un groupe. (ar 0A n'admet pas d'inverse)Exerie : 13Groupe des unit�es d'un anneau(�) Soit un anneau (A; + ; �).On note A� l'ensemble des �el�ements inversibles pour la loi � : A� = fa 2 A j 9a0 2 A tq a� a0 = a0 � a = 1AgD�emontrer que l'ensemble (A�; �) a une struture de groupe : 'est le groupe des unit�es de l'anneau A.Exemple 19.1. Dans l'anneau (Z;+ ;�), le groupe des unit�es est (f1;� 1g;�).2. Dans l'anneau �F(I;R); + ;��, le groupe des unit�es est onstitu�e des fontions qui ne s'annulent pas.. En g�en�eral, dans un anneau : a� b = 0 6) a = 0 ou b = 0Lorsque a� b = 0 ave a 6= 0 et b 6= 0, on dit que a et b sont des diviseurs de z�ero.Reherhez des divideurs de z�ero dans les anneaux (F(R; R); +; �) et (P(E); �; \) o�u E ontient au moins 2 �el�ements.8



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/Exerie : 14(��) Soit un anneau (A; + ; �) v�eri�ant : 8x 2 A; x2 = xMontrer que l'anneau A est ommutatif.D�efinition 13 : Anneau int�egreSoit un anneau (A; + ; �). On dit que et anneau est int�egre si et seulement si :1. A 6= f0g2. la loi � est ommutative3. 8(x; y) 2 A2, x� y = 0) x = 0 ou y = 0Remarque 19. Un anneau int�egre est un anneau qui n'admet pas de diviseurs de 0.Proposition 12 : Simpli�ation dans un anneau int�egreDans un anneau int�egre, on a : Si (a; y; z) 2 A3, ave 8<: ax = ay � ou xa = yaou ax = yaa 6= 0 , alors x = y.Preuve 12 : Pas de diÆult�e si l'on pense �a utiliser la propri�et�e distributivit�e de � sur +.. Cette propri�et�e est g�en�eralement fausse dans un anneau quelonque. Donner des exemples !!Remarque 20. En d'autres termes, dans un anneau int�egre, tout �el�ement non nul est r�egulier.D�efinition 14 : �El�ement nilpotentSoit un anneau (A; + ; �).On dit qu'un �el�ement a 2 A (a 6= 0A) est nilpotent s'il existe un entier n 2 N? tel que an = 0A.Le plus petit entier n v�eri�ant an = 0A s'appelle l'indie de nilpotene de l'�el�ement a.Remarque 21. Il n'y a pas d'�el�ement nilpotent dans un anneau int�egre !Remarque 22. La notion de nilpotene n'a de sens que dans un anneau puisque sa d�e�nition fait intervenir l'�el�ementneutre de la loi "+" et la loi "�".Exemple 20. Cherher un �el�ement nilpotent dans l'anneau (Z=4:Z; + ; �).Th�eor�eme 13 : Formule du binôme de NewtonSoit (A; + ; �), un anneau.Alors pour tout n 2 N et pour tout ouple (a; b) 2 A2 tels que a:b = b:a : (a+ b)n = nXk=0�nk�akbn�kPreuve 13 : Vous pouvez tenter une d�emonstration par r�eurrene de ette formule ...Remarque 23. Cette formule est toujours vraie si l'anneau est ommutatif.Th�eor�eme 14 : Formule de fatorisationSoit (A; + ; �), un anneau.Alors pour tout n 2 N� et pour tout ouple (a; b) 2 A2 tels que a:b = b:a :an � bn = (a� b)(an�1 + an�2b+ � � �+ abn�2 + bn�1) = (a� b) n�1Xk=0 an�1�kbkPreuve 14 : Il suÆt de d�evelopper ...Remarque 24. Cette formule est toujours vraie si l'anneau est ommutatif.Th�eor�eme 15 : Calul d'une progression g�eom�etriqueSoit un anneau (A;+ ;�) et un �el�ement a 2 A. On onsid�ere un entier n 2 N, n � 1.On d�eduit de la formule de fatorisation que :1� an = (1� a)(1 + a+ a2 + � � �+ an�1)9



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/Preuve 15 :On applique la formule du th�eor�eme pr�e�edent lorsque � a = 1Ab = aRemarque 25. Les 3 formules pr�e�edentes sont bien entendu valables dans Z, Q, R et C munis de l'addition et lamultipliation usuelles.Remarque 26. Si l'�el�ement a est nilpotent d'indie n (an = 0), alors l'�el�ement (1� a) est inversible pour la loi � et onsait aluler son inverse : (1� a)�1 = 1 + a+ a2 + � � �+ an�1D�efinition 15 : Sous-anneauSoit A0 un ensemble et (A;+ ;�) un anneau.On dit que A0 est un sous-anneau de l'anneau A si et seulement si � A0 � A(A0;+ ;�) est un anneau .Th�eor�eme 16 : Carat�erisation des sous-anneauxSoit A0 un ensemble et (A;+ ;�) un anneau.(A0; + ; �) est un sous-anneau de l'anneau A si et seulement si :1. A0 � A2. El�ements Neutres : 0A et 1A sont des �el�ements de A03. Stabilit�es :(a) A0 est stable par les lois + et �(b) A0 est stable par sym�etrisation pour +.Preuve 16 : Pas de diÆult�e partiuli�ere.Remarque 27. Pour montrer qu'un ensemble est un anneau, on pr�ef�erera prouver que et ensemble est un sous-anneaud'un autre anneau.Exemple 21.1. (Z; + ; �) est un sous-anneau de (Q; + ; �)2. (Q; + ; �) est un sous-anneau de (R; + ; �) 3. (R; + ; �) est un sous-anneau de (C ; + ; �)4. (C0(R); + ; �) est un sous-anneau de (RR;+ ;�)Remarque 28. On peut v�eri�er assez simplement que les sous-anneaux d'un anneau A sont les anneaux inlus dans A.4 Struture de orpsD�efinition 16 : CorpsOn onsid�ere un ensemble K muni de deux lois de omposition interne, not�ees + et �.On dit que (K ; + ; �) est un orps si et seulement si :1. (K ; + ; �) est un anneau ommutatif non r�eduit �a f0Kg.2. Tout �el�ement non-nul de K est inversible pour la loi �.Exemple 22.1. (Q; + ; �), (R; + ; �), (C ; + ; �) sont des orps.2. (Z; + ; �) n'est pas un orps ar 1 et �1 sont les seuls �el�ements inversibles.Exerie : 15(�) Montrer que l'ensemble (R; ?;�), muni des deux op�erations suivantes, est un orps ommutatif : � x ? y = x+ y � 1x�y = x+ y � xy .Aide : vous pourrez traiter et exerie en vous aidant de Maple et en introduisant les fontions � f(x; y) = x ? yg(x; y) = x�yRemarque 29. Si (K ; + ;�) est un orps, alors (K � ;�) est un groupe, o�u K � = Knf0K g.10



Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/Proposition 17 : Un orps est un anneau int�egreDans un orps (K ; + ; �), si deux �el�ements (x; y) 2 K 2 v�eri�ent x� y = 0K , alors x = 0K ou y = 0K .En partiulier, on peut "simpli�er par un �el�ement non nul" :8(a; x; y) 2 K 3 ave a 6= 0K ; on a a� x = a� y ) x = yPreuve 17 : Evident !Remarque 30. Ainsi, il n'existe pas d'�el�ement nilpotent dans un orps.Th�eor�eme 18 : Calul d'une somme g�eom�etrique dans un orpsSoit un �el�ement k 2 K du orps (K ; + ;�).Alors la formule suivante permet de aluler une progression g�eom�etrique de raison k :nXi=0 ki = 1 + k + k2 + � � �+ kn = ((1� k)�1�1� kn+1� si k 6= 1(n+ 1):1K si k = 1En g�en�eral, ette formule n'a pas de sens dans un anneau quelonque.Preuve 18 : Cons�equene d'une formule vue pr�e�edemment.Remarque 31. Les 3 formules vues pr�e�edemment dans le as d'un anneau sont bien entendue valables ii.D�efinition 17 : Sous-orpsSoit K 0 un ensemble et (K ; + ;�) un orps.On dit que K 0 est un sous-orps du orps K si et seulement si � K 0 � K(K 0 ;+ ;�) est un orps .Th�eor�eme 19 : Carat�erisation des sous-orpsSoit K 0 un ensemble et (K ; + ;�) un orps.(K 0 ; + ; �) est un sous-orps du orps K si et seulement si :1. K 0 � K2. El�ements Neutres : 0K et 1K sont des �el�ements de K 003. Stabilit�es :(a) K 0 est stable par + et �(b) K 0 est stable par sym�etrisation pour les lois + et �.Preuve 19 : Pas de diÆult�e.Remarque 32. Pour montrer qu'un ensemble est un orps, on pr�ef�erera prouver que et ensemble est un sous-orpsd'un autre orps.
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Cours MPSI-2010/2011 Les strutures alg�ebriques http://pasal.delahaye1.free.fr/4.1 Corps des frations d'un anneau Compl�ement hors-programmeVoii une m�ethode permettant de onstruire un orps �a partir d'un anneau.Elle permet en partiulier de onstruire le orps (Q; + ;�) �a partir de l'anneau (Z;+ ;�).1. On onsid�ere un anneau (A;+ ;�).2. Sur l'ensemble A�A?, on d�e�nit une relation par :8�(a; b); (a0; b0)� 2 A�A?; (a; b)R(a0; b0)() a� b0 = a0 � bOn v�eri�e que la relation R est une relation d'�equivalene sur l'ensemble A � A? (r�eexive, sym�etrique ettransitive).On note alors K l'ensemble des lasses d'�equivalenes de ette relation. Un �el�ement k 2 K est don la lasse d'unouple (a; b) 2 A�A?, et on note ette lasse k = ab3. Sur l'ensemble K, on d�e�nit deux lois not�ees + et � de la fa�on suivante :Soient k = Cl(a; b) et k0 = Cl(a0; b0) deux lasses d'�equivalenes de repr�esentants (a; b) et (a0; b0).On note alors :1) k + k0 = Cl(a� b0 + b� a0; b� b0) : ab + a0b0 = a� b0 + b� a0b� b02) k � k0 = Cl(a� a0; b� b0) : ab � a0b0 = a� a0b� b0et on v�eri�e que es lasses sont ind�ependantes des repr�esentants (a; b) 2 k et (a0; b0) 2 k0 hoisis.4. On montre alors que (K ; + ;�) est un orps, appel�e orps des frations de l'anneau (A;+ ;�).5. Comme l'appliation suivante est injetive, elle permet de "plonger" l'anneau A dans le orps K :� : A �! Ka 7! Cl(a; 1)En d'autres termes, on identi�era la fration a1 �a l'�el�ement a de l'anneau A.Remarque 33. Cette onstrution est aussi utilis�ee pour d�e�nir le orps des frations rationnelles �a partir de l'anneaudes polynômes.
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