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1 Définitions

(DéFINTTION 1 Champ scalaire et champ de vecteurs de I’espace (ou du plan)

potentiel scalaire

1. Onappelle { champ scalaire

de l’espace, toute application f : R* — R (ou de R? dans R)

2. On appelle champ de vecteurs de 'espace, toute application ? : R®— R®  (oude R?® dans R?)

| J

Champ scalaire et champ de vecteurs

Exemple 1.
1. Champs scalaires: champ de pression, de température, de potentiel électrique, de potentiel gravitationnel ...
2. Champs de vecteurs: champ électrique, champ magnétique, champ des vitesses dans un fluide ...

(DEFINITION 2 : Gradient et laplacien d’un potentiel scalaire R
1. Soit f un potentiel scalaire de classe C sur un ouvert U de R?® (ou R?).
On appelle Gradient de f, le champ de vecteurs gradf défini sur U par:
Yo, 2) €U, gradf(o,2) = (o, 2), 5o 2, Ghiow2)
2. Soit f un potentiel scalaire de classe C? sur un ouvert U de R® (ou R?).
On appelle Laplacien de f, le champ scalaire Af défini sur U par:
o’ f o f o’ f
L V(I‘, Y, Z)EUa Af(.’ll‘, Y, Z) = @(1‘7 Y, Z)+a—y2(x7 Y, Z)+@(.’L', Y, Z) )
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(DEFINITION 3 : Divergence et rotationnel d’un champ de vecteurs R
fi
Soit ? un champ de vecteurs de classe C! sur un ouvert U C R* de fonctions coordonnées ¢ fo .
g
1. On appelle divergence de ?, le champ scalaire défini sur U par:
Wo) €U, divF oy 2) = G0 2) + G 1 D) + G 2
2. On appelle rotationnel de ?, le champ de vecteurs défini sur U par:
— 0fs 0fy 0fi Ofs 0fx 0Oh
v U t? = (==-= ===, = -—=
(.’L', y) E ) ro (l’, y, Z) ( ay 82’ Y az 8.’13 ) am ay )
NS J
Divergence Rotationnel

Remarque 1. Toutes ces notions se définissent aussi bien dans le plan que dans l'espace, a ’exception du rotationnel
qui n’a de sens que dans l’espace. Elles mesurent chacune des propriétés locales des champs étudiés (vu dans le cours
de physique de Spé).

Exemple 2. Pour mieux comprendre le sens de la divergence et du rotationnel d’un champ de vecteurs, calculer :
. P . . e — - . Jun
1. Le rotationnel de ? = Wy en coordonnées cylindriques et de ? =a.i +bj +ck en coordonnées cartésiennes.

. , . e — p -
2. La divergence de ? = U, en coordonnées polaires et de ? =a.i +bj en coordonnées cartésiennes.

On donne les formules suivantes :

ot F = L0y (Y Oy, (1 OWh) O o g E = %26(7“2]0’“) ;L 9inbio)

r 99 o= o’ " r\or o6 ar | rsing 90
. y @ o 0 0 . PP .
Remarque 2.  On utilise souvent, 'opérateur nabla (8—, 50’ 8_) pour exprimer les définitions précédentes.
x’ Oy Oz
—
1. gradf = ?f 3. Tl = ?/\7

2. Af = V.(V)) 4 dvE = V.F

Il convient tres bien en coordonnées cartésiennes, mais n’est pas adapté pour les autres systemes de coordonnées.

N [rercice © 1 I
Calcul du Laplacien en coordonnées polaires.

On considere V un potentiel scalaire défini en coordonnées cartésiennes par f : R? — R de classe C2? sur RZ.
En coordonnées polaires, V est alors défini par la fonction g : R? — R telle que g(p, ) = f(z, y).
Calculer AV en fonction de p, 6 et des dérivées partielles de g.

. fercice © 2 I
Calcul du gradient en coordonnées cylindiques.
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Soit V un potentiel scalaire de classe C' de Iespace.

— oV oV oV
Exprimer grad V(M) en fonction de 3 95" Bs et des vecteurs du repere cylindique associés au point M.
p’ dp’ 0z

2 Formules d’analyse vectorielle

On considere dans cette section :
1. f et g des champs scalaires de classe C! ou C? sur un ouvert U de R?.

2. F et O des champs vectoriels de classe C' ou C? sur un ouvert U de R3.
3. AeR

P
PROPOSITION 1 : graa, A, div et ﬁ sont des opérateurs linéaires

e grad (f + A\g) =grad f + A.grad g o div(? + )\8) — divF I AdivG
o A(f+Ag) = Af +AAg o 1oh(F +AG) = 0t F + A0l G

| Preuwve 1 : Simples calculs ...

P
PROPOSITION 2 : graa, A, div et ﬁ d’un ”produit”

o grad (fg) = f.zrad g + g.grad f o div(f.F) = f.AvE +grad f.F
o A(fg) = f.Ag + 2grad fgrad g + g.Af o 1l(fF) = fTOLF + gradf A F

| Preuve 2 :  Simples calculs ...

PROPOSITION 3 : Formules complémentaires

_>

o H(grad =0 o div(lﬁ?) =0 o ra(f.grad)g) = grad)f A grad)g

| Preuwve 8 :  Simples calculs ...

3 Intégrale curviligne le long d’une courbe orientée

Dans cette partie, nous nous placerons essentiellement dans le plan.

Rappel: Notion de différentielle d’une fonction en un point.
Soit, f une fonction de R? dans R de classe C! sur U C R?, et Mo(wo, yo) € U.
La différentielle de f est 'application définie par:

of of dz : (h1, he) —
Uiwo, v0) = (70 ¥0) dw + Z-(70, yo) dy - avec { dy : (h1, ha) = he

Réciproquement :

(DEFINITION 4 : Forme différentielle
Soit P et ) deux fonctions de R? dans R définies sur un ouvert .
Alors 'application w de R? — L(R?, R) définie par:

V(@,y) €K, w(a,y)=P(z,y).do+Q(x,y). dy

est appelé forme différentielle sur U.
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Exemple 3. Déterminer I'image de (1, 7) par la forme différentielle: w : (x, y) — 322 dz — x.cosy dy.

Remarque 3.
1. V(z,y) €U, w(x,y) est une application lindaire de R*> dans R.

2. Il n’existe pas toujours d’application f € C'(R?, R) telle que w = df.
Si une telle fonction f existe, on dit que w est une forme différentielle exacte.
f est alors appelée une primitive de w sur U.

3. On définit aussi une forme différentielle sur i/ C R?® par: w(z, y,2) = P(z, vy, 2) dz+Q(z, vy, z) dy+R(z, y, 2) dz

Exemple 4. Les formes différentielles suivantes sont-elles exactes?

. dy —zd
1.w :(z,y)—»ody+yder sur R? 2wy : (x, y)'_)ymy2+z2x sur R2\{(0, 0)}.

Remarque 4.
La donnée d'une forme différentielle w(z, y) = P(x, y) dz + Q(z, y) dy sur R? équivaut & la donnée d’un champ de

vecteurs 7(:6, ) (gg: z;>

(DEFINITION 5 : Intégrale d’une forme différentielle le long d’une courbe orientée

Soit w = P dz + @ dy une forme différentielle sur &/ C R? (P et @ étant des fonctions de R? — R).
Soit T" une courbe de représentation paramétrique ? { 5 i ;U((f)) de classe C! définie de [a;b] dans U.

L’intégrale (curviligne) de w le long de T orientée par la représentation paramétrique ? est définie
par:

b
[o=[PassQay= [ Pla), y0)a'() + Qo) y(0)'() ds
r I a

-

Remarque 5.
1. Bien entendu cette définition s’étend aux formes différentielles sur &/ C R®. A formuler!
2. On démontre facilement que cette notion est indépendante du paramétrage admissible direct choisi.
3. Contrairement & une courbe paramétrée, une courbe I', donné par son équation cartésienne, n’a a priori aucune
orientation. L’énoncé devra donc préciser le sens de celle-ci.

Exemple 5. Dans les exemples suivants, lorsque les courbes sont données par leur équation cartésienne, elles seront
orientées dans le sens trigonométrique.
1. Calculer l'intégrale curviligne de  w(z, y) =azydz+ (r +y)dy lelongde T : y =22 pour z € [-2, 2]
2
2. Calculer l'intégrale curviligne de w(z, y) = x dy —y dz lelongde T : 22+ yZ -2z —y=0
3. Calculer l'intégrale curviligne de  w(z, y) = —2zy?> dz + 2%y dy lelongde C : p=a(l+ cosf) (demi-cardioide).

PROPOSITION 4 : Relation de Chasles
Soit w une forme différentielle définie sur un ouvert &/ € R? et I'; et I's deux courbes du plan telles que
Pextrémité de T'y coincide avec l'origine de T's. Alors:

T'yulry T rs

| Preuve 4 : Admise ...
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(i~ - . )
DEFINITION 6 : Travail d’un champ de vecteurs sur une courbe

- —
Soit le champ de vecteurs 7 =Pi +Qj duplan et w =P dx + @Q dy la forme diff. associée.
Soit T' une courbe du plan.

circulation

. du champ de vecteurs 7 sur I’
travail

Wp7 = / Pdx+ @Qdy est aussi appelée {
r

- J

Exemple 6. Soient les points O(0, 0), A(a, 0), B(a, b) et CL&O, b).
Calculer la circulation du champ de vecteurs V (z, y) = y?> i + 22 j le long du rectangle OABC

Remarque 6. On peut de méme définir le travail d’un champ de vecteurs sur une courbe I' de ’espace.

. fercice 3 I

. . +z = +z — I =
Calculer la circulation du champ de vecteurs 7(37, Y, 2) = x:g n 22 i+ a:f n Zz Jj + PR k
r=rcost r>0
1. le long de la portion d’hélice de reprétentation paramétrique ¢ y =rsint avec t € [0;27] et { S0
z = ht

2. le long du segment orienté [A,B] avec A(2r, 0, wh) et B(r, 0, 2wh) avec r > 0 et h > 0.

THEOREME FONDAMENTAL 5 : Formule de Green-Riemann

Soit T une courbe de R?, fermée et orientée dans le sens trigonométrique.
I’ limite alors une partie fermée bornée du plan notée A.

Soient P et @ des fonctions de classe C! sur A.

On a alors: 5 o
/Pda:-{—Qdy—// —Q—— da:dy
or Oy

Preuve 5 : Hors programme ...

Exemple 7. Soient les points O(0, 0), A(a, 0), B(a, b) et C(0, b).
En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer I'intégrale curviligne de w = y? dz + 22 dy sur rectangle OABC.

. Frercice /4 I

Calculer la circulation du champ de vecteurs V  : (z, y) — —1023%y 57 4 (325 + 15zy* ) 7 le long de la courbe ~y
d’équation cartésienne z2 + y2 — x = 0, en utilisant la formule de Green-Riemann.

Application au calcul de ’aire de A

La formule de Green-Riemann nous donne trois formules possibles:

1. P=0et@Q=n=x. nous donne // dmdy:/xdy
A r

2. P=—-yetQ=0. nous donne // dxdy:—/ydx
A r

— 1
3. P:—etQ:E. nous donne // dxdy:—/—ydx+mdy
2 2 A 2 Jr

x = z(t)

Remarque 7. En d’autres termes, si { y = y(t) est une représentation paramétrique de I', la frontiere de A :

ATRE(A) = /F sy (1) dt = — /F y(B)2' (1) dt = ~. /F —y(B)2 (1) + 2(t)y' (¢) dt

Exemple 8. Déterminer l'aire du domaine délimité par:
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1. une astroide 2. une arche de cycloide

. frercice 5 I
2 y2 2 2

Calculer 'aire du domaine du plan défini par: $—2 + =<1 et T + =<1 ou 0<b<a.
a b2 b2 a?

4 Champs de vecteurs dérivant d’un potentiel scalaire

(DEFINITION 7 : Champs de vecteurs dérivant d’un potentiel scalaire
Soit :R% = R un champ de vecteurs de class C! défini sur un ouvert U.
On dit que ? dérive d’un potentiel scalaire si et seulement si il existe un champ scalaire f défini sur U de classe

C! tel que:
? =grad f

\f est alors appelé un potentiel scalaire de ?

Remarque 8.
1. Un champ de vecteurs ? =P i +@Q j dérive d’un potentiel scalaire f sur i/ ssi w = P dz + @ dy est une forme
différentielle exacte sur U avec w = df.
2. Si ? dérive d’un potentiel scalaire f alors il dérive de tout potentiel scalaire f + X ou A € R.

DEFINITION 8 : Partie étoilée par rapport & un point
On dit qu’une partie U de R?® est étoilée, 8’il existe un point A € R? tel que VM € U, [AM] C U.

F1G. 1 — Partie étoilée par rapport a A

Remarque 9. Une partie convexe est étoilée par rapport & chacun de ses points.

s )
THEOREME 6 : CNS pour que F dérive d’un potentiel scalaire
Soit F : R® s R® un champ de vecteurs de class C' défini sur un ouvert U.
. 2.5 . . —
1. CN: Si ? dérive d’un potentiel scalaire, alors: 1?%? =0
— -

2. CS: Si rot? =0 , .., alors ? dérive d’un potentiel scalaire.

L U est un ouvert étoilé )

|Preuve 6 : Admis ...

Remarque 10. Bien entendu, cette CNS n’est valable que pour des champs scalaires de ’espace.

2

Exemple 9. Montrer que le champ vectoriel ?(:r, y, z) = (2% — yz, y* — zx, 2% — xy) dérive d’un potentiel scalaire.

. [ercice © O ?
Soit @ un vecteur de I’espace et F' le champ de vecteurs de I’espace défini par ?(M) =3dA O—JV[)

1. Calculer div F (M) et tor F (M).
2. Le champ de vecteurs F' dérive-t-il d’'un potentiel scalaire?
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THEOREME FONDAMENTAL 7 : Travail d’un champ de vecteurs dérivant d’un potentiel scalaire

Soit 4 N champ de vecteurs ? =P i + @ j dérivant du potentiel scalaire f
w la forme différentielle exacte associée a ’

On s’intéresse au travail du champ 7 le long d’une courbe I' paramétrée par ?(t) avec t € [a,b].
En notant M (a) et M(b) les points de T de parametres a et b, on a:

WV = / w= F(M(b)) - f(M(a))

\& v/

Preuwve 7 : 1l suffit d’effectuer le calcul en utilisant le fait que w = df. |

Remarque 11. Ainsi, comme nous le verrons dans un exercice qui suit, le travail du poids d’un objet (qui dérive du
potentiel gravitationnel) ne dépend que des points de départ et d’arrivée de 1’objet.

Remarque 12. Le travail du champ de vecteurs dérivant d’un potentiel scalaire f (cad : associé a une forme différentielle
exacte w) ne dépend alors que des extrémités de I'. En particulier, si la courbe est fermée, le travail du champ 7 est
nal: WiV = fw=0.

. [rercice : 7 I
On considere une attraction inversement proportionnelle au carré de la distance a un point O.

—k
Le champ de vecteurs F défini sur R — {(0, 0)}, vérifie donc : ?(M) = oM OM

1. Montrer que ? dérive d’un potientiel scalaire.

2. Déterminer le travail de la force ? le long d’un chemin allant de A & B qui ne passe pas par le point O.

N Frercice 8 * s N
Déterminer la circulation du champ de vecteurs V (z, y) = (3(z® + y?) —y®) i +3zy(2 —y) j le long:

1. du demi-cercle de représentation paramétrique z(t) = cost et y(t) = sint pour t € [0; 7.
(a) En tentant d’effectuer un calcul direct.
(b) En utilisant la formule de Green-Riemann.
(c) En recherchant un potentiel scalaire éventuel d’on dérive 7

2. du cercle de centre 0 et de rayon 17

N Fercice 9 I

- - . . . .
1. Le champ de vecteurs W(w, v,2)=(x—y)i + @ —2z— 35)7 + (22 —y) k dérive-t-il d’un potentiel scalaire?
2. Calculer la circulation de ce champ le long du cercle de centre 0, de rayon 1 et d’axe 0, parcouru une fois dans
le sens direct.

. [rercice : 10 I
- T
Soit?:(m,y,z)r—)—ZEiﬁ-Qy? YOI R.
z z

1. Montrer que 7 dérive d’un potentiel scalaire.
2. Calculer la circulation du champ de vecteur 7 le long du segment orienté [A,B] avec A(—r, 0, wh) et B(r, 0, 27h).



